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Nagra ord pa vagen

Detta kompendium &r skrivet for att anvandas som kurslitteratur till STOCK-
HOLMS MATEMATISKA CIRKEL under lasaret 2017-2018 och bestar av sju
kapitel.

Kompendiet ar inte tankt att lasas enbart pa egen hand, utan ska ses som ett
skriftligt komplement till undervisningen pa de sju féreldsningarna. En bra idé
kan vara att forsoka ldsa varje kapitel sjélv innan foreldsningen, sa att man
redan innan vet vad méalet med foreldsningen ar och vad som kan visa sig vara
svart.

Som den mesta matematik pa hogre niva ar kompendiet kompakt skrivet. Detta
innebér att man i allménhet inte kan l&dsa det som en vanlig bok. Istéllet bor
man prova nya satser och definitioner genom att pa egen hand exemplifiera.
Déarmed uppnéar man oftast en mycket battre forstaelse av vad dessa satser och
deras bevis gar ut pa.

Till varje kapitel finns ett antal 6vningsuppgifter. Dessa ér ordnade efter unge-
farlig svarighetsgrad: 6vningar kan ha en (%), tva (xx) eller tre (% * %) stjarnor.
Dessutom har de udda 6vningarna facit ldngst bak i kompendiet. Syftet med
dessa &r att eleverna ska kunna l6sa dem och pa egen hand kontrollera att de
forstatt materialet. Ovningar med jimna nummer saknar facit och kan anvin-
das som examination. Det rekommenderas dock att man forscker l6sa dessa
uppgifter 4&ven om man inte examineras pa dem. Om man kor fast kan man
alltid fraga en kompis, en larare pa sin skola eller nagon av forfattarna. Under
arets gang kommer det att finnas raknestugor dar eleverna kan 16sa uppgifter
tillsammans, och fa hjilp av oss.

Vi vill dock betona att fa av uppgifterna &r helt enkla. Detta betyder att
ldsaren inte bor titta i facit efter nagra f& minuter, utan att forst prata med
kompisar om uppgiften, kanske ldgga den at sidan ett tag och tdnka pa annat,
och sedan forsoka lite till. Dessutom innebér det att fa av eleverna kommer
att kunna klara samtliga uppgifter, s ett krav pa att eleven ska ha 16st alla
uppgifter bor inte inga i examinationen. Dock rekommenderar vi starkt att alla
elever atminstone tittar pa och forsoker sig pa alla 6vningar.

De flesta 6vningar kommer att ha méanga olika méjliga l6sningar och det som
star i facit bor endast ses som ett forslag.

Vi tackar Mats Boij, Institutionen for Matematik vid KTH, Christian Gottlieb
och Rune Suhr, bada vid Matematiska institutionen pa Stockholms universitet
samt Gustav Seedén Stahl for givande kommentarer om denna skrift.



Nagra ord om Cirkeln

STOCKHOLMS MATEMATISKA CIRKEL, i dagligt tal bendmnd Cirkeln, &r en
kurs som kommer fran ett nytt samarbete mellan Kungliga Tekniska Hogskolan
och Stockholms Universitet. Cirkeln har tidigare funnits under KTH:s ensam-
ma regi med namnet KTH:s MATEMATISKA CIRKEL. Uppléagget kommer dock
fortsétta som tidigare ar.

MATEMATISKA CIRKELN startade 1999. Dess ambition &r att sprida kunskap
om matematiken och dess anvindningsomraden utéver vad eleverna far genom
gymnasiekurser, och att etablera ett ndrmare samarbete mellan gymnasiesko-
lan och hogskolan. Cirkeln skall sérskilt stimulera elevernas matematikintresse
och inspirera dem till fortsatta naturvetenskapliga och matematiska studier.
Lararna pa Cirkeln kan vid behov ge eleverna forslag pa &mnen till projekt-
arbeten vid gymnasiet eller forslag till annan férkovran inom matematik.

Till varje kurs skrivs ett kompendium som distribueras gratis till eleverna. Det-
ta material, foreldsningsschema och 6vriga uppgifter om STOCKHOLMS MATE-
MATISKA CIRKEL finns tillgéngligt pa

www.math-stockholm.se/cirkel

Cirkeln godkinns ofta som en gymnasiekurs eller som matematisk breddning
pa gymnasieskolorna. Det ar upp till varje skola att godkdnna Cirkeln som en
kurs och det &ar lararna fran varje skola som sétter betyg pa kursen. Lararna ar
sjalvklart ocksa vilkomna till Cirkeln och manga har kommit &verens med sin
egen skola om att fa Cirkeln godkénd som fortbildning eller som undervisning.

Vi vill gdrna understryka att foreldsningarna ar 6ppna for alla gymnasieelever,
larare eller andra matematikintresserade.

Vi har avsiktligt valt materialet for att ge eleverna en inblick i matematisk
teori och tankesétt och presenterar darfér bade nagra huvudsatser inom varje
omrade och bevisen for dessa resultat. Vi har ocksa som malsidttning att be-
visa alla satser som anvinds om de inte kan forutsidttas bekanta av elever fran
gymnasiet. Detta, och att flera &mnen &r pé universitetsnivéa, gor att lararna
och eleverna kan uppleva programmet som tungt, och alltfér langt 6ver gym-
nasienivan. Meningen dr emellertid inte att ldrarna och eleverna skall behérska
amnet fullt ut och att ldra in det pa samma sdtt som gymnasiekurserna. Det
viktigaste ar att eleverna kommer i kontakt med teoretisk matematik och far
en inblick i matematikens vdsen. Var forhoppning &r att ldrarna med denna
utgangspunkt skall ha lattare att upplysa intresserade elever om STOCKHOLMS
MATEMATISKA CIRKEL och overtyga skolledarna om vikten av att lata bade
elever och larare delta i programmet.



Nagra ord om betygssattning

Ett speciellt problem tidigare ar har varit betygssattningen. Detta borde em-
ellertid bara vara ett problem om ldrarna anvander sig av samma standard som
de gor nar de sitter betyg pa ordinarie gymnasiekurser. Om utgangspunkten
istdllet &r att eleverna skall fa insikt i matematiken genom att ga pa fore-
lasningarna och att eleven gor sitt bésta for att forstd materialet och 16sa
uppgifterna, blir betygséattningen lattare. Sjalvklart betyder det mycket vad
eleverna har lart av materialet i kursen, men lararna kan bara forvinta sig att
ett fatal elever beharskar &mnet fullt ut.

Forfattarna, sommaren 2017



1 Vad ar matematik, egentligen?

Syftet med det hér forsta kapitlet ar att redogora fér vad vi menar med ma-
tematik. Sjalva kdrnan av matematiken, som vetenskap, &r vad vi kallar for
matematiska bevis. Ett bevis ar ett logiskt resonemang, som forklarar varfor
ett visst pastaende ar sant. Innan vi gar in djupare pa detta ska vi ga igenom
ett av de mest grundlédggande begreppen inom matematik, ndmligen mdngder.

1.1 Mangder

En mdngd &r en samling objekt, som vi brukar kalla element. Elementen kan
vara tal eller bokstaver, men ockséa andra saker. Det enklaste séttet att beskriva
en mangd &r att helt enkelt rdkna upp dess element. Detta goér vi genom att
skriva hela listan av element, och omge dessa av parenteser av typen {}. Till

exempel ar
1
1,2,78,y, -
{ b ) ) y7 3 }

méangden som bestar av elementen 1,2, 78,y och % Det spelar ingen roll i vilken
ordning elementen réknas upp. Vi tar heller inte h&nsyn till om ett och samma
element raknas upp flera ganger. Till exempel betraktas

{2,4,4,3,4}, {2,3,4,4,4} och {2,3,4}

som samma mangd, alltsd mangden av de tre elementen 2,3 och 4. De tva
exempel vi nu sett har bada varit &ndliga méngder, men méngder kan &ven vara
oandliga. En odndlig méngd kan forstéas inte beskrivas genom att vi raknar upp
alla elementen, utan vi behover i stillet beskriva elementen. Ibland récker det
att beskriva mangden med ord, och ge den en beteckning. En méngd som vi ofta
aterkommer till inom matematiken &r méngden av alla heltal, och denna har
darfor fatt beteckningen Z. Valet av bokstaven Z kommer fran det tyska ordet
Zahl, som betyder tal. Vissa oéndliga méangder kan beskrivas som talféljder.
Till exempel kan méangden av alla positiva udda tal skrivas som

{1,3,5,7,9,...}.

De tre punkterna betyder alltsa att vi fortsétter att rdkna upp talen enligt
samma monster, i all oandlighet.

En méngd som inte innehaller nagra element alls kallas for den tomma mdng-

den, och betecknas @.

Definition 1.1.1. Lat A och B vara méngder. Om alla element i B ockséa
finns i A sigs B vara en delmdngd av A. Detta betecknas B C A.

Till exempel har vi
{1,3,5,7,9,...} CZ.

Om vi vill podngtera att ett visst element x tillhor en méngd A skriver vi
x € A, som utlidses "z tillhor A”. Till exempel har vi 5 € Z. Ett ytterligare



siatt att beskriva en méangd ar att beskriva den som en delméngd av en kind
méngd, men med néagot extra villkor pa elementen. Mangden av element i en
méangd M som uppfyller ett visst villkor skrivs

{z € M | villkor pa z}.
Till exempel kan vi lata
A={x€Z |z <0}.

Detta betyder att vi later A vara méngden av heltal som dr mindre &n 0, det
vill séga de negativa heltalen. Vi kan fortsitta, och lata

B ={x € Az ér jaimn}.

Méngden B é&r alltsd méngden av alla jamna tal i méngden A, det vill sdga
alla jaimna negativa tal.

Istallet for att till vanster ange en méngd vara element ska tillhora, kan vi
ange pa vilken form elementen ska vara. Vi har redan ndmnt begreppen udda
och jimna tal, vilka lasaren forstas &r bekant med. Rent formellt definieras de
jdmna talen som de tal vilka kan skrivas pa formen 2z, dir x ar ett heltal. Pa
liknande satt definieras de udda talen som de tal vilka kan skrivas pa formen
2z + 1, dér z &r ett heltal. Vi kan da beskriva méngden av jimna tal som

{2z | x € Z},
och méangden av udda tal som

{2¢+ 1|z €Z}.

Ett sista exempel &r
{%‘mbez,whb¢0}

som betecknar méangden av alla kvoter av heltal, dar ndmnaren inte tillats
vara 0. Denna méngd kallas for de rationella talen och betecknas vanligtvis Q.
Valet av bokstaven ) kommer fran italienskans quoziente, som betyder kvot.
De rationella talen utgor en delméangd av de reella talen, som brukar betecknas
R. Mer om de reella talen finns att ldsa i foregaende ars cirkelkompendium.

1.2 Matematisk bevisforing

Denna kurs kommer i huvudsak att handla om att bevisa matematiska pasta-
enden, vilket kan vara en omstéllning fran tidigare kurser i matematik. Darfor
kan det vara pa sin plats att forklara vad ett bevis &r for nagot. Till att borja
med maste vi vara klara 6ver vad som menas med ett pdstaende. Ett pasta-
ende dr nagot som antingen ar sant eller falskt. Nedan foljer fyra exempel péa
pastaenden

(i) 2+3 =5,



(ii) {a,b,c} ={a,b,c,b,c},
(iii) 7 € Z,
(iv) Vinkelsumman hos en triangel dr 180°.

Vi kan se att de forsta, andra och fjarde pastaendena &r sanna. Talet 7 &r som
bekant inte ett heltal, s& det tredje pastaendet ar falskt. Féljande uttryck

e 1+1

e {a,b,c}

ar inte pastaenden; de ar varken sanna eller falska. Ett bevis av att ett pasta-
ende ar sant ar en foljd av logiska slutledningar som, utifran givna forutséatt-
ningar, leder fram till slutsatsen att pastadendet &r sant. Forenklat kan man
sdga att ett bevis ar en forklaring av varfor pastaendet ar sant.

Man kan ha manga olika anledningar att tro att ett pastaende &r sant. Det kan
till exempel vara att nadgon trovardig person sagt att pastaendet ar sant, eller
att vi tittat pa manga exempel och inte kunnat hitta nagot motexempel. Detta
ar dock inte samma sak som att ha ett bevis for att pastaendet ar sant. Ség till
exempel att vi tittat pa 100 olika trianglar, och berdknat vinkelsumman hos alla
dessa med hjélp av en gradskiva. Det visade sig i alla fallen att vinkelsumman
var 180°, och hur mycket vi &n forsoker kan vi inte konstruera en triangel
med en annan vinkelsumma. Det verkar alltsa troligt att vinkelsumman hos en
triangel alltid &r 180°. Detta ar dock inte ett bevis, av tva anledningar. Dels kan
vi inte méta helt exakt med var gradskiva, men framfor allt géller argumentet
bara just de trianglar vi tittat pa, inte alla trianglar. Det dr forstas sant att
vinkelsumman i en triangel alltid dr 180°, och vi ska strax gé igenom ett bevis
av detta pastaende. Ett sant pastaende, for vilket det finns ett bevis, brukar
inom matematiken kallas for en sats. Innan vi bevisar satsen om triangelns
vinkelsumma behover vi nagra grundlaggande samband som anvinds i beviset.
Sadana samband brukar kallas for hjdlpsatser.

Hjalpsats 1.2.1. Ldat sdga att vi har tva parallella linjer, med en punkt mar-
kerad pa vardera linje. Vi ritar ut strdackan mellan de tvd punkterna. De tva
spetsiga alternatvinklarna som uppstar dr da lika, och sd dven de tvd trubbiga
alternatvinklarna. Sambandet illustreras © Figur 1.1.

Foljande notation kommer att anvindas i detta kompendium. Strackan mellan
tva punkter a och b betecknas ab. Vi later ocksé abc beteckna vinkeln som fés
fran tre punkter a, b och ¢, pa det satt som beskrivs i Figur 1.2.

Ett annat grundlédggande samband som ar nédvandigt far vart bevis ar féljande.

Hjalpsats 1.2.2. Antag att vi har tvd vinklar abe och cbd sadana att punkterna
a,b och d ligger pa en linje, som i Figur 1.2. Da dar summan av vinklarna 180°.

De bada hjalpsatserna bevisas i Euklides bokserie Elementa, om vilken det
kommer att handla mer om i avsnitt 1.3, samt i Kapitel 2. Vi ar nu redo



Figur 1.1: Alternatvinklar vid parallella linjer

att genomfora beviset av att triangelns vinkelsumma é&r lika med 180°, med
anvindning av de tva hjéilpsatserna. Beviset illustreras i Figur 1.3. Observera
dock att beviset inte bara géller just triangeln i figuren, utan fungerar for vilken
triangel som helst. Lat oss ta en godtycklig! triangel, och kalla dess hérn a, b
och c¢. Vi forlanger strickan ab, och ténker oss en parallell linje genom punkten
c. Om vi nu betraktar de tva parallella linjerna, tillsammans med strackan ac,
kan vi markera alternatvinkeln till cab, som ar av samma storlek. P4 samma
sitt kan vi gora for vinkeln abe. Vi ser nu att summan av vinklarna ar 180°,
vilket vi ville bevisa.

Nu har vi alltsa bevisat foljande sats.

Sats 1.2.3. Vinkelsumman hos en triangel dr 180°.

Vi avslutar med ytterligare ett exempel pa en sats, med tillhérande bevis. Be-
viset &ar ett sa kallat motsdgelsebevis, vilket gar ut pa att vi bevisar pastaendet
genom att bevisa att dess motsats &ar falsk. Sadana bevis borjar med att vi
antar att pastaendets motsats géller. Déarefter resonerar vi vidare utifran detta
antagande, och kommer tillslut fram till en motségelse, alltsa nagot som &r
uppenbart falskt. Vi kan da dra slutsatsen att pastdendets motsats alltsa inte
kan gélla.

Sats 1.2.4. Talet \/2 dr inte rationellt.

1Ordet "godtycklig” anvinds ofta i matematiska bevis. Med en ”godtycklig triangel”, menar
vi en triangel som vi inte tillskriver nagra speciella egenskaper. Syftet dr att poéngtera att
beviset fungerar oavsett vilken triangel vi &n véiljer.



Figur 1.3: Ilustration av beviset av triangelns vinkelsumma

Innan vi bevisar satsen kan det vara bra att ha en tydlig definition av vad /2
egentligen &ar for nagot.

Definition 1.2.5. Lat a vara ett positivt reellt tal. Vi definierar nu y/a som

den positiva losningen till ekvationen 22 = a.

Notera alltsi att till exempel /4 #r lika med 2, och inte —2. Ekvationen z2? = 4
har diremot de tva l6sningarna 2 och —2. P4 samma sétt har ekvationen 22 = 2
den positiva l6sningen v/2 och den negativa 16sningen —v/2. Vi kan nu ga vidare
och bevisa Sats 1.2.4.

Bevis. Om /2 vore rationell skulle vi ha v/2 = a/b, for heltal a och b. Lat oss
darfor anta att v/2 = a/b, for att se att detta leder fram till en motsigelse. Vi
kan anta att a/b dr ett maximalt forkortat brak. Vi har

a2

<E> = 2, vilket vi ocksa kan skriva som a? = 2b°.

Talet 2b° ér ett jamnt heltal, sa dven a? maste vara jaimnt. Eftersom kvadraten

av ett udda tal ir udda, medans kvadraten av ett jimnt tal ar jimnt (se Ovning
1.4), maste a i det hér fallet vara jamnt. Det betyder att a = 2¢, dar ¢ &r
ett heltal. Vi har nu 22¢? = 2b2, och det foljer att 2¢? = b%. Enligt samma
resonemang som tidigare for a, féljer nu att dven b &r ett jamnt tal, och vi kan
skriva b = 2d for nagot heltal d. Nu har vi

a 2c
b 2d
Detta brak kan forkortas med 2, vilket ju motséiger att a/b skulle vara ett
maximalt forkortat brak. Vart resonemang, som grundade sig i att v/2 skulle
vara ett rationellt tal har alltsa lett fram till en motsigelse. Vi kan nu dra
slutsatsen att /2 inte ar ett rationellt tal. O

1.3 Euklides fem axiom

Néar vi bevisade att triangelns vinkelsumma ar 180° anvénde vi oss av tva
hjalpsatser. For att bevisa en sats behover vi alltid nagra forutsdttningar att



w

v#Ew v=w

Figur 1.4: Om de tva vinklarna &r lika har vi en rét vinkel.

utgé ifran. Det kan vara definitioner, eller saker vi kiinner till sedan tidigare.
De mest grundlaggande forutsdttningarna brukar kallas for aziom. Axiomen i
sig bevisas inte, men dessa ar ocksa de enda pastaenden som far anvéndas utan
bevis. Den forsta kinda matematiska skrift som ar uppbyggd enligt denna prin-
cip ar bokserien Elementa, som skrevs av den grekiske matematikern Euklides
ca ar 300 f.Kr.. De, totalt 13, béckerna i Elementa ér en sammanfattning av
studierna inom geometri, och &ven andra grenar av matematiken, i antikens
Grekland. Bokserien har haft oerhort stor betydelse for matematikens utveck-
ling. Den forsta boken borjar med att grundliggande begrepp, sdsom punkt,
linge, rdt vinkel, och cirkel, definieras. Totalt ges 23 definitioner, och vi aterger
tva av dem hér.

Definition 1.3.1. Givet en linje, samt en annan linje som utgar fran en punkt
pa den forsta linjen, bildas tva vinklar. Om de bada vinklarna som uppstar ar
lika kallas detta en rdt vinkel. Se Figur 1.4.

Definition 1.3.2. Tva rita linjer ségs vara parallella om de aldrig skér varand-
ra, hur langa vi 4n drar dem.

Efter definitionerna foljer fem axiom, eller postulat, som Euklides kallade dem.
De kan formuleras pa foljande sétt.

(i) Givet tva punkter kan vi dra en stricka fran den ena punkten till den
andra.

(ii) Varje given stricka kan forlangas till en léngre stricka av godtycklig
langd.

(iii) Givet tva punkter kan vi rita en cirkel med centrum i den ena punkten
och som gar genom den andra punkten.

(iv) Alla rédta vinklar ar lika.

(v) Givet en linje och en punkt, finns hogst en linje parallell med den forsta,
som gar genom den givna punkten.



Figur 1.5: Linjalen drar en rét linje genom tva givna punkter. Passaren ritar ut
en cirkel som gar genom en given punkt, och har sitt centrum i en annan given
punkt.

Med en "stricka” ovan avses en rét linje fran en punkt till en annan.

Dessa axiom ér alltsa pastaenden som accepteras utan bevis. Alla satser bevisas
sedan genom att anvinda axiomen, eller genom att anvinda satser som redan
bevisats. I praktiken betyder det alltsa att alla satser bygger pa enbart de fem
axiomen.

Euklides fem axiom &r av nagot olika karaktar. De tre forsta beskriver tillatna
konstruktioner. Givet tva punkter far vi alltsa rita ut strackor och cirklar, pa
det satt som beskrivs ovan. Detta har senare kommit att tolkas som att vi har
de tva verktygen passare och linjal. Vi fortydligar exakt hur det &r ténkt att
passaren och linjalen ska fungera, i det hir sammanhanget. Se &ven Figur 1.5

e Givet tva punkter kan vi, med hjélp av linjalen, dra en rét linje av valfri
langd och som gar genom de tva punkterna.

e Givet tva punkter kan vi, med hjélp av passaren, rita en cirkel med
centrum i den ena punkten och som gar genom den andra punkten. Vi
placerar alltsé passarens nal i den punkt som ska vara mittpunkten, och
pennan i den andra punkten.

e Vi kan markera skidrningspunkter mellan de linjer och cirklar vi ritat,
och anvéinda dessa punkter for att rita nya linjer och cirklar.

Observera att passaren och linjalen enbart far anvindas pa det sétt som be-
skrivs ovan. Linjalen ska allts& betraktas som ett verktyg for att dra raka linjer,
inte som ett verktyg for att méta striackor. Vi kan tédnka oss att linjalen inte
har nagra markeringar.

De fjarde och femte axiomen ger oss inga nya verktyg att arbeta med, utan
ar antaganden som &ar nodvéindiga i kommande bevis. Det fjarde axiomet kan
tyckas onddigt, men det foljer faktiskt inte av Definition 1.3.1 att alla rita
vinklar verkligen ar lika. Det femte axiomet, som brukar kallas parallellaziomet,
formulerades ursprungligen nagot annorlunda. Vi har valt denna formulering
eftersom den ar enklare att forsta. Det har bevisats att de bada formuleringarna
av axiomet ar likviardiga. Notera att axiomet, sa som vi formulerat det hér,
siger att det finns hdgst en parallell linje som gar genom den givna punkten.

10



Det framgar alltsa inte om det verkligen finns en sadan linje, bara att det inte
kan finnas flera olika. Det var ldnge ifragasatt om det femte axiomet verkligen
borde vara ett axiom, eller om det egentligen kunde bevisas genom att anvinda
de fyra forsta axiomen, och i sa fall snarare skulle vara en sats. Sa sent som
under 1800-talet bevisades det dock, av den italienske matematikern Eugenio
Beltrami, att det femte axiomet faktiskt inte kan hirledas fran de fyra forsta.

Vad som kan konstrueras, och inte, med passare och linjal har intresserat mate-
matiker i manga arhundraden. De kommande sex kapitlen i det har kompendiet
kommer att handla om just detta.

Vi avslutar kapitlet med anmérkningen att alla geometriska objekt i detta
kompendium kommer att ligga i ett plan. Det enda undantaget aterfinns i
avsnittet om kubens férdubbling i kompendiets sista kapitel.
Ovningar
Ovning 1.1 (x). Rékna upp elementen i foljande méngder.

(i) {xeZ|2?=4}

(i) M={z€Z|0<x+1<6}

(iii) {2z | x € M}

Ovning 1.2 (x). Lat A = {—13,5,%,%,750, 751,752}, Vilka av foljande
méangder ar delméngder till A7

B ={5,751}

C ={752, 4,5}

D ={-13,753}

E ={-13}

F ={m,—13}

G ={750 + 5}

H ={-13,5,%, 4 750,751, 752}

Ovning 1.3 (x). Vilka av foljande &r pastaenden?

(i) Ménen &r en ost.

(ii) En gron bil.

(ii) 7-8 = 56
) 34 (z+1)2
(iv) f—l

(v) {5,3,5,5,5,2} C {2,3,5}
Vilka av pastaendena ar sanna?
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Ovning 1.4 (x+). Bevisa foljande.
(i) Summan av ett jamnt heltal och ett udda heltal dr udda.
(ii) Produkten av tva udda tal dr udda.

(iii) Produkten av tva jaimna tal ar jamn.

Ovning 1.5 (%%). Ar de tva mingderna lika (det vill siga innehaller samma
element)? Om de ar lika, motiveral Om de inte &r lika, ge ett exempel pa ett
element som finns i den ena méngden, men inte i den andra.

(i) {x€Z|2?=9}och {x € Z | 23 =27}

(ii) {r€Z | 2> =9} och {zx € Z | x* =81}

(iii) {2z +1 |z €Z},och {2z -1 |z € Z}

(iv) {z? |z € Z}, och {2? | z € Z och x > 0}

(v) {2e+1|x€Z},och {2z —1 |z €Z och x>0}

Ovning 1.6 (x+). Vilka av féljande ér rationella tal? Motivera!

01 3 V2 V2 VB
) ) 5 ) 5 ) 3ﬁ’ \/§
Ovning 1.7 (xx). Lat M = {z+ /2y | z,y € Q}. Vilka av foljande tal tillhér
méngden M7 Motiveral

3 1 1 1
07 -+ 7\/§> \/5_ 17 T \/57 17 Y~
507 V2 VIt

Ovning 1.8 (x % ). Varje heltal a kan skrivas som a = 3k + r, dir k &r
ett heltal och r = 0,1 eller 2. Talet k kallas for kvoten, och r for resten, vid
heltalsdivision av a med 3. Talet a sdgs vara delbart med 3 om r = 0, alltsa
nar a = 3k, for ett heltal k. Bevisa foljande.

(i) Om a #r delbart med 3 dr dven a? delbart med 3.
(ii) Om a inte dr delbart med 3 &r inte heller a? delbart med 3.
Ovning 1.9 (x* %). Bevisa att v/3 inte &r ett rationellt tal.

Ovning 1.10 (). Anviind Sats 1.2.3 for att hiirleda vinkelsumman av en...
(i) rektangel,
(ii) regelbunden sjuhérning,
(iii) regelbunden n-horning, déar n &r ett heltal storre dn 2.

Anmaérkning: Att en n-hérning ar regelbunden betyder att alla sidor ar lika
langa, och alla inre vinklar lika stora. Vinkelsumman fér en oregelbunden n-
horning ar densamma, men beviset blir nagot svarare.
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2 Konstruktioner med passare och linjal

I det héar kapitlet ska vi titta ndrmare pa vilka slags konstruktioner vi kan gora
med vara verktyg, passare och linjal, som definierades i Kapitel 1. Vi borjar
med rena geometriska konstruktioner, for att sedan ga over till vad vi kallar
konstruktion av tal.

2.1 Geometriska konstruktioner

Vi kommer hér att ga igenom ett urval av satserna i Elementa, framfor allt fran
den forsta boken. Eftersom vart syfte ar att forsta vilka slags konstruktioner
som ar mojliga med passare och linjal har vi valt att bevisa de satser som ger
en djupare forstaelse for detta. Vi har dven valt att ta med flera andra satser
som beskriver olika geometriska samband, eftersom att dessa satser anvéinds i
kompendiet. De flesta ér antagligen ldsaren bekant med sedan tidigare, dven
om de ibland formuleras pa ett ovant sétt. Dessa satser kommer vi dock inte
att bevisa, eftersom att det skulle bli allt for omfattande.

Vi kommer ofta att skriva enbart “konstruera”, i stéllet for “konstruera med
passare och linjal”. Nér vi skriver att en punkt dr konstruerbar menar vi att
punkten kan konstrueras med hjalp av passare och linjal.

Sats 2.1.1 (Euklides I.1). Givet tvd punkter kan vi konstruera en liksidig
triangel med tva av hérnen i de givna punkterna.

Beuvis. Beviset illustreras i Figur 2.1.

Lat oss kalla punkterna for p och ¢q. Anvéand forst passaren for att rita en cirkel,
med p som mittpunkt, och som gar genom ¢. Rita sedan en till cirkel, med ¢
som mittpunkt i stéllet. Cirklarna skdr varandra i tva punkter, markera en
valfri av dessa. Vi har nu tre punkter, och dessa ska utgora triangelns horn.
Med hjélp av linjalen ritar vi ut triangelns sidor. De bada cirklarna har samma
radie, och per konstruktion har triangelns alla sidor denna radie som langd. Vi
har allts& konstruerat en liksidig triangel. O

Sats 2.1.2 (Euklides 1.2). Givet en cirkel och dess mittpunkt kan vi konstruera
en cirkel med samma radie och centrum 1 en given punkt.

Slarvigt skulle man kunna ténka sig att vi bara lyfter passaren, sidtter ner nalen
i den givna punkten, och ritar cirkeln. Detta &r dock inte tillatet; det star inte
i definitionen att vi far anvéinda passaren pa det viset. Vi kan forestélla oss att
passaren félls ihop nér vi lyfter den fran pappret. Nedan gar vi igenom beviset
av att vi faktiskt kan "flytta radien”.

Bevis av Sats 2.1.2. Lat oss kalla cirkelns mittpunkt fér m, dess radie for r,
och den andra givna punkten for p. Konstruktionen gors i féljande steg, som

dven illustreras i Figur 2.2

(i) Rita en cirkel C1 med mittpunkt m, som gar genom punkten p.
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Figur 2.1: Konstruktion av en liksidig triangel

(ii) Rita en cirkel Co med mittpunkt p, som gar genom m.

(iii) Lat ¢ vara en av skdrningspunkterna mellan C; och Cs. Notera att ¢;
ligger pa exakt samma avstand fran m som fran p.

(iv) Dra en linje som utgar fran ¢; och passerar genom m. Denna skir den
ursprungliga cirkeln i en punkt som vi kallar ¢o.

(v) Rita en cirkel C3 med centrum i g1, som gar genom go.

(vi) Dra en linje som utgér fran ¢; och passerar genom p. Linjen skir C3 i en
punkt som vi kan kalla g3.

(vii) Kom ihag att m och p ligger pa samma avstand fran ¢;. Vi har ocksa
att go och g3 ligger pa samma avstand fran ¢;. Det foljer att avstandet
fran p till g3 4r detsamma som avstandet fran m till qo, vilket &r r. Vi
kan nu rita en cirkel med centrum i p och radie r.

O

Sats 2.1.3 (Euklides 1.3). Givet tvd strickor av olika ldngd kan vi pda den
ldngre strickan avsdtta en stricka av samma lingd som den kortare.

Bevis. Antag att vi har en ldngre striacka ab och en kortare cd. Rita en cirkel
med mittpunkt i ¢ och som gar genom d. Enligt Sats 2.1.2 kan vi rita en cirkel
med samma radie och centrum i a. Denna cirkel skér linjen mellan a och b i en
punkt e sadan att strackan ae &r lika lang som cd. O

Nedan foljer fem satser som vi listar utan bevis.

Sats 2.1.4 (Euklides 1.4). Antag att vi har tvd trianglar dar tvd av sidorna
overensstammer i langd, samt att vinkeln ddar dessa tva sidor méts dr samma

14



Figur 2.2: Illustration av beviset av Sats 2.1.2

1 de bada trianglarna, sa som illustreras v Figur 2.3. Da overensstammer dven
den tredje sidan, och de dvriga tva vinklarna.

Sats 2.1.5 (Euklides 1.5). I en likbent triangel dr de tva vinklarna vid triang-
elns bas lika. Om de tvd benen forlings dr de tva vinklarna under triangelns
bas ocksa lika.

Se Figur 2.4 for ett fortydligande av Sats 2.1.5.

Sats 2.1.6 (Euklides 1.6). Om en triangel har tvd lika vinklar dr de tva sidor
motstiende mot de tvd vinklarna ocksa lika.

Sats 2.1.7 (Euklides 1.7). Antag att vi har tvé trianglar som delar samma bas,
och som har sina respektive tredje horn pa samma sida om basen. Om de sidor
som utgar fran samma horn vid basen ocksd har samma ldngd dr trianglarna
lika.

Sats 2.1.8 (Euklides 1.8). Om vi har tvd trianglar vars sidor éverensstammer
1 ldngd sd overensstammer dven vinklarna.

Efter dessa satser foljer i Elementa igen fyra satser om geometriska konstruk-
tioner. Vi bevisar tre av dem, och lamnar en som 6vning.

Sats 2.1.9 (Euklides 1.9). Givet en vinkel kan vi dela denna vinkel i tvd lika
stora delar.
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Figur 2.3: De tva trianglarna i Euklides 1.4.

A
—
E

Figur 2.4: Fran vénster: Euklides 1.5 och Euklides 1.29

Beuvis. Beviset illustreras i Figur 2.5.

Vi startar alltsa med tre punkter som vi kan kalla o, a och b, samt vinkeln
aob. Punkterna a och b ligger inte nédvéndigtvis pa samma avstand fran o.
Lat oss darfor anvianda passaren for att rita den cirkel som har centrum i o
och gar genom a. Dérefter forlanger vi, om nédvéndigt, strackan ob sa att den
skar cirkeln. Lat oss kalla skdrningspunkten for ¢. Nu vet vi med sdkerhet att
a och c ligger pa samma avstand fran o. Lat oss nu rita en cirkel med centrum
i a som gar genom c¢, och en med centrum i ¢ som gar genom a. Notera att
de bada cirklarna har samma radie, som vi kan kalla 7. Dessa cirklar har tva
skarningspunkter. Lat d vara den av skidrningspunkterna som ligger langst bort
fran o. Vi drar dven en linje fran d till o. Vi ska se att denna linje delar vinkeln
i tva lika delar. Betrakta de tva trianglarna med horn i o, a och d, respektive
o, ¢ och d. Strackan ad ar lika lang som stréckan cd, eftersom bada har langd
r. Det betyder att vi har tva trianglar vars sidor 6verensstdmmer i langd. Da
Overensstdmmer dven vinklarna, enligt Sats 2.1.8. Speciellt ar vinklarna doc
och doa lika.

O]

Sats 2.1.10 (Euklides 1.10). Givet en stricka kan vi konstruera den punkt pa
striackan som ligger mitt emellan de tvd dndpunkterna.

Beviset limnas som Ovning 2.1.
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Figur 2.5: Linjen som gar genom o och d delar vinkeln aob i tva lika delar.

Sats 2.1.11 (Euklides 1.11). Givet en linje och en punkt pd linjen kan wvi
konstruera en linje som gar genom den givna punkten och som dr vinkelrdt
mot den forsta linjen.

Bewvis. Beviset illustreras till vanster i Figur 2.6.

Lat oss kalla linjen for ¢, och punkten for p. Rita en cirkel med centrum i p som
gar genom en godtycklig punkt a pa £. Cirkeln skir ocksé £ i en annan punkt
b. Vi kan nu konstruera en liksidig triangel med hérn i a och b, enligt Sats
2.1.1. Lat oss kalla det tredje hornet for c¢. Rita ut den linje som gar genom
p och c. Denna linje ar vinkelrat mot ¢, vilket kan inses pa foljande satt. Vi
tdnker oss tva trianglar, en med hérn i a, ¢ och p, och en med hérn i b, ¢ och
p. Observera att a och b ligger pa samma avstand fran p. Sidorna i de tva
trianglarna Gverensstammer alltsa i laingd. Da 6verensstammer dven vinklarna,
enligt Sats 2.1.8. Speciellt dr vinklarna cpa och bpe lika. Enligt Definition 1.3.1
har vi d& en rat vinkel. O

Sats 2.1.12 (Euklides 1.12). Givet en linje och en punkt som inte ligger pd
lingen kan vi konstruera en linje som gar genom den givna punkten och som dar
vinkelrdat mot den forsta linjen.

Bews. Beviset illustreras till hoger i Figur 2.6.

Lat oss kalla linjen for £ och punkten fér p. Rita en cirkel med centrum i p som
gar genom en godtycklig punkt a pa £. Cirkeln skir ocksa £ i en annan punkt
b. Lat ¢ vara mittpunkten mellan a och b, vilken kan konstrueras enligt Sats
2.1.10. Dra en linje mellan ¢ och p. Denna linje &r vinkelrat mot ¢, vilket kan
inses pa foljande sdtt. Vi tdnker oss tva trianglar, en med hérn i a, ¢ och p,
och en med hérn i b, ¢ och p. Sidorna hos de tva trianglarna Gverensstammer
i langd. D& G6verensstammer &ven vinklarna, sa vinklarna pca och bep &r lika.
Detta dr da en rat vinkel.
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p a \
Figur 2.6: Konstruktionerna av en linje vinkelrdt mot en given linje.

O]

Sats 2.1.11 och Sats 2.1.12 ger alltsa tillsammans att vi, givet en linje och en
punkt, kan konstruera en linje som &r vinkelrat mot den givna linjen och som
gar genom punkten.

Sats 2.1.13 (Euklides 1.13). Antag att vi har tvd linjer sidana att den ena
linjen utgar fran en punkt pd den andra. Summan av de tvd vinklarna mellan
lingerna dr da lika med summan av tva rata vinklar.

Vi har nu sett de tretton forsta satserna i Elementa. Vi kommer nu att ta upp
ytterligare nagra utvalda satser.

Sats 2.1.14 (Euklides 1.16). Om en av sidorna i en triangel forlings dr den
yttre vinkel som uppstar storre dan vardera av de tva inre motsatta vinklarna.

Sats 2.1.15 (Euklides 1.23). Givet en vinkel och en linje kan vi, fran en given
punkt pa linjen, dra ytterligare en linje sa att vinkeln mellan linjerna dr samma
som den givna vinkeln.

Sats 2.1.16 (Euklides 1.26). Om tvd trianglar har tva vinklar och en sida som
overensstammer sa éverensstimmer dven de évriga tva sidorna och den tredje
vinkeln.

Harnést kommer satsen om alternatvinklar vid parallella linjer, som ndmndes
i Kapitel 1. Denna sats dr den forsta i Elementa vars bevis anvénder sig av av
parallellaxiomet.

Sats 2.1.17 (Euklides 1.29). Antag att vi har tvd parallella linjer, samt yt-
terligare en linje som skdr de tvd parallella linjerna. Da dr alternatvinklarna
lika. Varje yttre vinkel dr lika med den inre motstiende vinkeln. Summan av
tva inre vinklar pa samma sida dr lika med summan av tva rdta vinklar.

Se Figur 2.4 for ett fortydligande av Sats 2.1.17.

Sats 2.1.18 (Euklides 1.31). Givet en linje och en punkt som inte ligger pd
linjen kan vi dra en linje som dr parallell med den givna linjen och gar genom
punkten.
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Bewvis. Lat oss kalla den givna linjen for £1, och punkten for p. Enligt Sats 2.1.12
kan vi dra en linje #3 som &r vinkelrdt mot ¢; och gér genom p. Déarefter kan
vi anvinda Sats 2.1.11 for att dra en linje £3 som gar genom p och ar vinkelrét
mot 9. Vi vill nu bevisa att £1 och f3 verkligen &r parallella. Vi ska alltsa
bevisa att dessa linjer inte har nagon skirningspunkt. Lat sdga att de skulle
ha en skidrningspunkt, som vi kan kalla ¢q. Lat oss ocksa kalla skidrningspunkten
mellan ¢1 och £ fér s. Om punkten g existerar har vi nu en triangel med horn i
p, s och g. Men vi vet att vinklarna vid p och s ar rita, vilket medfor att vi har
en triangel med en rat yttervinkel vars ena motstaende innervinkel ocksa ar
rit. Detta motséager Sats 2.1.14, s& vi kan dra slutsatsen att en skdrningspunkt
mellan ¢; och /3 inte kan existera. Vi har da visat att de ar parallella. O

Sats 2.1.19 (Euklides 1.32). Om en av sidorna i en triangel forlings dr den
yttre vinkel som uppstar lika med summan av de tvd inre motsatta vinklar-
na. Summan av triangelns inre vinklar dr ocksa lika med summan av tvd rita
vinklar.

Sats 2.1.19 innehaller tva péastaenden. Beviset av det andra pastaendet sag vi
i Kapitel 1, vilket anvénde sig av Euklides 1.13 och 1.29. Det forsta pastaendet
bevisas pa ett liknande sdtt, men vi utelamnar det hér.

Néasta sats kiinner vi igen som Pythagoras sats.

Sats 2.1.20 (Euklides 1.47). I en ratvinklig triangel dr kvadraten av hypote-
nusans lingd lika med summan av kvadraterna av de tvd kateternas lingder.

Vi avslutar med en sats fran den sjitte boken i Elementa. Denna sats &r ocksa
kdnd som Topptriangelsatsen

Sats 2.1.21 (Euklides VI.2). Antag att vi i en triangel ritar ut en linje parallell
med en av triangelns sidor, sda att linjen skdr de andra sidorna i triangeln. Detta
ger oss en ny triangel. Forhdllandet mellan lingderna av motsvarande sidor 1
de tva trianglarna dr da samma for de tre sidorna.

2.2 Konstruerbara tal

Notera att vi alltid behover minst tva punkter att utga ifran vid vara konstruk-
tioner, eftersom bade passaren och linjalen kréver det. Har vi vil tva punkter
kan vi dock konstruera véldigt mycket. Lat sdga att vi har tva punkter, och
drar en linje genom dessa tva punkter. Enligt Sats 2.1.11, kan vi dra en till
linje, som &r vinkelrdt mot den forsta och gar genom en av punkterna. Lat
oss déarefter betrakta den forsta linjen som en z-axel, den andra linjen som
en y-axel, och en av de ursprungliga punkterna som 1:an pa z-axeln. Da har
vi skapat ett slags koordinatsystem. Alla punkter vi konstruerar darefter kan
betraktas som punkter i detta koordinatsystem. Detta ar kanske inte sa an-
vandbart, om vi enbart har talet 1 markerat pa z-axeln. Det visas dock enkelt
att vi atminstone kan markera ut sa manga heltal vi vill pa x-axeln. Med hjalp
av passaren kan vi rita en cirkel med centrum i punkten (1,0) (alltsa 1:an pa
x-axeln), som gar genom origo. Genom att markera den andra skirningspunk-
ten mellan cirkeln och z-axeln far vi talet 2 pa z-axeln, alltsa punkten (2,0).
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Figur 2.7: Konstruktion av ett koordinatsystem

Vi far pa samma sétt (3,0), genom att rita en cirkel med centrum i (2,0), som
gar genom (1,0). P4 samma sétt kan vi fortsétta och fa talen 4, 5, 6, o.s.v.
pa z-axeln. Vi kan ocksé rita cirklar med centrum i origo, som gar genom de
punkter vi markerat pa x-axeln, for att fa deras negativa motsvarigheter, samt
dven motsvarande punkter pa y-axeln. Detta illustreras i Figur 2.7.

Notera att vi, givet en punkt (z,y), med hjilp av Sats 2.1.18 kan dra en linje
parallell med y-axeln, som gar genom punkten (x,y). Pa si sitt far vi punkten
(x,0) som skdrningspunkten med z-axeln. P4 motsvarande sétt kan vi forstés
ocksa fa punkten (0,y) pa y-axeln. Man kan séga att vi konstruerat talet x
(och talet y). Detta leder till foljande definition.

Definition 2.2.1. Lat sdga att vi, utifran tva givna punkter, har byggt upp
ett koordinatsystem, p& det sdtt som beskrivs ovan. En konstruerbar punkt
ar en punkt (z,y) som kan konstrueras med hjalp av passare och linjal i ett
andligt antal steg, utifran punkterna (0,0) och (1,0). Ett konstruerbart tal &r
ett reellt tal x sidant att punkten (z,0) ar konstruerbar. Méngden av alla
konstruerbara tal kommer i detta kompendium betecknas med K.

Vi har hittills sett att heltalen ar konstruerbara.

Sats 2.2.2. Antag att vi har tva punkter, och lit r vara avstandet mellan
punkterna. Da dr r ett konstruerbart tal.

Beviset ldmnas som 6vning. Sambandet som beskrivs i nésta sats ar inte spe-
ciellt svart att bevisa, men dr dnda vért att notera.

Sats 2.2.3. Twa reella tal © och y ar konstruerbara om och endast om (x,y)
ar en konstruerbar punkt.

Anmairkning 2.2.4. Uttrycket "om och endast om” anvénds ofta i matema-
tiska satser. For att bevisa att ett pastaende P giller om och endast om ett
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pastaende () géller, behéver vi bevisa tva saker. Vi behover bevisa att om P
ar sant sa ar ocksé @) sant. Men vi behover ocksa bevisa att om ) ar sant s& ar
dven P sant. Detta kallas &ven for att P och ) ar ekvivalenta. For att bevisa
Sats 2.2.3 behover vi utfora foljande tva bevis.

e Antag att x och y dr konstruerbara tal. Bevisa att punkten (x,y) dr
konstruerbar.

e Antag att punkten (x,y) ar konstruerbar. Bevisa att x och y ar konstru-
erbara tal.

De tva bevisen ar oberoende av varandra, si det spelar ingen roll i vilken
ordning man utfér dem.

Bevis. Antag forst att x och y ar konstruerbara tal. Enligt definitionen betyder
det att (x,0) och (y,0) &r konstruerbara punkter. Tag passaren och rita en
cirkeln med centrum i origo, som gar genom (y, 0). Cirkeln skir y-axeln i (0, y).
Enligt Sats 2.1.18 kan vi dra en linje parallell med z-axeln, som gar genom
(0,y). Vi kan ocksa dra en linje parallell med y-axeln, som gar genom (z,0).
Dessa tva linjer skir varandra i punkten (z,y).

Om vi i stéllet utgar ifran punkten (z,y) kan vi gora exakt samma konstruk-
tion, fast i omvénd ordning for att forst fa punkterna (z,0) och (0,y), och
darefter dven (y,0). Det foljer att = och y ar konstruerbara tal. ]

2.3 Omodjliga konstruktioner

Vi har nu sett att en hel del kan konstrueras med passare och linjal. Men det
finns dock vissa begransningar. Nedan listas tre klassiska “olosliga problem”.

e Kubens férdubbling. Givet sidan av en kub, konstruera sidan av en
kub av dubbel volym.

e Vinkelns tredelning. Givet en vinkel, konstruera linjer som delar vin-
keln i tre lika stora delar.

e Cirkelns kvadratur. Givet en cirkel, konstruera en kvadrat med samma
area.

Dessa tre konstruktioner dr alltsd omdjliga att utfora med passare och linjal.
Problemen studerades redan under antiken, men de bevisades vara omojliga
forst under 1800-talet. I Kapitel 7 kommer vi att bevisa omdjligheten hos
kubens fordubbling och vinkelns tredelning. For att na dit kommer vi att gora
avstickare till nagra olika omraden inom matematiken. Att bevisa att cirkelns
kvadratur ar omojlig ligger utanfor ramarna for den héar kursen.

Ovningar

Tanken ar att ovningarna ska losas med hjilp av de resultat vi sett i Kapitel
2, om inget annat anges.
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Ovning 2.1 (x%). Bevisa Sats 2.1.10. De nio férsta satserna i kapitlet far
anvandas.

Ovning 2.2 (%%). Antag att vi har tva linjer som bildar en rét vinkel. Bevisa
att vi kan konstruera ytterligare tva linjer, s& att den réta vinkeln delas i tre
lika stora delar.

Observera att detta inte motsdger omdjligheten i vinkelns tredelning, som
namndes i avsnitt 2.3. Ovningen visar att just denna vinkel kan tredelas, men
det betyder inte att vi kan tredela alla vinklar.

Ovning 2.3 (x). Figur 2.2 som illustrerar beviset av Sats 2.1.2 visar fallet
da punkten p ligger utanfor den givna cirkeln. Hur ser konstruktionen ut da p
ligger inuti cirkeln?

Ovning 2.4 (x%). Antag att en cirkel C' skir en rit linje £ i en punkt p och
antag linjen som gar genom p och cirkelns mittpunkt m &r vinkelrét mot /.
Visa att C' och ¢ inte har nagon ytterligare skidrningspunkt utéver p.

Ovning 2.5 (%x%). Givet en triangel, konstruera en cirkel inskriven i triangeln.
Att en cirkel dr inskriven i en triangel betyder att triangelns sidor tangerar
cirkeln.

Ledning: Foregaende 6vning kan vara anvandbar.

Ovning 2.6 (xx ). En romb ér en fyrhérning dir alla sidor lika langa. Givet
en rektangel, konstruera en romb, som delar en diagonal med rektangeln.

Ovning 2.7 (%*). Figuren nedan visar en triangel inskriven i en halvcirkel.
Bevisa att en sadan triangel alltid ar ratvinklig.

Det har resultatet dr kiint som Thales sats.

Ovning 2.8 (). Bevisa att ett reellt tal = fr konstruerbart om och endast
om det finns ett reellt tal y s& att (z,y) &r en konstruerbar punkt.

Ovning 2.9 (x). Bevisa Sats 2.2.2.
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Ovning 2.10 (%). Bevisa att —1 &r ett konstruerbart tal.

Ovning 2.11 (x%*). I den hir uppgiften ska vi visa att en regelbunden pen-
tagon, det vill séiga. en femhorning ar konstruerbar. Pentagonen vi konstruerar
kommer att ha sina hérn pa cirkeln med radie 1 och centrum i origo.

(i) Rékna ut langden av pentagonens sida. Till hjalp har du de trigonomet-
riska sambanden

sin(z/2) = 1= cos@)

2 )
V5 —1
R

och cos(72°) =

Se Appendix A for definitionerna av sinus och cosinus.
(ii) Lat C vara cirkeln med centrum i (0, —%) som gar genom (1,0) och lat
p vara skdrningspunkten mellan C' och den positiva y-axeln. Berdkna

avstandet mellan p och (1,0).

(iii) Konstruera pentagonen! (Du far anvinda punkten p i konstruktionen.)
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3 Kroppar och kvadratiska utvidgningar

I det hér kapitlet ska vi forst se att passaren och linjalen tillater oss att utféra
nagra vanliga rdkneoperationer pa de tal vi konstruerat. For att battre forsta
de konstruerbara talens natur ska vi sedan lite mer allmént studera mangder
av reella tal som har just dessa egenskaper. Dessa méangder kallas for kroppar.

3.1 Kroppar

Sats 3.1.1. Antag att a och b dr konstruerbara tal. Da kan vi dven konstruera
a+b,a—>b, ocha-b Omb+#O0 kan vi ocksi konstruera a/b. Férutsatt att
a > 0 kan vi dven konstruera \/a.

Beuvis. Eftersom a och b dr konstruerbara tal har vi punkterna (a,0) och (b,0)
pa z-axeln. Med hjdlp av passaren ocksd kan fa punkterna (—a,0), (0,a),
(0, —a), (—=b,0), (0,b) och (0, —b).

Vi borjar med att konstruera a+b och a —b. Lat oss anta att a > b. Avstandet
mellan (a,0) och (b,0) &r a —b. Avstandet fran (—b,0) till (a,0) &r a+b. Enligt
Sats 2.2.2 ar darfor a + b och a — b konstruerbara tal. Om a < b ar avstandet
mellan (a,0) och (b,0) i stéllet b — a. Men da &r dven —(b —a) = a — b ett
konstruerbart tal.

Lat oss gar vidare till a-b. Vi borjar med att ga igenom en konstruktion av ab
i fallet da a och b &r positiva tal. Konstruktionen illustreras i Figur 3.1. Lat oss
dra en linje mellan (a,0) och (0, 1). Dérefter anvinder vi Sats 2.1.18 for att dra
en parallell linje, som gar genom (0, b). Denna linje skir z-axeln i ndgon punkt
(¢,0). De tva linjerna bildar, tillsammans med koordinataxlarna, tva trianglar.
Enligt Sats 2.1.21 ar forhallandet mellan motsvarande sidor ar detsamma for
de tre sidorna. Vi far darfor att ¢/a = b/1, det vill siga ¢ = ab. Vi har alltsa
konstruerat punkten (ab,0), och det foljer att ab &r ett konstruerbart tal. Vi
behover nu behandla fallet da minst en av a eller b inte ar positiv. Om nagon av
dem &r 0 har vi ab = 0, vilket ju ar ett konstruerbart tal. Sig att a ar negativ,
och b positiv. Vi kan da utfoéra den konstruktion som beskrevs ovan pa de
positiva talen —a och b. Det ger oss det punkten (—ab,0), och vi kan enkelt fa
aven punkten (ab,0) med hjalp av passaren. Det foljer att ab ar konstruerbar
dven i detta fall. Fallet d& a &r positiv och b negativ féljer pa samma sétt.
Antag sist att bade a och b &r negativa. D& vet vi att produkten av de tva
positiva talen —a och —b &r konstruerbar. Det vill sdga, (—a)(—b) = ab &r ett
konstruerbart tal. Vi har nu gatt igenom alla mojliga fall, och det foljer att
produkten av tva konstruerbara tal alltid ar konstruerbar.

Att a/b, d& b # 0, ar konstruerbart kan visas pa ett liknande sétt. Vi lamnar
beviset som Ovning 3.1.

Slutligen ska vi bevisa att y/a ar konstruerbar, for positivt a. Vi har tidigare
sett att vi kan konstruera mittpunkten av en stracka. Lat oss har konstruera
mittpunkten mellan (0, a) och (0,—1), pa y-axeln. En enkel berékning visar
att detta dr punkten (0, %5~ 1), Lat oss nu rita ut cirkeln som har sin mittpunkt

i (0,%51), och gar genom (0,a) (och &ven genom (0,—1)). Cirkelns radie &r
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Figur 3.1: Konstruktion av produkten av tva tal

%1. Lat (c,0) vara den punkt déar cirkeln skdr den positiva z-axeln. Dra en
linje fran cirkelns mittpunkt till (¢,0). Denna linje bildar tillsammans med
koordinataxlarna en ratvinklig triangel. Triangelns tva kateter har langd a—gl

och ¢, och hypotenusan har langd “T'H Med hjélp av Pythagoras sats far vi nu

sambandet
C =
2 2 ’
vilket ger

) <a—|—1>2 (a—1)2_a2+2a+1—(a2—2a+1)
—) =

= a.

c =\ 1

Det vill sidga, ¢ = \/a, vilket vi nu har visat ar ett konstruerbart tal. Se dven
Figur 3.2.

O

Vi kan alltsa utféra de fyra vanliga rdkneoperationerna addition, subtraktion,
multiplikation och division pa méangden av konstruerbara tal. Detta kallas for
att méngden &r sluten under dessa operationer. Allmént kallas en talméngd
som ar sluten under de fyra vanliga rdkneoperationerna for en kropp.

Definition 3.1.2. En delméngd K av de reella talen, som innehéller talet 1
kallas for en kropp om den uppfyller:

(i) Slutenhet under addition: z +y € K for alla z,y € K.

(ii) Slutenhet under subtraktion: x —y € K for alla z,y € K.

(iii) Slutenhet under multiplikation: x -y € K for alla x,y € K.
)

(iv) Slutenhet under division: % € K for allaz,y € K, y # 0.
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Figur 3.2: Konstruktion av kvadratroten av ett tal

En kropp K har alltsa egenskapen att att om vi anvander nagot av de fyra
raknesétten pa ett par av tal ur K, far vi ett nytt tal som ocksa tillhor K.
Observera att varje kropp innehéaller talet 0: Vi vet ju att varje kropp innehaller
talet 1, och &r sluten under subtraktion, enligt definitionen. Det f6ljer att &dven
1 —1 = 0 tillhor kroppen.

Anmairkning 3.1.3. Definitionen som ges ovan ar inte den mest allmédnna de-
finition av en kropp. I sjilva verket tillats kroppar vanligtvis innehalla element
som inte ar reella tal. Definition 3.1.2 racker dock for vara avsikter i denna kurs.
En mer allmén definition aterfinns exempelvis i fjolarets Cirkelkompendium.

Vi later fran och med nu K beteckna méngden av konstruerbara tal. Vi har
alltsa bevisat att K ar en kropp. Vi inser ocksa att R sjéalv ar en kropp. Nedan
foljer ett annat exempel pa en kropp.

Exempel 3.1.4. De rationella talen &r en kropp. Till att borja med innehéaller
ju Q talet 1. Genom att anvanda vélkdnda rakneregler for rationella tal ska vi
nu visa att Q uppfyller villkor (i) — (iv) i Definition 3.1.2. Lat darfor p,q € Q
och ta heltal a, b, ¢, d sddana att

p:%, ochqz%.

Det vi méste visa ar att summan, differensen, produkten och kvoten av p och
q kan skrivas som en kvot av tva heltal.

(i) Slutenhet under addition:

e C
pq_b d

ad + bc
bd
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Observera att varken b eller d kan vara noll, vilket gor att bd inte heller
ar noll.

(ii) Slutenhet under subtraktion:

=2 C
_ad —bc
b
(iii) Slutenhet under multiplikation:

_ac

bg = bd
_ac
S obd

(iv) Slutenhet under division: Vi antar hér att ¢ # 0, vilket medfor att ¢ # 0.

p a/b
q c/d
_ad
=

A

Exempel 3.1.5. Ett exempel pé en delméngd av R som inte &r en kropp ar
Z. Anledningen till det ar att Z inte dr sluten under division, ty 1 och 2 &r ju
heltal, men inte deras kvot % A

En vanligt forekommande situation ér att en kropp ”bor inuti” en annan kropp.

Definition 3.1.6. Lat K och L vara tva kroppar. Om K &r en delméngd av
L, sags K var en delkropp av L. Vi kan dven uttrycka detta genom att sdga
att L ar en kroppsutvidgning av K.

Exempel 3.1.7. De reella talen ér en kroppsutvidgning av de rationella talen.
I sjélva verket &ar varje kropp en kroppsutvidgning av de rationella talen. Att
bevisa detta pastaende ar lamnat at lasaren som Ovning 3.3. A

Definition 3.1.8. En kropp K éar en euklidisk kropp om /x € K for alla
x € K sadana att x > 0.

Exempel 3.1.9. Sats 3.1.1 ger att méngden av konstruerbara tal &r en eukli-
disk kropp. Ett exempel pa en kropp som inte ar euklidisk &r de rationella
talen (vi sag ju redan i det forsta kapitlet i detta kompendium att v/2 ¢ Q).
A

3.2 Kvadratiska kroppsutvidgningar
Nésta sats handlar om en speciell typ av kroppsutvidgningar som kommer att

spela en avgorande roll ndr vi i nasta kapitel ska binda samman geometriska
och algebraiska resultat.
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Sats 3.2.1. Lat K wvara en kropp och lit o vara ett positivt tal sidant att
a € K, men a & K. Lat K(\/a) beteckna foljande mdangd:

K(Wa)={r+yJ/a|z,y € K}.
Dé dr K(y/a) en kroppsutvidgning av K.
Bewvis. Vi borjar med att verifiera att K &r en delméngd av K(y/a). Vi ska

alltsd visa att varje tal i K kan skrivas pa formen z + y/a, for  och y i K.
Det dr sant eftersom varje 2 € K kan skrivas som = = x + 0y/«, och 0 € K.

Vi méste ocksa visa att villkoren i Definition 3.1.2 géller for méngden K (y/a).
For det forsta ar det klart att K (y/a) innehaller 1, eftersom K gor det. Vi ska
nu bevisa att K (y/«) uppfyller villkor (i) - (iv). Lat darfor ki, ke € K(\/a).
Per definition av K (y/a) finns det x1,y1, 22, y2 € K saddana att

ki =21 +y1va
ko = 29 + Yo/

(i) Slutenhet under addition:

ki + ke = (@1 + y1v) + (22 + y2v/a)
= (z1 +22) + (y1 + y2) V.

Eftersom K &r sluten under addition har vi att x1 + xo,y1 + 32 € K.
Detta medfor att k1 + ko € K(y/a).

(ii) Slutenhet under subtraktion:

ki — ko = (z1 + y1va) — (z2 + y2v/@)
= (21— z2) + (y1 — y2)V .

Eftersom K &ar sluten under subtraktion har vi att 1 — xo,y1 — y2 € K,
och det foljer att k; — ko € K(y/a).

(iii) Slutenhet under multiplikation:

kiks = (z1 + 11va) (22 + y2v/)
= 2179 + 12V + Y1V axs + Y1/ ayeva
= (2172 + Y1y20) + (T1Y2 + T201) V.

D& a € K ger slutenhet hos K under addition och multiplikation att
(122 + y1y200), (1y2 + x291) € K, vilket ger ki1ko € K(y/a).

(iv) Slutenhet under division:
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Vi antar nu att kg # 0.

ki m+yi/a
ko a2+ yay/a
(71 +yva)(za — yav/@)
(22 + y2v/a)(x2 — y2v/a)
_ 113 — Vo — yivams + yivay/a
a 3 — (y2/)?
_ (m1z2 + yiyea) — (z1y2 + 22y1) Vo

¥3 — Y3
_ Tir2 t e (z1y2 + 2231)
A= -

Slutenhet hos K under addition, multiplikation, subtraktion och division

ger att LU o % ar element i K, vilket betyder att
Ta— Y T37Y3
% € K(y/a). Innan beviset kan anses avslutat maste vi dock visa att

xo—ya/a # 0, ty annars kan vi inte forlanga braket sa som vi gjorde efter
det tredje likhetstecknet ovan. Vi ska anvinda oss av ett motségelsebevis
for att visa detta. Antag darfor att

zy — Y2/ = 0.

Vi delar nu upp beviset i tva fall. Forst antar vi att yo = 0, vilket ger
att zo = 0. Men d& ar ko = x2 + yo1/a = 0, en motsigelse. Déarfor antar
vi istéllet att yo # 0, men da far vi att

\/&:BGK,
Y2

aterigen en motsagelse!

O

Definition 3.2.2. Kroppen K (y/«) i ovanstaende sats sigs vara en kvadratisk
utvidgning av K.

Exempel 3.2.3. Tva exempel pa kvadratiska utvidgningar av Q &r Q(v/2) och

Q(V3). A

Vi kan dven skapa kvadratiska utvidgningar fran andra kroppar én Q.

Exempel 3.2.4. Lat K = Q(v/2). Da &r L = K (v/3) en kvadratisk utvidgning
av K. Elementen i L ar pa formen

a+bvV2+ (c+ dv2)V3,

dér a,b, c,d € Q. Notera att det enligt Definition 3.2.2 och Sats 3.2.1 krévs att
V3 & K for att L ska vara en kvadratisk utvidgning av K. Lisaren ombeds
visa att sa faktiskt ar fallet i Ovning 3.5. A
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I det foregaende exemplet skapade vi oss en kvadratisk utvidgning fran en
kropp som i sin tur dr en kvadratisk utvidgning av Q. Detta &r ett specialfall
av en mer allmén konstruktion.

Definition 3.2.5. Givet n+ 1 stycken kroppar Ky, K1, ..., K, sadana att K;
ar en kvadratisk utvidgning av K;_1 for varje ¢ = 1,...,n, kallar vi K,, for en
upprepad kvadratisk utvidgning av Ky. Vi skriver dven

K, :KO(\/OTD @?"'7M)a

dér aq, ...,y drsidana att o; € K;_1, men \/a; ¢ K;_1,0ch K; = K;_1(,/;)
for varjet =1,...,n.

Kroppen L i Exempel 3.2.4 kan alltsa skrivas som Q(v/2,v/3).

Definition 3.2.6. Lat K(y/a) vara en kvadratisk utvidgning av en kropp K
och lat k € K(y/a). Ovning 3.11 visar att det finns unika a,b € K sadana att
k = a + by/a. Vi kan darmed definiera konjugatet av k genom

k=a—b/a.

Anmairkning 3.2.7. Lésare som kinner till de komplexa talen noterar kanske
likheten mellan konjugatet i definitionen ovan och det komplexa konjugatet av
ett komplext tal.

Hjilpsats 3.2.8. Lit K(y/a) vara en kvadratisk utvidgning av en kropp K.
For alla k,l € K(y/a) gdller det att

(k+1)=Fk+1,
m:EL
k =k om och endast om k € K.

Bevis. Vi bevisar den forsta likheten ovan och ldmnar de 6vriga tva at ldasaren
att bevisa i Ovning 3.7. Tag a,b, ¢, d € K sadana att

k=a+bJa
l=c+dya.

Da far vi
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Ovningar

Ovning 3.1 (). Bevisa att a/b ér ett konstruerbart tal om a och b &r kon-
struerbara, samt b # 0.

Ovning 3.2 (x). Bevisa att

| 3/5
= t1-6
14 /13

ar ett konstruerbart tal. Obs: Du behover inte utfora sjélva konstruktionen!

Ovning 3.3 (xx). I Exempel 3.1.4 sag vi att Q &r en kropp. Bevisa att om K
ar en godtycklig kropp, sé &r Q ar en delkropp av K.

Ovning 3.4 (x). Bevisa foljande pastaende:
V8 € Q(V2).
Ovning 3.5 (x* x). Bevisa foljande pastaende:

V3¢ Q(V2).

Ovning 3.6 (x+). Bevisa foljande pastaende:

V3+2v2 € Q(V2).

Ovning 3.7 (x*). Slutfor beviset av Hjilpsats 3.2.8.

Ovning 3.8 (x*). Betrakta mingden
A={aV2 | a€Q}.

Ar A en kropp?

Ovning 3.9 (x*). Betrakta méngden

A={a+V2 |acQ}.
Ar A en kropp?
Ovning 3.10 (%). Bevisa att
Q(V2,V3) ={a+ V2 +cV3+dV6 | a,b,c,d € Q.

Ovning 3.11 (). Lat K(y/a) vara en kvadratisk utvidgning av en kropp K.
Bevisa foljande tva pastaenden

(i) Om 0 =a+ by/a, dir a,b € K, sd &ra =b=0.
(ii) Om a + by/a = c+ dy/a, dér a,b,c,d € K, sd & a = c och b =d.
Ovning 3.12 (% x ). Betrakta méngden
A={a+bvV2+¢cV3 |a,bccQ}.

Ar A en kropp?
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4 Geometrin blir algebra

I Kapitel 3 sag vi att om tva tal &r konstruerbara ar dven deras summa, dif-
ferens, produkt och kvot konstruerbara. Vi sag ocksa att kvadratroten ur ett
positivt konstruerbart tal dr konstruerbart. I det har kapitlet ska vi vanda pa
det hela och fraga oss om det finns ett satt att beskriva alla konstruerbara
tal. Ar de konstruerbara talen de vi kan fa med hjélp av Sats 3.1.1, eller finns
det fler? For att besvara dessa fragor behover vi studera koordinaterna for de
skiarningspunkter mellan cirklar och linjer som kan uppsta. Vi bérjar darfor
med en genomgang av linjens och cirkelns ekvationer.

4.1 Cirkelns och linjens ekvationer

En linje som gar genom punkterna (aj,b;) och (ag,be) kan beskrivas med
ekvationen

(az —a1)(y — b1) = (b2 — b1)(z — a1).

Det betyder att linjen utgors av de punkter (z,y) som uppfyller ekvationen
ovan. Observera att om as —a; = 0 ar linjen lodréat, och beskrivs av ekvationen
r=aj.

Kom ihag att avstandet r mellan tva punkter (x1,y;) och (z2,y2) beskrivs av

sambandet
2

re = (g — 901)2 + (y2 — y1)2.

Detta kan inses med hjilp av Pythagoras sats. En cirkel med centrum i en
punkt (a1, b1) och radie r utgors av alla punkter (z,y) pa avstand exakt r fran
(a1,b1). Cirkeln kan da beskrivas med ekvationen

(x—a1)* + (y —by)? =12

Nar vi jobbar med de geometriska konstruktionerna brukar vi ju beskriva cir-
keln med dess centrum och en punkt pa cirkeln, sa lat oss gora s& &ven har.
Om cirkeln har centrum i (a1,b1) och gar genom (az, bs) far vi ekvationen

(l’ — a1)2 + (y — 51)2 = (ag — a1)2 + (b2 — b1)2.

4.2 Ekvationssystem

Att hitta skérningspunkterna mellan t. ex. en linje och en cirkel kan beskrivas
algebraiskt som att vi soker de (x,y) som uppfyller bade cirkelns och linjens
ekvationer. Vi vill alltsa hitta de gemensamma l6sningarna till tva ekvationer.
Detta kallas for ett ekvationssystem. De ekvationssystem som dyker upp hér
kommer alla att besta av tva ekvationer, i tva variabler x och y. Generellt finns
det dock ingen begrénsning for hur manga ekvationer eller variabler som far
forekomma i ett ekvationssystem, och antalet variabler och ekvationer maste
inte vara lika. Det ska ocksa ségas att vi enbart soker reella 16sningar for x och

Y.
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Ség att vi har tva ekvationer VL; = HL; och VLo = HLy.? Ekvationssystemet
av dessa tva ekvationer skrivs

VL, = HL,, (4.1)
VL, = HL,.

Vi ska nu ga igenom tva enkla operationer som kan anviindas néar vi ska 16sa ett
ekvationssystem. Den fOrsta operationen &r att multiplicera en ekvation med
ett reellt tal skilt fran noll. Att "multiplicera en ekvation med ett tal” &r egentli-
gen ett nagot slarvigt uttryck fér att multiplicera bade hogerled och vénsterled
i ekvationen med ett tal. Om vi t. ex. multiplicerar den forsta ekvationen i (4.1)
med ett reellt tal ¢ # 0 far vi

¢ VLi =c- HLy, (4.2)
VL = HL,.

Den andra operationen &r att addera den ena ekvationen till den andra. Detta
ar igen ett kort uttryck for att addera ekvationernas hogerled och vinsterled.
Om vi adderar den forsta ekvationen till den andra i (4.1) far vi

VL, = HL, (4.3)
VL1 + VLy = HL; + HLs.

Observera att vi behaller den forsta ekvationen i systemet. Det foljer att vi ock-
s& kan subtrahera den ena ekvationen fran den andra, eftersom det &r samma
sak som att forst multiplicera med —1, och sedan addera. De bada ekvationssy-
stemen (4.2) och (4.3) har exakt samma losningar som ekvationssystemet (4.1)
som vi startade med. Poangen &r alltsa att stegvis forenkla ekvationssystemet,
utan att fordndra dess l0sningar, tills att vi far ett system dar vi faktiskt kan
se vilka 16sningarna ar.

Exempel 4.2.1. Betrakta ekvationssystemet

322 — 2y = 10.

Den forsta ekvationen beskriver en cirkel, och den andra en hyperbel. Vi borjar
med att multiplicera den forsta ekvationen med 3, och sedan subtrahera den
fran den andra. Det ger forst

322+ 3y? =15,

3z 4 3y =15,
—5y% = —5.

322 — 2% =10 och sedan {

Vi sag alltsa till att koefficienten for 22 blev samma i de bada ekvationerna,
for att sedan kunna eliminera 22 ur den andra ekvationen. Lat oss nu forenkla
nagot genom att multiplicera den forsta ekvationen med 1/3 och den andra

med —1/5. Da far vi
{ z?2 +9y? =5,

y? =1.

2VL star for vinsterled och HL for higerled. Den nedséknta siffran anvinds for att tala
om vilken ekvation vi &r i. Till exempel star alltsd VL; for vansterledet i ekvation ett.
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3x2-2y? =10

Figur 4.1: Cirkeln 22 + y? = 5, hyperbeln 322 — 2y = 10, och deras skirnings-
punkter.

Som sista steg kan vi subtrahera den andra ekvationen fran den forsta, vilket
ger

Detta ekvationssystem har alltsa exakt samma losningar som det vi startade
med, och vi kan se att 10sningarna &r x = +2 och y = £ — 1. Det ger oss
de fyra punkterna (2,1),(-2,1),(2,—1),(—2,—1), som alltsa &r cirkelns och
hyperbelns skiarningspunkter.

A

En annan metod &r att 16sa ut en av variablerna fran den ena ekvationen, och
sdtta in uttrycket i den andra.

Exempel 4.2.2. Vi ska 16sa ekvationssystemet

2x+y =3,
4z% +y? =5.

Den forsta ekvationen beskriver en rét linje, och den andra en ellips. Vi borjar
med att 16sa ut y i den forsta ekvationen. Det ger oss ekvationssystemet

y =3 —2x,
4z +y? =5,
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2x+y=3

Figur 4.2: Linjen 2z 4+ y = 3, ellipsen 4x2 4+ y? = 5, och deras skirningspunkter.

Vi sétter darefter in uttrycket vi fatt for y i den andra ekvationen, vilket ger

y =3 —2zx,
4z + (3 —22)? =5.

Den andra ekvationen kan forenklas till 222 — 3z + 1 = 0, vilken har de tva
l6sningarna x1 = 1 och x9 = 1/2. Vi sétter in dessa i den forsta ekvationen,
och far y; = 1 och y2 = 2. Detta ger oss de tva punkterna (1,1) och (1/2,2),
som alltséd ar linjens och ellipsens skdrningspunkter.

A

4.3 Skarningspunkter mellan cirklar och linjer

De punkter vi konstruerar med passare och linjal kan uppsta pa tre olika satt.
Vi kan fa skdrningspunkter mellan tva linjer, en linje och en cirkel, samt tva
cirklar. For att forsta strukturen hos de konstruerbara talen behover vi ta
fram koordinaterna for de skidrningspunkter som uppstar i de tre olika fallen.
Generellt sett kravs fyra punkter for att rita ut tva linjer, en linje och en cirkel,
eller tva cirklar. Lat oss darfor utga ifran fyra punkter (aj, b1), (ag, b2), (as, b3)
och (ay,bs), samt en kropp K som innehaller talen aq,as, as, aq, by, b, by och
by.
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4.3.1 Skirningen mellan tva linjer

Lat sdga att vi har tva linjer som gar genom punkterna (aj,b1) och (az,b2),
respektive (as,bs) och (a4, bs). Vi utgar ifran att de tva linjerna verkligen &r
olika linjer. Om linjen som gar genom (ai,b1) och (ag,bs) &ar lodrdt beskrivs
den av ekvationen x = a;. Om den andra linjen ocksé ar lodrdt har de ingen
skarningspunkt. Da den andra linjen inte ar lodrét far vi ekvationssystemet

{ r =ai,
(as —a3)(y —b3) = (bs — b3)(x — ag).
Har kan vi direkt substituera x = a7 i den andra ekvationen, och fa

) = (bg — b3)(a1 — a3) b,
(a4 — a3)

Vi kan hér konstatera att y tillhor kroppen K, eftersom aq,as, aq,bs och by
tillhér K, och vi bara har anviant de operationer som &r tillatna i en kropp.
Aven z tillhor kroppen K, eftersom = = a;.

Vi har sett vad som hénder om nagon av linjerna ar lodrat, sa lat oss nu ga
vidare till fallet da ingen av linjerna &r lodréta. D& &r alltsd as — a1 # 0 och
a4 — az # 0, och vi far ekvationssystemet

{(az—al)(y—bl) = (b2 — b1)(z — a1),
(as —az)(y —b3z) = (bs —b3)(x — as3).

Vi borjar med att multiplicera den foérsta ekvationen med a4 — ag, och den
andra med ao — ag, vilket ger

{ (a2 —a1)(as —az)(y — b1) = (as —az)(bz — b1)(z — a1),
(az —a1)(as — a3)(y —bs) = (a2 — a1)(bs — b3)(z — ag).

Nu har y samma koefficient i bada ekvationerna. Nar vi sedan subtraherar
den forsta ekvationen fran den andra kommer y att elimineras, och den andra
ekvationen blir

(ag—al)(b4—bg)(x—a3)—(a4—a3)(bg—bl)(:v—a1) = (ag—al)(a4—a3)(bl—bg).
Har kan nu x 16sas ut som

_ (CLQ — CL1)(CL4 — ag)(bl — b3> + a3(a2 — al)(b4 — b3) — al(a4 — ag)(bg — bl)
(az — a1)(bs — b3) — (as — a3) (b2 — b1) ’

forutsatt att
(CLQ — CL1)(b4 - bg) - (CL4 - ag)(bg - bl) 75 0.
I fallet da
(CLQ — al)(b4 — bg) — (a4 — ag)(bg — bl) = 0
saknas 16sning for . Att ekvationssystemet saknar 10sning &r samma sak som
att de tva linjerna saknar skdrningspunkt, det vill sdga linjerna ar parallella.

Aven hér kan vi konstatera att x € K. Vi kan enkelt se, om vi gar tillbaka
till ekvationssystemet och loser ut y, att dven y € K. De skirningspunkter
som uppstar nar tva linjer skir varandra ger alltsé alltid koordinater i samma
kropp som vi startade med.
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4.3.2 Skirningen mellan en linje och en cirkel

Lat séga att vi har en linje som gar genom punkterna (a1, b1) och (ag, by), samt
en cirkel med centrum i (ag, b3) som gar genom (a4, by). Vi kan dven hér borja
med att undersoka specialfallet da linjen ar lodrat. D4 far vi ekvationssystemet

{ r =ai,
(z —a3)®+ (y — b3)® = (as —a3)* + (bs — b3)*.
Nar vi substituerar £ = a7 1 den andra ekvationen far vi

(y —b3)* = (as — a3)® + (bs — b3)? — (a1 — a3)*.

Om hogerledet ar ett negativt tal finns det ingen reell 16sning for y, vilket
betyder att det saknas skdrningspunkt. Om hogerledet ar icke-negativt far vi
de tva lésningarna

y=bs+ \/((14 — a3)2 + (b4 — b3)2 — (a1 — a3)2

for y. Lat oss kalla det tal som star under rottecknet for a.. Vi ser att « &r ett
element i K. Det ar ddremot inte sakert att y tillhor K, eftersom vi inte vet
om 4/« tillhér K eller ej. Men om +/« inte tillhor K kan vi i alla fall konstatera
att y tillhor den kvadratiska utvidgningen K (y/a) av K.

Lat oss nu ga vidare till fallet da linjen inte ar lodrét. For att hitta skidrnings-
punkterna ska vi 16sa ekvationssystemet

{ (a2 —a1)(y —b1) = (b —b1)(z — a1),
((E — CL3)2 + (y — b3)2 = (a4 — a3)2 + (b4 — b3)2

dér ag — a1 # 0. Vi l6ser ut y ur den forsta ekvationen som

ba — b —
y— (bo —b)(@ —an)
as — aq

Detta insatt i den andra ekvationen ger

(b2 — b1)(z — a1) N

a2 — aj

2
(x — a3)2 + < by — b3> = (a4 - CL3)2 + (b4 — b3)2.
Observera att detta &r en andragradsekvation i x. Det &r inte allt for svart att

inse att ekvationen kan skrivas pa formen Axz?+ Bx+C = 0, dir koefficienterna
A, B och C ar tal i kroppen K. Uttrycket for A blir

by — b1\’
A= ( 2 1) +1.
a2 — ax
Eftersom den forsta termen ar kvadraten av ett reellt tal, kan termen inte vara
negativ. Dérefter adderas 1, sa vi kan konstatera att A # 0. Uttrycken for B
och C' blir ganska langa, och eftersom de exakta uttrycken inte ar sa viktiga

hér utelamnar vi dessa. Vi vet alltsa, sd har langt, att x-koordinaterna hos
skarningspunkterna mellan linjen och cirkeln ges av de reella 16sningarna till
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ekvationen Az? + Bz 4+ C = 0. Eftersom vi sett att A # 0 vet vi, enligt en
kénd formel, att I6sningarna till andragradsekvationen ges av

__B_|(BY
YT 794 24

Lat o = (%)2 — %, och observera att bada a och % tillhér K. Om « &r
negativt saknar ekvationen reella 16sningar, vilket betyder att det inte finns
nagra skdrningspunkter. I annat fall har vi en eller tva reella 16sningar for z.
Dessa ligger antingen i K eller i en kvadratisk utvidgning K (y/a). Genom att
sitta in l6sningarna for = i (4.3.2) far vi motsvarande l6sningar for y, vilka
kommer att ligga i samma kropp som zx.

a1 Q)

I fallet da en linje skér en cirkel far vi alltsa koordinater som ligger i kroppen
K, eller i en kvadratisk utvidgning av denna.

Exempel 4.3.1. Lat sidga att vi har en cirkel med centrum i (1, 1), vilken gar
genom (3,0), och en linje som gar genom punkterna (4, —1) och (—2,3). Alla
koordinaterna ligger i kroppen Q. Cirkelns ekvation &r

(x —1)* 4 (y — 1)? = 22 4+ (=1)?, eller forenklat (z —1)* + (y — 1)> = 5.
Linjens ekvation blir
—6(y + 1) = 4(xz — 4), vilket ockséa kan skrivas som 2x + 3y = 5.
Vi ska alltsa 16sa ekvationssystemet

2z + 3y = 5,
(-1 +(y—1)7°=
Vi kan l6sa ut

_5—23}
Yy=73

fran linjens ekvation. Insatt i cirkelns ekvation far vi
2 — 22’
(1:1)2+< ; ”””) =5,

1
g(x _12=s.

vilket kan forenklas till

Vi far de tva losningarna

5-9 /5 5

for z. Inséttning i (4.3.1) ger de motsvarande losningarna

/5 5
y1_1_2 T37 y2_]—+2 T37
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Figur 4.3: Cirkeln med centrum i (1, 1) och som gar genom (3, 0), linjen som gar
genom (4, —1) och (—2,3), och deras skiirningspunkter.

for y. De tva skdrningspunkterna ar alltsa

5 5 5 5
1 —, 1=-24/—= h | 1-— —, 1+24/—=].
(reay/i o) e (-0 1)
Talet 1/5/13 ar inte rationellt, sa koordinaterna hos dessa punkter ligger inte

i Q, men déremot i Q(4/5/13).
A

4.3.3 Skirningen mellan tva cirklar

Till sist ska vi ocksd studera skidrningen mellan tva cirklar. Sdg att vi har en
cirkel med centrum i (a1, b1) som gar genom (ag, by), och en annan cirkel med
centrum i (ag, b3) vilken gar genom (ag, by). Vi utgar fran att de tva cirklarna
verkligen &r olika cirklar. Vi soker da l6sningarna till ekvationssystemet

{ (z—a1)* + (y = b1)*> = (a2 —a1)* + (ba — b1)?,
(z —a3)® 4+ (y — b3)® = (a4 —a3)® + (bs — b3)*.

Om vi subtraherar den forsta ekvationen fran den andra elimineras z2- och
y%-termerna, och vi far

(z —a1)* + (y — b1)? = (a2 — a1)* + (b — b1)?,
2(a1 — az)r + a3 — a? + 2(by — b3)y + b3 — b? =
(a4 — CL3)2 + (b4 — b3)2 — (CLQ — CL1)2 — (bg — bl)z.
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Om béade koefficienten for z och koeflicienten for y i den andra ekvationen ar
noll innebér det att a; = ag och by = bs. Det vill séga, (a1,b1) = (as, b3), sa
de bada cirklarna har samma centrum, och saknar darmed skdrningspunkter.
Antag istéllet att koefficienten for y inte ar noll. D& kan vi I6sa ut y som

y o
2(a3— al):c + (a4— a3)2+ (b4— 53)2—((12— a1)2—(bg— b1)2+ a%— a%—i— b%— b%
2(by — b3) '

Nar vi sétter in detta i den forsta ekvationen far vi en andragradsekvation i x.
Med samma resonemang som i avsnitt 4.3.2 far vi att « och y, om losningar
existerar, tillhor K eller en kvadratisk utvidgning av K. Om vi skulle ha koef-
ficienten 0 for y, men en nollskild koefficient for z i den andra ekvationen loser
vi i stallet ut x, och sétter in uttrycket i den férsta ekvationen. Detta ger oss
i stillet en andragradsekvation for y, vilket leder fram till samma slutsats.

Vi har nu bevisat féljande.

Hjalpsats 4.3.2. Lat P vara en mdangd av punkter med koordinater i en kropp
K. Sig att vi anvinder dessa punkter for att med passaren och linjalen rita ut
antingen tvd linjer, en linje och en cirkel, eller tva cirklar. De skdarningspunkter
som da kan uppstd har sina koordinater © K eller 1 en kvadratisk utvidgning av
K.

4.4 Strukturen hos kroppen av konstruerbara tal

De konstruktioner vi sag i Kapitel 2 gick ut pa att anvinda de skdrningspunkter
mellan cirklar och linjer som uppstar for att rita nya cirklar och linjer, upp-
repade ganger. Det som beskrivs i Hjédlpsats 4.3.2 &r bara ett steg i en sadan
konstruktion. I allménhet kan vi alltsa behova anvinda upprepade kvadratiska
utvidgningar for att beskriva en kropp som innehaller de tal vi konstruerat.

Exempel 4.4.1. Lat ¢ vara den linje som gar genom origo och punkten (1, 1).
Lat C; vara cirkeln med centrum i origo, och som gar genom (1,0). Talen 0
och 1 ar ju rationella, sa lat oss utgé fran kroppen Q. Linjen £ har ekvationen
y = x, och C ekvationen 22 + y? = 1. Vi far dérfor ekvationssystemet

y =,
2?2492 =1

Vi sétter in y = « i den andra ekvationen, och far att 222 = 1, det vill siga
x = +1/v/2. Eftersom y = 2 far vi de tva skiirningspunkterna

< 1 1 > b ( 1 1 )

—, — ], och [—, —].

VARG NEARY.

Koordinaterna som vi nu fatt ligger i den kvadratiska utvidgningen K = Q(v/2)
av Q. Lat oss nu rita en cirkel Cy med centrum i (1/v/2,1/v/2), och som gér

genom origo. Vi vill nu bestdmma skdrningspunkterna mellan C och Cy, vilket
betyder att vi ska 16sa ekvationssystemet



Om vi utvecklar den andra ekvationen, och déarefter subtraherar den forsta far
vi

e+ y 1
2 1 2 1 _
—ﬁx + 5 ﬁy + 5 = 0
Vi l6ser ut y fran den andra ekvationen som
V2 ( 2 > V2

NG 2

For att forenkla insédttningen av y i den forsta ekvationen, lat oss forst berdkna
2 Vi f3
y~. Vi far

y:

Nir vi nu sétter in detta i ekvationen x2 + y? = 1 far vi
2 1
222 — 2z + 3=

Denna andragradsekvation har 16sningarna

SR TN IN:)

Fran (4.4.1) far vi motsvarande l6sningar for y, vilket i sin tur ger oss skér-
ningspunkterna

<i<\/§+ V6), 1(va- \/6)> och <i(\/§— VB), 1(Va+ \/6>) ,
mellan cirklarna C; och C5. Dessa koordinater ligger inte i K, utan i den
kvadratiska utvidgningen K (v/6) = Q(v/2,V6). A
Sats 4.4.2. Lat a vara ett konstruerbart tal. Da finns en kedja av kroppar

Q=KyCK,CKyC---CK,
dir K; dr en kvadratisk utvidgning av K;_1, for varjei =1,...,n, och a € K.

Anméirkning 4.4.3. Kroppen K, ir alltsa en upprepad kvadratisk utvidgning
och kan uttryckas pa formen Q( /aq, ..., /&), sa som i Definition 3.2.5.

Kom ihag att Q &r en delkropp till varje kropp av reella tal. Kedjan startar
alltsa i den minsta mojliga kroppen.

Bevis. Eftersom a &r ett konstruerbart tal &r (a,0) en konstruerbar punkt.
Kom ihag att vi utgar fran enbart de tva punkterna (0,0) och (1,0), sa (a,0)
kan konstrueras i ett dndligt antal steg fran dessa tva punkter. Det finns alltsa
en serie av punkter po, p1,p2, - - -, Pm, med p,, = (a,0), som vi konstruerar for
att nd punkten (a,0). Mer formellt kan vi sdga att, for varje i = 1,2,...,m
galler att p; &r en skdrningspunkt mellan tva linjer, en linje och en cirkel, eller
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tva cirklar som ritas ut med hjélp av passaren och linjalen och punkter ur
mangden

{(07 0)’ (17 0)7p0,p1 s )pi—l}‘

For att konstruera pg anvénds alltsa bara punkterna (0,0) och (0,1). De ko-
ordinater som forekommer hér ar alltsd bara 0 och 1, och vi vet att dessa tal
tillhér Q. Det foljer av Hjélpsats 4.3.2 att po’s koordinater ligger i en kropp
K, som antingen &ar Q eller en kvadratisk utvidgning av Q. For att konstru-
era p; far vi anvinda punkterna (0,0), (1,0) och pg. Dessa punkter har sina
koordinater i K, s& enligt Hjédlpsats 4.3.2 har p; sina koordinater i K eller en
kvadratisk utvidgning av K. Vi fortsdtter pa samma sétt for ps, p3, ..., Pm. Vi
kan kalla den forsta kvadratiska utvidgningskroppen for K7, nésta for Ko, och
sa vidare. Detta ger oss en kedja av kroppsutvidgningar

Q:KQCK1CK2C-"CKn

dér a ligger i den sista kroppen K. O

Ovningar

Ovning 4.1 (). Bilden nedan visar en cirkel och en linje. Ange deras ekva-
tioner.

Ovning 4.2 (x). Rita upp de cirklar och linjer som beskrivs av ekvationerna
nedan.

(i) —2(y +1) =6(x —3)
(il) 2y = -3z +1

(i) (z—9)*+(y—5)°=9
(iv) 22+ 2z +y* +2y = —1

Ovning 4.3 (x). Ange ekvationen for den cirkel som gar genom punkterna
(—1,0) och (3,0), och har arean 4.
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Ovning 4.4 (% % %). Berdikna koordinaterna fr centrum hos den cirkel som
gar genom punkterna (5,3), (7,5) och (8,2). Berdkna dven radien, och ange
cirkelns ekvation.

Ovning 4.5 (x+). Los ekvationssystemet

y =x+1,
2y =2x 45,

eller visa att 16sning saknas. Rita ocksa upp en figur.

Ovning 4.6 (x*). Los ekvationssystemet

{ —r+y = -2,
(z—1)?2+(y-3)°" =8,

eller visa att 16sning saknas. Rita ocksa upp en figur.

Ovning 4.7 (x*). Los ekvationssystemet

eller visa att 16sning saknas. Rita ocksa upp en figur.

Ovning 4.8 (x+). Los ekvationssystemet

{(:U—|—5)2+(y+5)2 = 100,
(x+5)2+(y+5)? =1,

eller visa att l6sning saknas. Rita ocksa upp en figur.

Ovning 4.9 (x * ). Betrakta ekvationssystemet

(z—3)*+(y—5)?* =5,
(x—5)>2+(y—17)2 =17,
y =kx+m.

Ge exempel pa reella virden for k och m sa att ekvationssystemet ...
(i) ... har exakt en 16sning,
(ii) ... har exakt tva 16sningar,
(iii) ... har exakt tre losningar,
(iv) ... har exakt fyra 16sningar,
(v) ... saknar losningar,

eller forklara varfor ett sidant exempel inte existerar.
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Ovning 4.10 (x % %). Lat C vara en cirkel med centrum i origo och radie 4.
Lat L vara linjen som ges av ekvationen y = x. Cirkeln C och linjen L skér
varandra i en punkt p i forsta kvadranten. Lat D vara cirkeln med centrum i
p, vilken gar genom origo. Cirklarna C' och D har tva skdrningspunkter ¢ och
r.

6 D

Beridkna koordinaterna for punkterna ¢ och r. Genom att gora en eller flera
kvadratiska kroppsutvidgningar av Q kan vi fa en kropp som innehéaller dessa
koordinater. Ange en sadan kropp.

Ovning 4.11 (x % %). Bilden nedan visar en liksidig triangel. Beriikna koordi-
naterna for punkterna p och q.

2]

Observera att dessa punkter kan konstrueras med passare och linjal, givet
punkterna triangelns nedre horn (0,0) och (2,0). Koordinaterna ligger i en
kropp som kan fas genom en eller flera kvadratiska utvidgningar av Q. Beskriv
en sadan kropp.
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5 Nagot om talteori

I detta kapitel kommer vi att helt ldmna geometrin for att istéllet bekanta
oss med talteori, vilket &r den gren av matematiken som framst handlar om
heltalen och deras egenskaper. Anledningen till att vi gér denna avstickare &r
att resultat fran detta kapitel kommer behovas for att bevisa en sats om rotter
till heltalspolynom i nésta kapitel. Den sistndmnda satsen kommer i sin tur
spela en viktigt roll i beviset av att det dr omdsjligt att tredela vinkeln och
dubblera kuben.

5.1 Delbarhet

Lat n och m > 0 vara tva heltal. Betrakta den oédndliga méngden
A={...,n=2m,n—m,n,n+m,n+2m,...}

och 1at r vara det minsta icke-negativa heltalet i A3. Fran var definition av r
foljer det att det finns ett heltal k£ sadant att

r=mn—km,

eller ekvivalent uttryckt
n=km+r.

Vi pastar nu att r» maste uppfylla den dubbla olikheten
0<r<m.

Till att borja med noterar vi att olikheten 0 < r &r uppfylld per definition av
r. I avsikt att hérleda en motségelse antar vi nu att det inte géller att r < m,
det vill sdga vi antar att m < r. Detta innebar att » — m &r ett icke-negativt
tal som &r mindre dn r och som ligger i midngden A. Det &r en motséigelse
eftersom vi valt r till att vara det minsta icke-negativa talet i A. Saledes var
vart antagande att m < r falskt, vilket innebér att r < m. Talen k och r ovan
kallas i detta sammanhang for kvot respektive rest. Det vi har visat ovan ar
att vi kan utfora division med rest, vilket vi formulerar som en sats:

Sats 5.1.1. Ldtn och m > 0 vara tvd heltal. Dé finns det heltal k och r sadana
att

n=km+r
och

0<r<m.

Vi illustrerar denna grundldggande sats med ett enkelt exempel:

3En av de mest grundliggande egenskaperna hos heltalen &r att en méngd av heltal som
innehaller minst ett icke-negativt tal alltid innehaller ett minsta icke-negativt tal.
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Exempel 5.1.2.

T=2x3+1
—23 = (—5) x 5+ 2.

A

Om talen m och n &r sadana att resten r i Sats 5.1.1 ar lika med noll, &r det
av sarskild betydelse. Foljande definition behandlar just denna situation.

Definition 5.1.3. Om d och n ar tva heltal sddana att det finns ett tredje
heltal k£ sadant att n = dk, séger vi att d ar en delare till n. Detta kan vi &ven
uttrycka som att d delar n.

Exempel 5.1.4. 2 delar 6, ty 6 =2 - 3. A

Exempel 5.1.5. For alla heltal n géller det att +1 delar n och att +n delar
n. Lisaren ombeds verifiera detta i Ovning 5.5. A

5.2 Primtal och relativt prima tal

Exempel 5.1.5 visar att varje heltal n dr delbart med +1 och +n. De heltal
storre dn ett som endast har dessa delare spelar en viktigt roll i matematiken
och kallas for primtal.

Definition 5.2.1. Ett heltal p > 1 &r ett primtal om p inte har nagra delare
féorutom 1 och p.

Exempel 5.2.2. Foljande tal ar exempel pé primtal:
2,3,5,7,11.

A

Nésta definition behandlar ett koncept som &r beslidktat med primtal, och som
kommer att spela en viktigt roll senare i denna kurs.

Definition 5.2.3. Om m och n &r tva tal som saknar gemensamma delare
forutom talen —1 och 1 och om atminstone nagot av dem inte &r lika med noll,
sdgs m och n vara relativt prima.

Exempel 5.2.4. Talen 4 och 9 &r relativt prima, ty de har inga gemensamma
delare férutom 4+1. Déaremot &r 4 och 8 inte relativt prima, da de bada ar
delbara med 2. A

Vi ska nu bevisa ett specialfall av en mycket anvidndbar sats inom talteorin,
nidmligen Bézouts identitet. I detta bevis far vi anvéndning av resultatet i
Satsb.1.1.

Sats 5.2.5. Twa heltal m och n dr relativt prima om och endast om det finns
heltal x och y sdidana att

mx +ny = 1. (5.1)
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Bevis. Anta forst att det finns heltal x och y sa att ekvation (5.1) ar uppfylld.
Det ar klart att atminstone nagot av talen m och n maste vara skilt fran noll.
Anta vidare att d 4r en gemensam delare till m och n. D& géller det att

dkix + dkoy = 1,
for nagra heltal k1 och ks, vilket ar ekvivalent med
d(k?1$ + ]{?Qy) =1.

Den senaste likheten kan bara vara sann om d = +1 och darmed ar m och n
relativt prima.

Lat oss nu istéllet anta att m och n ar relativt prima. Vi ska bevisa att det
finns heltal x och y sa att ekvation (5.1) &r uppfylld. Betrakta méngden

A={mx+ny | m,neZ}

Lat d vara det minsta positiva heltalet i A. Vi ska anvinda oss av ett motsé-
gelsebevis for att bevisa att d maste dela varje tal i A. Antag att det finns ett
tal a € A sddant att d inte delar a. Division med rest ger d& att

a=dk+r,

dér k och r &r heltal och 0 < r < d. Det foljer fran Ovning 5.4 att r € A,
men detta ar en motsdgelse eftersom r < d och d per definition dr det minsta
positiva heltalet i A. Darmed drar vi slutsatsen att d delar alla tal i A. Eftersom
m och n &r element i A, delar d bade m och n. Enligt antagande &r m och n
relativt prima och saledes géller det att d = 1, vilket implicerar att 1 € A. Per
definition av méngden A &r beviset ddrmed slutfort. O

Exempel 5.2.6. Vi konstaterade tidigare att 4 och 9 ar relativt prima. Sats
5.2.5 medfor darfor att

1=a-44b-9,

for nagra heltal a, b. Detta ar inte sarskilt svart att inse, vi kan till exempel ta
a=—2ochb=1. A

Vi avslutar detta kapitel med nagra satser som vi kommer att behéva i nésta
kapitel.

Sats 5.2.7. Lat m och n wvara tva relativt prima heltal. Om k dr ett heltal
sadant att m delar nk sa dr m en delare till k.

Bevis. Enligt Sats 5.2.5 finns det heltal x, y sddana att
mx +ny = 1. (5.2)
Eftersom m delar nk sa finns det dven ett heltal | sddant att

ml = nk.
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Multiplikation av ekvation (5.2) med k ger
maxk + nyk = k.

I vénsterledet i den senaste ekvationen kan vi byta ut nk mot ml och sedan
bryta ut m, vilket ger

m(zk + ly) = k.
Detta innebéar per definition att m delar k. ]

Sats 5.2.8. Om m och n respektive m och k dr relativt prima, sd dr dven m
och nk relativt prima.

Bewvis. Sats 5.2.5 forser oss med heltal x1,y1, T2,y sa att

mx; +ny; =1

maxo + kyo = 1.

Produkten av vanster- respektive hogerleden i ekvationerna ovan ar lika med
varandra. Detta ger

m - (mx122 + ny122 + kx1y2) + nk - yr1y2 = 1,
vilket enligt Sats 5.2.5 medfor att m och nk ar relativt prima. O

Foljdsats 5.2.9. Om m och n dr relativt prima heltal och s dr ett positivt
heltal sd dar m och n® relativt prima.

Bevis. Sats 5.2.8 ger att m och n -n = n? ir relativt prima. P4 samma sétt
2 4r relativt prima. Genom att fortsitta att anviinda Sats
5.2.8 pa detta vis inser vi att m och n® ar relativt prima for alla positiva heltal
S. O

far vi att moch n-n

Ovningar

Ovning 5.1 (x). Lista alla delare till foljande heltal:

Ar nagot eller nagra av talen ovan primtal?

Ovning 5.2 (x+). Vilka av foljande par av heltal &r relativt prima?

(i) 2 och 4

(ii) 2 och 2
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(iii) 2 och 1
(iv) 1 och 1.

Ovning 5.3 (xx%). Antag att m,n, k &r heltal sadana att n och mk #r relativt
prima. Méaste det d& gélla att &ven n och m &r relativt prima?

Ovning 5.4 (x+). Lat m och n vara heltal och betrakta mingden
A={mz+ny | z,yeZl}

Visa att A ar sluten under subtraktion, det vill sdga att a —b € A om a,b € A.

Ovning 5.5 (x). Bevisa att varje heltal n &r delbart med £1 och 4n.

Ovning 5.6 (). Lat z = 100000000123 och y = 200000000237. Bevisa att

och y ar relativt prima.

Ovning 5.7 (%%). Lat p vara ett primtal och lat n vara ett heltal sadant att
p inte delar n. Visa att p och n &r relativt prima.

Ovning 5.8 (%% ). Lt p vara ett primtal och 14t n och m vara heltal sidana
att p delar nm. Visa att p delar atminstone nagot av n och m.
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6 Nagot om polynom

Den sista matematiska pusselbiten vi saknar, innan vi kan bevisa att kubens
dubblering och vinkelns tredelning i allménhet dr omdjliga att genomfora, ar
teorin om polynom. Detta kapitel utgors av en genomgang av den teori som vi
behdver.

6.1 Definition av polynom

Definition 6.1.1. Ett polynom p(z) i variabeln & med koefficienter i en kropp
K &r en summa pa formen

p(x) = anz™ + ap_12" 4+ a1z + ag

dar n > 0 &r ett heltal och ag,aq,...,a, € K. Om alla sa kallade koefficienter
ag, ai, - - -, Gy ar heltal s& sdger vi att polynomet ar ett heltalspolynom. Om «
ar ett tal, inte nodvandigtvis i K, sadant att

pla) = p(r) = aa™ + an7104n_1 +---4+aa+ayg=0

sigs a vara en rot till p(x). Slutligen definierar vi graden av ett nollskilt poly-
nom som det storsta heltal d sadant att aq # 0.

Exempel 6.1.2. Exempel pa polynom med koefficienter i kroppen av reella
tal av grad 2,0 och 5 &r py(z) = 22 — 3, p2(z) = 1 och p3(x) = —32° 4+ mx3. Vi
kan dven &dven addera och multiplicera polynom med varandra. Till exempel
har vi att

p1(x) + pa(z) =22 =3 +1

=22-2
och

pi(x) - p3(z) = (m2 — 3)(—3965 + 7Ta:3)
= 32" + w2’ + 92° — 372®

= 327 + (7 + 9)x° — 3mwa?.

6.2 Nagra satser om rotter till polynom
Sats 6.2.1 (Faktorsatsen). Ldat
p(z) = apa" + ap_12" ' + -+ a1x + ag

vara ett nollskilt polynom av grad d med koefficienter i en kropp K och antag
att v ar ett element i K. Da dr o en rot till p(x) om och endast om det finns
ett polynom q(z) av grad d — 1 med koefficienter i K sd att

p(z) = (z — a)q(x). (6.1)
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Bevis. Vi antar forst att det finns ett polynom ¢(z) av grad d — 1 med koeffi-
cienter i K sé att ekvation (6.1) ar uppfylld. Da ser vi direkt att « ar en rot
till p(z), eftersom p(a) = (o — a)g(a) = 0.

Vi antar nu istéllet att « ar en rot till p(z). Vi borjar med det enklaste spe-
cialfallet, ndmligen fallet d& o« = 0. Det medfor att ap = 0 och dérmed far
vi

p(x) = 2(anz™ ' + apz" 2+ -+ a1)
= (z — a)q(z),

dir ¢(z) = apa™ ' +a,2" 2 +--- 4 ay har grad d — 1. Lat nu roten « vara ett
godtyckligt element i K och betrakta polynomet

p(x) =p(z + o).
Eftersom a € K, har p(x) koefficienter i K. Vidare géller det att
p(0) = p(ar) =0,
och vi far darfor enligt ovan att
p(z) = zq(x),
for nagot polynom ¢(x) med koefficienter i K av grad d — 1. Detta ger att
p(z) =p(z — @) = (z — a)d(z),

dar ¢(x) = q(xr — ) ar ett polynom med koefficienter i K av samma grad som
q(x), det vill sdga d — 1. O

Foljdsats 6.2.2. Lat p(x) vara ett nollskilt polynom av grad d med koefficienter
1 en kropp K. Lat n < d och lit aq, g, ..., a, vara n stycken olika element 4
K. Alla dessa tal ar rotter till p(x) om och endast om det finns ett polynom
q(x) av grad d — n med koefficienter i K sa att

p(z) = (r —a1)(r — az)...(x — ay)q(zx).

Bevis. Beviset dr limnat at lasaren i Ovning 6.1. 0
Exempel 6.2.3. Vi illustrerar héir faktorsatsen med ett exempel. Lat
p(z) =23 — 1.

Detta polynom har talet 1 som en rot, eftersom p(1) = 13 —1 = 0. Faktorsatsen
medfor darfor att det finns ett polynom ¢(z) av grad 2 sddant att

p(z) = (z = 1)g(x).
Vi pastar att
g(z) =2 +z+1
gor jobbet, ty
(- +r+) =23+ +1 -2 -2 -1

=% — 1.
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Néasta sats ger oss ett anvandbart verktyg for att hitta rotter till heltalspoly-
nom.

Sats 6.2.4. Antag att ett heltalspolynom
an"™ + a1z N+ a1z + ag

har en rationell rot -, sidan att r och s dr relativt prima. Dd gdller det att r
delar ag och att s delar a,,.

Bevis. Att L &r en rot till polynomet i fraga betyder per definition att

S
r\n ryn—1 r
Qp, (7) +an—1 (7> +"'+CL1 (7>+a0:0.
S S S

Multiplicerar vi den senaste likheten med s™ far vi
anT™ + Q17" s 4+ ayrs” T +ags” =0,
vilket ar ekvivalent med
r(anr”_l +ap1r" s 4+ als"_l) = —agps”.

Saledes ar r en delare till ags™. Foljdsats 5.2.9 och Sats 5.2.7 ger darfor till-
sammans att r delar ag. Vi limnar till ldsaren att i Ovning 6.3 visa att s delar
an. ]

Sats 6.2.1 och Sats 6.2.4 ger tillsammans ett sdtt att hitta rotter till (och
darmed faktorisera) vissa polynom.

Exempel 6.2.5. Betrakta polynomet
p(z) =23 — 222 —x + 2. (6.2)

Lat oss se efter om p(x) har nagra rationella rotter. Enligt Sats 6.2.4 géller det
att om ett maximalt forkortat brak £ ar en rot till p(x), sa maste r dela 2 och
s dela 1. Det ger att de enda mojliga rotterna till p(x) dr £1 och +2. Vi testar
dérfor om dessa tal dr rotter till p(z):

p()=1>-2.12-1+4+2=0
p(=1) = (=1’ =2 (1) = (-1) +2 =0
p(2)=2-2.22-24+2=0
p(—2) = (=22 =2 (=2)? — (—2) + 2 = —12.
Vi har funnit att £1 och 2 ar rotter till p(x). Foljdsats 6.2.2 ger darfor att

p(z) = (z = 1)(z + 1)(z - 2)q(x), (6.3)

dar ¢g(z) ar ett polynom av grad 3 —3 = 0, det vill sédga ett konstant polynom.
Det finns dérfor ett tal ¢ sddant att g(z) = c. Fran ekvation (6.3) ser vi att
r3-koefficienten i p(x) #r lika med c. Samtidigt visar ekvation (6.2) att denna
term dven &r lika med 1, och det foljer att ¢ = 1. Slutligen har vi alltsa funnit
att

p(x) = (z - 1)(z +1)(z - 2).
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Vi avslutar detta avsnitt med ytterligare tva satser om rotter till polynom.
Dessa sammankopplar det vi lart oss om polynom med teorin om konstruerbara
tal

Sats 6.2.6. Ldt p(x) vara ett polynom med koefficienter i en kropp K och lat
K(\/a) vara en kvadratisk utvidgning av K. Om 8 € K (\/a) dr en rot till p(z),
sd dr dven [ en rot till p(x).

Bevis. Antag att
p(z) = apz" + apz™ ' + -+ a1z + ag.
Eftersom f &r en rot till p(x) sa har vi
8" + an " 4+ a1 B+ ag = 0.
Upprepade anvandningar av Hjalpsats 3.2.8 ger
0=0
= anf" + anB 4+ a1 f + ao
= anf" +anf + o+ B+ T
=@ f" +@fr 4+ @f+ @
J— 71 —
=a,B" +anB" A+ +a1f+ao

= p(B)-

Dirmed &r (3 en rot till p(z). O
Sats 6.2.7. Om ett kubiskt polynom
p(z) = 2+ agx® + a1z + ag (6.4)

med rationella koefficienter inte har ndagra rationella rétter, sa har det inte
heller nagra konstruerbara rotter.

Bewvis. Vi kommer att anvinda oss av ett motsdgelsebevis. Vi antar déarfor att
p(x) inte har nagra rationella rotter, men att p(x) har atminstone en konstru-
erbar rot. Lat oss, i kraft av Sats 4.4.2, vélja en konstruerbar rot g till p(z), ett

positivt heltal n och positiva tal oy, ..., a, som uppfyller féljande egenskaper
(i) Den upprepade kvadratiska utvidgningen K,, = Q(\/aq,...,/ay,) inne-
haller 5.

(ii) m ar det minsta positiva heltalet med egenskapen att det finns en rot '
till p(z) och positiva tal o}, ..., o}, sddana att 8 € Q(\/a),...,\/al).

Antag att 8 = a + by/ay, dir a,b € K,—1 = Q(y/a1,...,/o,—1). Enligt

Sats 6.2.6 &r = a — by/ay, en rot till p(x). Vi noterar nu att 5 ¢ K, _1, ty
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om B € Ky skulle det strida mot punkt (ii) ovan. Enligt Hjélpsats 3.2.8 dr
déarfor § # 8. Nu kan vi anvidnda oss av Foljdsats 6.2.2 som ger att

p(z) = (z = B)(z — B)a(=), (6.5)

for nagot polynom ¢(x) med koefficienter i K,, av grad 3 —2 = 1. Det finns
saledes ¢,d € K,, sidana att q(x) = cz + d. Fran ekvation (6.5) inser vi att z3-
koefficienten i p(x) &r ¢, men fran ekvation (6.4) foljer det att samma koefficient
ar lika med 1. Didrmed ar ¢ = 1 och ¢(z) = x + d. Med beteckningen v = —d
géller det da att

p(z) = (z = B)(z — B)(z — ). (6.6)

Fran ekvation (6.6) ser vi att « dr en rot till p(x). Genom att multiplicera
ut parenteserna i hogerledet i denna ekvation far vi att x2-koefficienten i p(z)
ar lika med —y — 3 — 3. Ekvation (6.4) ger att z2-koefficienten i p(x) dven
ar lika med ag. Vi har alltsd att ap = —y — 8 — B3, vilket #r ekvivalent med
vy =-3-— B — as. Ovning 6.5 visar att det innebér att v € Kp_1, vilket
aterigen strider mot punkt (ii). Ddrmed maste vart antagande att det finns en
konstruerbar rot vara falskt och beviset ar darfor klart. O

Ovningar

Ovning 6.1 (x+). Bevisa Foljdsats 6.2.2.

Ovning 6.2 (x x x). Bevisa att ett nollskilt polynom med koefficienter i en
kropp K av grad d kan ha maximalt d stycken olika rotter.

Ovning 6.3 (x). Slutfor beviset av Sats 6.2.4.
Ovning 6.4 (x+). Betrakta polynomet
p(z) = 223 — 72% + 62 4+ — 2.

Hitta alla rotter till p(z) och skriv p(x) som en produkt av tre polynom av
grad 1 och ett polynom av grad 0.

Ovning 6.5 (x). Med beteckningar som i beviset av Sats 6.2.7, bevisa att
_B _B_ az € Ky—1.

Ovning 6.6 (%%). Ar antagandet att p och g #r relativt prima nédvindigt for
att Sats 6.2.4 ska vara sann?

Ovning 6.7 (%%). Lat o vara ett element i en kropp K, och 1at A vara méngden
av polynom med koefficienter i K. Lat B vara delméngden

B ={p(x) € A| o &r en rot till p(x)}.
Bevisa att

(i) Om p(z),q(z) € B, sa géller det att p(x) + g(x) € B.

(i) Om p(x) € B och r(x) € A, sa géller det att p(x)r(z) € B.
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7 Omojliga konstruktioner

7.1 Kubens fordubbling

Olosligheten hos kubens fordubbling &r viard att formulera som en sats.

Sats 7.1.1 (Kubens fordubbling). Givet sidan av en kub dar det inte mdjligt
att konstruera sidan av en kub vars volym dr den dubbla.

Bews. Lat oss konstruera ett koordinatsystem sadant att sidlangden av den
ursprungliga sidan &r lika med 1 och lat a vara sidlangden av den dubblerade
kuben. Eftersom volymen av en kub &r dess sidlingd i kubik géller det saledes
att

ab=2-13,
eller med andra ord att

a= V2.

Om kubens férdubbling vore méjlig skulle alltsd /2 vara ett konstruerbart
tal. Vi ska visa att /2 inte dr konstruerbart, och det gér vi genom att visa att
polynomet

p(r) =a* -2

inte har nagra konstruerbara rotter. Enligt Sats 6.2.7 racker det att visa att
p(z) inte har nagra rationella rotter. For att visa detta kan vi anvinda oss av
Sats 6.2.4 som i det hér fallet séger att om ett maximalt forkortat brak © vore
en rot till p(z), s& maste r dela —2 och ¢ dela 1. Sammantaget ger detta att de
enda mojliga rationella rotterna till p(x) &r +1 och +2. Vi testar nu om nagot
av dessa fyra tal &r en rot till p(x):

p(=1) = (-1’ -2=-3
p(2)=2>-2=6
p(=2) = (-2)* —2=-10

Tydligen var inget av talen +1 eller +2 en rot till p(z). Vi har ddrmed visat
att p(x) inte har nagra rationella rétter, vilket medfér att +/2 inte #r ett kon-
struerbart tal. Det vill sédga, vi kan inte konstruera sidan av kuben med dubbel
volym. O

7.2 Vinkelns tredelning

Vi inleder med att formulera oldsligheten hos vinkelns tredelning som en sats.

Sats 7.2.1 (Vinkelns tredelning). Det dr i allmdinhet inte mdajligt att utifran
en given vinkel konstruera en ny wvinkel vars storlek dr en tredjedel av den
ursprungliga vinkelns storlek.
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Figur 7.1: Definition av konstruerbar vinkel.

Anmairkning 7.2.2. Sats 7.2.1 séger inte att det 4r omdjligt att tredela varje
vinkel, till exempel kan ju vinkeln 180° tredelas, eftersom vi vet att vi kan
konstruera liksidiga trianglar, vari vinklarna ju ar 180°/3 = 60°. Vi sag dven
i Ovning 2.2 att en rit vinkel kan tredelas. Vad satsen siger #r att det finns
minst en vinkel som inte kan tredelas.

Vi vill nu fortydliga vad vi menar med att en viss vinkel dr konstruerbar.
Eftersom vi redan vet vad det innebér att punkt ar konstruerbar, kan vi ater-
fora definitionen av en konstruerbar vinkel pa definitionen av en konstruerbar
punkt.

Definition 7.2.3. En vinkel v ar konstruerbar om det finns tre konstruerbara
punkter a,b och ¢ sddana att vinkeln abc ar lika med v. Se Figur 7.1.

Precis som i fallet med kubens dubblering vill vi éversétta problemet med vin-
kelns tredelning fran geometrins sprak till algebrans dito. For att gora detta
behéver vi nagra resultat fran det omrade av matematiken som kallas for tri-
gonometri. Tva centrala begrepp inom trigonometrin ar sinus och cosinus, som
definieras i Appendix A.

Foljande tva hjalpsatser utgor nyckeln till ett algebraiskt bevis av Sats 7.2.1.

Hjalpsats 7.2.4. For alla vinklar v gadller det att

cos 3v = 4(cosv)? — 3cosw.

Bevis. Se Appendix A. O

Hjalpsats 7.2.5. En vinkel v dr konstruerbar om och endast om cosv ar ett
konstruerbart tal.

For att kunna bevisa Hjalpsats 7.2.5 behover vi paminna oss om Sats 2.1.15.
Vi passar dven pa att bevisa denna.

Sats 2.1.15 Ghvet en vinkel och en linje kan vi, fran en given punkt pa linjen,
dra ytterligare en linje sa att vinkeln mellan linjerna dr samma som den givna
vinkeln.
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Figur 7.2: Illustration av beviset av Sats 2.1.15.

Figur 7.3
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Figur 7.4

Bevis av Sats 2.1.15. Givet ar en linje [, en punkt p pa linjen och en vinkel
abc. Med hjalp av Sats 2.1.2 kan vi rita cirkeln C7 med centrum i p och radie
samma langd som ba. Lat a’ vara en skidrningspunkt mellan [ och C;. Vi kan
dven rita en cirkel Cy med centrum i @’ och radie ac. Dessutom kan vi rita en
cirkel C3 med centrum i p och radie be. Lat ¢ vara en skiarningspunkt mellan
C5 och (5. Betrakta nu de tva trianglarna med hoérn i a,b och ¢, respektive
a’,p,c. Sidorna 6verensstammer i langd, s& enligt Sats 2.1.8 Gverensstammer
aven vinklarna. Speciellt ar abc och a’pc’ lika stora. Se dven Figur 7.2. O

Bevis av Hjdlpsats 7.2.5. Antag forst att cosv &r ett konstruerbart tal. Per de-
finition betyder det att punkten p = (cos v, 0) &r konstruerbar. Sats 2.1.11 visar
att vi kan konstruera linjen som ar vinkelrdt mot z-axeln och som gar genom
p. Déarfor kan vi ocksa konstruera skdrningspunkterna (alternativt skdrnings-
punkten) mellan denna linje och enhetscirkeln. Lat ¢ vara en sddan punkt. Fran
Figur 7.3 framgar att ¢ har egenskapen att boc ar lika med v, dar o = (0,0)
och b= (0,1). Detta betyder att v &r konstruerbar.

Antag nu istdllet att v &r en konstruerbar vinkel. Sats 2.1.15 later oss flytta
denna vinkel pa sa vis att boa ar lika med v, dér o = (0,0), b = (0,1) och a
ar en konstruerbar punkt. Vi anvinder oss av Sats 2.1.11 eller Sats 2.1.12 for
att rita linjen som gar genom a och som &ar vinkelrdt mot z-axeln. Slutligen
markerar vi skdrningspunkten ¢ mellan denna linje och z-axeln och noterar
att ¢ = (cosw,0). Eftersom ¢ ar konstruerbar &r cosv konstruerbart. Se &ven
Figur 7.4. O

Nu &r vi redo for beviset av det oméjliga i att tredela vinkeln, som &r mycket
likt beviset for att kubens fordubbling ar omdjlig.
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Bewvis av Sats 7.2.1. Sats 2.1.1 visar hur vi kan konstruera en liksidig triangel
med en sida lika med en given stricka. Eftersom varje vinkel i en siddan triangel
ar lika med 60°, foljer det att 60° ar konstruerbar. Notera att det betyder att
om vi kan konstruera vinkeln v = % = 20° utifran vinkeln 60°, s& &r v en
konstruerbar vinkel. Vi ska dock visa att vinkeln v inte dr konstruerbar, vilket
enligt Hjélpsats 7.2.5 ar ekvivalent med att cos20° inte ar ett konstruerbart

tal. Var strategi ar att anvinda Hjalpsats 7.2.4, som sager att

cos 3v = 4(cosv)® — 3cosw.

Exempel A.0.2 visar att cos 60° = %, varfor ovanstaende ekvationen medfor att
1 3
5= 4(cosv)® — 3cosv,

vilket vi efter nagra nagra omstuvningar dven kan uttrycka som att cosv &r en
rot till polynomet
3 1
3
r)=1x"—-x— —.
p(x) 1*7 3

For att visa att coswv inte &r konstruerbart récker det darfér enligt Sats 6.2.7
att visa att p(z) inte har nagra rationella rétter. Definiera nu heltalspolynomet

q(z) = 8p(x) = 82° — 6 — 1.

Polynomen ¢(x) och p(x) har samma uppsattning rétter, och darfor har vi
nu reducerat problemet till att visa att g(x) inte har nagra rationella rotter.
Sats 6.2.4 medfor att de enda mojliga rationella rotterna till g(z) dr £1, i%, :ti
och :I:%,
en rot. Polynomet ¢(x) har saledes ingen rationell rot och beviset &r dérmed
klart. O

men en insittning av dessa virden i g(x) visar att ingen av dem &r

7.3 Den graderade linjalen

I det foregéende avsnittet sag vi att det ar omdjligt att tredela vinkeln och
dubblera kuben enbart med hjéilp av passare och linjal. Det betyder inte att
det dr omojligt att genomfora dessa konstruktioner om man far anvinda fler
verktyg. [ detta avsnitt ska vi bevisa att det gar att tredela en godtycklig vinkel
om vi far ta hjilp av en sa kallad graderad linjal, vilket ar en linjal med tva
markeringar placerade med avstand ett ifran varandra. Notera att eftersom den
endast har tva markeringar, kan den graderade linjalen inte anvindas for att
maéata avstandet mellan tva godtyckliga punkter. Med den graderade linjalen
kan vi istéllet till exempel, givet tva punkter a och b, rita en punkt ¢ sadan
att a, b och c ligger pa en linje och saddan att avstandet fran b till ¢ dr lika med
ett. Se Figur 7.5. Denna konstruktion kan vi dock utféra dven med passare och
linjal, &ven om det i sa fall kréavs fler konstruktionssteg.

En konstruktion vi kan utféra med hjélp av den graderade linjalen, men som
inte kan goras med passare och linjal, ar féljande. Lat en punkt a, samt tva
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Figur 7.5

Figur 7.6

icke-parallella linjer 1 och 9 vara givna. Da kan vi med den graderade linjalens
hjalp konstruera tva punkter by och by sadana att by ligger pa £1, bo ligger pa
ly, avstandet mellan b; och by &r ett och sadana att a,b; och by ligger pa en
linje. Se Figur 7.6.

Den senast presenterade konstruktionen mojliggor vinkelns tredelning enligt
foljande. Lat den spetsiga vinkeln cba vara given?. Antag att avstandet mellan
b och a ar %, det vill sédga hélften av avstandet mellan den graderade linjalens
markeringar. Vart mal ar att konstruera en vinkel vars storlek ar en tredjedel av
den givna vinkeln. Konstruera linjen som &r vinkelrit mot striackan be och som
passerar genom a, samt linjen som ar parallell med bc och som passar genom
a. Se Figur 7.7. Med hjélp av den graderade linjalen kan vi sedan konstruera
punkterna e och g pa sa vis att b, e och g ligger pa en linje och sa att avstandet
mellan e och g ar ett. Konstruera sedan mittpunkten av eg och kalla den f.
Saledes giller det att ef och fg bada har lingd % Vi noterar nu att vinklarna

4Det ar dven mojligt att tredela en trubbig vinkel med hjilp av den graderade linjalen,
men vi néjer oss med att behandla det spetsiga fallet.
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Figur 7.7

cba och agb ar lika stora. Lat oss kalla denna vinkelstorlek for v. Det foljer fran
resultatet i Ovning 7.1 att var konstruktion hitintills medfér att dven af har
langd % Eftersom fg och fa &r lika stora, ar vinkeln gaf lika med fga, som
ar lika med v. Det foljer att bfa &r lika med 2v. D& ab och af ar lika stora, &r
vinkeln fba lika med bfa, det vill sdga 2v. Saledes &r den ursprungliga vinkeln
cba lika med 3v, som vi foljaktligen lyckats tredela.

Vi har hdrmed bevisat foljande.

Sats 7.3.1. Varje given vinkel kan tredelas med den graderade linjalen.

7.4 Vilka regelbundna n-horningar kan konstrueras?

Vi avslutar detta kapitel med kort diskussion om vilka regelbundna n-horningar
som kan konstrueras med passare och linjal. Vi vet sedan tidigare att en re-
gelbunden trehérning, det vill sdga en liksidig triangel, &r konstruerbar. Det
ar ocksa klart att en regelbunden fyrhorning, det vill sdga en kvadrat, ar kon-
struerbar. Vidare visar Ovning 2.11 och Ovning 7.2 att #ven en regelbunden
femhorning respektive sexhorning kan konstrueras. Har bryts dock sviten. En
regelbunden sjuhérning ar inte konstruerbar. Beviset for detta &r inte sérskilt
svart, men nagot invecklat och utelamnas darfér hiar. Det dr dock enklare att
bevisa att den regelbundna 9-hérningen inte ar konstruerbar. Beviset for detta
ar lamnat at lésaren i Gvningarna.

Kanske stéller sig lasaren nu fragan i titeln till detta avsnitt:
Vilka regelbundna n-hérningar kan konstrueras?

For att besvara fragan behover vi ga tillbaka till &mnet for Kapitel 5, namligen
talteori.
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Definition 7.4.1. Fermattalen ges av
F,=22"4+1, n=0,1,2,...
Ett Fermattal som ocksa ar ett primtal kallas for ett Fermatprimtal.

Det finns fem kénda Fermatprimtal:

Fy=3,F =5 F, =17, F; = 257, F; = 65536.

Vi vet fortfarande inte om det finns fler Fermatprimtal &n dessa fem, men vi
vet att det finns Fermattal som inte ar primtal. S& ar fallet till exempel med
Fs.

Foljande sats, vars bevis inte ryms inom ramarna for denna kurs, relaterar
konstruerbarhet av regelbundna n-hoérningar till Fermatprimtalen.

Sats 7.4.2 (Gauss-Wentzels sats). Ldt n vara ett heltal storre dn tvd och lat d
vara den storsta udda delaren till n. En regelbunden n-horning dr konstruerbar
om och endast om d dr lika med 1 eller en produkt av olika Fermatprimtal.

A ena sidan visar Sats 7.4.2 exakt vilka regelbundna n-hoérningar som &r kon-
struerbara, men & andra sidan sdger denna sats oss inte hela sanningen, ef-
tersom vi dnnu inte vet vilka tal som dr Fermatprimtal.

Ovningar

Ovning 7.1 (x%). Lat abc vara en ritvinklig triangel med hypotenusan ac.
Bevisa att b ligger pa cirkeln med diameter ac.

Ledning: Resultatet i Ovning 2.7 kan vara anvéndbart.

Ovning 7.2 (x). Bevisa att det #r mojligt att konstruera en regelbunden
sexhorning med passare och linjal.

Ledning: Sats 2.1.15 kan vara anviandbar.

Ovning 7.3 (). Bevisa att en regelbunden niohérning kan konstrueras med
passare och graderad linjal, men inte med passare och (ograderad) linjal.

Ledning: Sats 2.1.15 kan vara anviandbar.

Ovning 7.4 (%x). Vi har sett att det &r omdjligt att, givet sidan av en kub,
konstruera sidan av en kub med dubbelt sa stor volym. Men &r det mojligt att
konstruera sidan av en kub med fem ganger s stor volym? Atta ganger s stor
volym?

Ovning 7.5 (x%). Antag att vi har tva linjer £1 och £ som varken &r parallella
eller vinkelrdata. Konstruera en tredje linje som &r vinkelrdt mot £1, enbart med
hjalp av den graderade linjalen.

Ledning: Satserna 2.1.5, 2.1.9, 2.1.19 och 2.1.13 kan vara anviandbara.
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Ovning 7.6 (xx). Anvind Sats 7.4.2 for att avgora om den regelbundna n-
horningen ar konstruerbar for féljande varden pa n.

o n=2>56
e n =51
e n = 1542
e n =360
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Losningar till udda 6vningsuppgifter

Ovning 1.1. (i) {-2,2}
(i) {0,1,2,3,4}
(iii) {0,2,4,6,8}
Ovning 1.3. Pastaendena ir (i), (iii) och (v), varav (iii) och (v) &r sanna.
Ovning 1.5. (i) Nej. Talet —3 finns i den forsta méngden, men inte i den
andra.
(ii) Ja, bada &r méngden {—3,3}.

(iii) Ja, bada dr méngden av udda heltal. For varje heltal z har vi 20 — 1 =
2(x — 1)+ 1, dér ju dven = — 1 &r ett heltal.

(iv) Ja. Eftersom 22 = (—x)? far vi alla heltalskvadrater genom att ta kvadra-
terna av alla heltal > 0. Det har ingen betydelse att alla tal i den forsta
méngden (utom 0), "réknas upp dubbelt”.

(v) Nej. Till exempel finns talen —5 och —3 i den forsta méangden, men inte
i den andra.

Ovning 1.7. Alla talen &r element i M. Vi ska nu visa att vart och ett av
dem kan skrivas pa formen z + /2y, dir = och y #r rationella tal.
Vi har
0=0++2-0 och 0 tillhér Q,

3 1 3 1 3 1

5+§\/§=5+\f27, diir = och — tillhér Q,

V2 -1

1

2

—1++v2-1, dir — 1 och 1 tillhér Q,

S

1 1
=0+V2- 5 diir 0 och o tillhdr Q,

V2 =0+ +v2-1, dir 0 och 1 tillhér Q,
1=1++/2-0, dir 0 och 1 tillhér Q.
1 V2 -1 V2—-1

= =2 — 1 somviredansetttillhor M.

V2+1  (V2+1)(V2-1) 2-1

Ovning 1.9. Ett bevis far genom att gora nagra mindre dndringar i beviset
av Sats 1.2.4.

Om /3 vore rationell skulle vi ha /3 = a/b, for heltal a och b. Lat oss darfor
anta att v/3 = a/b, for att se att detta leder fram till en motsiigelse. Vi kan
anta att a/b ar ett maximalt forkortat brak. Vi har

a\? . . . . 2 2
(7> = 3, vilket vi ocksa kan skriva som a* = 3b“.

b

Heltalet 3b2 &r delbart med 3, sa #iven a® maste vara delbart med 3. Om a inte
ar delbar med 3 ar inte heller a? det. I det hér fallet maste alltsa a vara delbar
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med 3, det vill séiga a = 3¢, dir c ar ett heltal. Vi har nu 3%¢® = 3b2, och det
foljer att 3¢ = b?. Enligt samma resonemang som tidigare for a, féljer nu att
aven b ar delbar med 3, och vi kan skriva b = 3d for nagot heltal d. Nu har vi

3c
3d’

Sl RS

Detta brak kan forkortas med 3, vilket ju motséiger att a/b skulle vara ett
maximalt forkortat brak. Vart resonemang, som grundade sig i att /3 skulle
vara ett rationellt tal har alltsa lett fram till en motsigelse. Vi kan nu dra
slutsatsen att v/3 inte ar ett rationellt tal.

Ovning 2.1. Vi har alltsa en linje med &ndpunkter som vi kan kalla p och g,
och vi vill konstruera den punkt pa linjen som ligger precis mitt emellan p och
q. Enligt Sats 2.1.1 kan vi konstruera en liksidig triangel med hérn i p och q.
Kalla det tredje hornet s. Anvind nu Sats 2.1.9 for att dela vinkeln vid psq i
tva. Da far vi en linje som skér den ursprungliga linjen i en punkt ¢, som vi ska
bevisa dr mittpunkten mellan p och ¢. Betrakta de tva trianglarna med hoérn
i p, t och s, respektive g, t och s. Dessa delar en sida. Vi vet ocksa att sidan
ps ar lika lang som sidan gs. Dessutom vet vi att vinklarna pst och tsq ar lika.
Det foljer av Sats 2.1.4 att dven striackan pt ar lika lang som qt. Det betyder
att ¢ 4r mittpunkten mellan p och gq.

Ovning 2.3. Bilden nedan visar konstruktionen da punkten p ligger inuti den
givna cirkeln.
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Ovning 2.5. Lat oss kalla triangelns horn for a, b och ¢. Vi borjar med att rita
ut en linje som gar genom a, och delar vinkeln i tva lika stora delar. Lat oss
dven gora pa samma satt vid c¢. De tva linjerna skér varandra i en punkt m inuti
triangeln. Dra nu tre olika linjer, sadana att var och en av gar genom m och
ar vinkelrat mot en av triangelns sidor. Kalla de tre skirningspunkterna med
triangelns sidor for a’, b’ och ¢, som i figuren. Vi vill nu bevisa att a’, b’ och ¢/
alla ligger pa exakt samma avstand fran m. Lat oss betrakta tva trianglar; den
med horn i m, a och b/, samt den med horn i m, a och /. Dessa tva trianglar
ar ratvinkliga med samma hypotenusa. Vi vet dven att vinkeln vid hornet a &r
samma hos de bada trianglarna, eftersom béda ar hélften av vinkeln hos den
stora triangeln. Enligt Sats 2.1.16 innebar det att avstindet fran m till o’ &r
samma som fran m till ¢’. Betrakta nu triangeln med horn i m, ¢ och ¥, samt
triangeln med horn i m, ¢ och a’. Det foljer med samma resonemang som innan
att b’ och d’ ligger p4 samma avstand fran m. Nu kan vi rita ut en cirkel som
har centrum i m, och gar genom o', ' och ¢. Fran Ovning 2.4 foljer det att
cirkeln kommer att tangera triangelns sidor i just dessa punkter.
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Ovning 2.7. Bérja med att markera mittpunkten pa halveirkelns bas. Dra
en linje fran denna punkt till triangelns 6vre horn, sa att triangeln delas in i
tva trianglar. Observera att de tva nya trianglarna &r likbenta, eftersom tva
av benen i vardera triangel &ar cirkelns radie. Detta innebér enligt Sats 2.1.8
att dven tva av vinklarna i vardera triangel &r lika. Lat oss namnge de olika
vinklarna med a, b, ¢ och d, som i figuren.

Enligt Sats 2.1.13 och Sats 2.1.19 ar

2a + b =180°,
2d + ¢ =180°,
c+ b =180°.

Det foljer att
2a +2d = (2a4+b) 4+ (2d 4+ ¢) — (¢ + b) = 180° + 180° — 180° = 180°,

sé& a+d = 90°. Eftersom a+d utgor en av vinklarna i den ursprungliga triangeln
ar beviset fardigt.

Ovning 2.9. Siig att vi har tva punkter pa avstand r fran varandra. Vi kan
da rita en cirkel med radie r, med centrum i en av punkterna. Dérefter kan vi
anvénda Sats 2.1.2 for att rita en cirkel med radie r och centrum i origo. Denna
cirkel skir z-axeln i punkten (r,0). Vi har d& bevisat att r &r ett konstruerbart
tal.

Ovning 2.11. (i) Vi utgar alltsa ifran en regelbunden pentagon, dér hor-
nen ligger pa en cirkel med radie 1. Lat x vara langden av pentagonens
sida. Vi vill allts&4 berdkna véirdet av z. Valj ut tva nérliggande horn i
pentagonen, och kalla dessa p och ¢. Linjen mellan p och ¢ ska alltsé vara
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en sida i pentagonen. Markera cirkelns mittpunkt, och dra tvé linjer fran
mittpunkten till p och g. (Observera att vi inte jobbar med geometrisk
konstruktion med passare och linjal i den hér deluppgiften, &ven om det-
ta faktiskt dr en mojlig konstruktion. Linjerna som ritas ut nu dr endast
menade som hjalp i berdkningen.) Dra ocksé en linje fran mittpunkten,
till den punkt pa pentagonens sida som ligger precis mitt emellan p och
q. Pa s& sitt bildas tva ratvinkliga trianglar, se figur nedan.

Lat oss studera en (valfri) av dessa trianglar. Vi vet att triangelns hypo-
tenusa ar 1, och att vinkeln vid hérnet som ocksé &r cirkelns mittpunkt
dr 360°/10 = 36°. Enligt definitionen av sinus har vi sambandet

$in(36°) = g

Om vi kan berdkna virdet av sin(36°) far vi alltsa ocksa vérdet av z. Vi
har

790 1 — cos(72°
sin(36°) :sin< - > CO;()

enligt ((i)). Enligt ((i)) far vi da

/ fl _ _
sin(36°) \/1 4- 5 1) ;\/5 2\/5.

Det foljer att

vilket alltsa ar langden av pentagonens sida.
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(ii) Vi later alltsd p vara skdrningspunkten mellan C' och den positiva y-

(iii)

axeln. For att kunna berdkna avstandet fran p till (1,0) behover vi veta
y-koordinaten for p, som vi kan kalla y,. Vi borjar med att berdkna
radien av cirkeln C. Denna beridknas med hjélp av Pythagoras sats till

Det foljer da att y-koordinaten for p ar

o[%)
(@
N
[\]

Yp

Vi kan nu beridkna avstandet fran p till (1,0), igen med hjalp av Pytha-
goras sats, till

-1y 12_\/5—2\@+1+4_\/5—\/5
2 ti= 4 N 2

Det hér talet kinner vi igen som ldngden av pentagonens sida!

Rita en cirkel med centrum i (1,0) och som gar genom p. Denna skir var
ursprungliga cirkel i en punkt som vi kan kalla ¢g. Avstandet mellan (1,0)

och g ar da 4/ 5_2\/5, eftersom det dr samma som avstandet mellan (1,0)

och p. Om vi nu drar en linje mellan (1,0) och g har vi darfor konstruerat
en sida hos den regelbundna pentagonen. Men hjélp av passaren kan vi
rita en cirkel med centrum i ¢ som gar genom (1,0). Skirningspunkten
med var ursprungliga cirkel dr da pentagonens tredje horn. Pa samma
satt fortsdtter vi for att fa det fjarde och femte hornet.

70



Ovning 3.1. I den hér 16sningen ér det enklast att utfora konstruktionen da
a och b ar positiva tal. Nar vi bevisat pastaendet for positiva a och b foljer
resultatet med ett liknande resonemang som fér produkten. Om a = 0 behdvs
inget bevis, eftersom vi da redan vet att a/b = 0 &r konstruerbart. Om a &r
negativ, och b positiv kan vi konstruera 5* = —7, och dérefter 7. Samma sak

géller om a ar positiv och b negativ. Om de bada ar negativa kan vi konstruera
==

Lat oss dra en linje mellan (a,0) och (0,b). Dérefter anvinder vi Sats 2.1.18
for att dra en parallell linje, som gar genom (0, 1). Denna linje skir z-axeln i
nagon punkt (¢, 0). De tva linjerna bildar, tillsammans med koordinataxlarna,
tva trianglar. Enligt Sats 2.1.21 géller att forhallandet mellan motsvarande
sidor &r detsamma for de tre sidorna. Vi far darfor att a/c = b/1, det vill sidga
¢ = a/b. Vi har alltsi konstruerat punkten (a/b,0), och det foljer att ab ar ett
konstruerbart tal. Se &ven figuren nedan.
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Ovning 3.3. Vi méste visa att Q dr en delmingd av K, det vill sdga att varje
rationellt tal ar ett element i K. Eftersom K ar en kropp innehéller den talet
1. Da K ar sluten under addition innehaller den dven varje heltal n, ty

n=1+---+1.
—_———

n l:or

Slutenhet under division ger nu att alla kvoter av heltal (med nollskild nam-
nare) finns i K, vilket dr detsamma som att varje rationellt tal &r ett element
i K.

Ovning 3.5. Vi anviinder oss av ett motsigelsebevis. Antag att v/3 ¢ Q(v/2).
D4 finns det rationella tal a och b sddana att

V3 =a+bv2.
Kvadrerar vi likheten ovan far vi
3 = a® + 2abv/2 + 2b°.
Om a =0 far vi da
3 =202,
vilket &r en motsagelse, eftersom 3 ar udda. Om b = 0 far vi istéllet
3= a2,

vilket ocksa Ar en motsigelse, eftersom /3 ¢ Q. Kvarstar gor endast mojlig-
heten att a,b # 0, vilket implicerar att ab # 0. Darmed kan vi sluta oss till
att

3—a? —b?
A ———
V2 2ab

vilket #r en motségelse eftersom v/2 & Q.
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Ovning 3.7. Tag a,b,c,d € K sa att

k=a+bya
l=c+dya.

Da far vi

(7] = (a + b/a)(c + dva)
= ac + adv/a + by/ac + by/ady/ o
= (ac + bda) + (ad + be)y/a
= (ac + bda) — (ad + be)v/a

och

k-l=a+bJ/a c+dva
— (a— b/a)(c - dva)
= ac — ady/a — by/ac + by/ady/a
= ac + bda — (ad + be)y/a.

S vi ser att (kl) = kl. Om k € K &r det klart fran definitionen av konjugatet
att k = k. Antag att k = k. Det ger att

a—bya=a+bJ/a,

vilket medfor att

Saledes har vi k =a € K.

Ovning 3.9. Vi ska anvinda oss av ett motsigelsebevis for att visa A inte &r
en kropp. Antag att A ar en kropp. D& ar A sluten under subtraktion. Eftersom
1 4+ v/2 och v/2 bada ar element i A har vi darfor att 1 +v/2 —v2=1¢ A,
vilket ger att

l=a+ \/5,
for nagot rationellt tal a. Detta medfor att
l—a= \@,
vilket 4r en motsigelse eftersom 1 — a &r ett rationellt tal och V2 Z Q.

Ovning 3.11. (i) Antag att 0 = a+by/c, déir a,b € K. Om b = 0 foljer det
direkt att a = 0, sa vi antar att b # 0. Da foljer det att /o = —¢ € K,
en motségelse! Darfor maste det gilla att a = b = 0.

(ii) Antag att a + by/a = ¢+ dy/a, dir a,b,c,d € K. Da géller det att
0 =a—c+ (b— d)y/a. Enligt den forsta delen av den hir Ovningen
medfor detta att a — c = b — d = 0, vilket innebar att a = c och b = d.
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Ovning 4.1. Cirkelns ekvation &r (z —2)% + (y — 3)? = 8. Linjens ekvation &r
2y = Tx — 46. Bada ekvationerna tas fram med hjilp av de tva punkter som
finns angivna for cirkeln, respektive linjen.

Ovning 4.3. Eftersom arean ir 47 méaste radien vara 2. Observera ocksé att
diametern ar 4, och att punkterna (—1,0) och (3,0) ligger pa avstand 4 fran
varandra. Det betyder att om vi drar en linje mellan (—1,0) och (3,0) far vi en
diameter. Det vill sédga, linjen gar genom cirkelns centrum. Cirkelns centrum
ar alltsd mittpunkten mellan (—1,0) och (3,0), vilken &r (1,0). Nu nér vi vet
cirkelns centrum och radie kan vi ocksa sétta upp ekvationen som ar

(z—1)2+4%=4.

Ovning 4.5. Ekvationssystemet saknar 16sning. Man kan inse att linjerna &r
parallella genom att t. ex. berdkna badas riktningskoefficient. Bada linjerna
har riktningskoefficient 1.

o
-
N
ol
IS
5
o

3 2 /-1

Ovning 4.7. For att losa ekvationssystemet borjar vi med att utveckla pa-
renteserna, vilket ger

2?4 +y? -2y =11,
r? —dx+ 1>+ 6y = —9.

Dérefter subtraherar vi den andra ekvationen fran den forsta, och far

8r — 8y =20,
> —dx+ 1>+ 6y = —9.

Den forsta ekvationen ger y = x — 5/2, vilket vi sétter in i den andra. Detta
ger en andragradsekvation i z, som efter forenkling blir
3 1
2
- = - =0.

T 2£U + 3
Denna ekvation har 16sningarna z = (3 4 /7)/4. Vi siitter in dessa virden
iy = a—>5/2, for att f& motsvarande virden for y. Detta ger oss de tva
l6sningarna

4 i

~7-VT7 3+ V7 “T+V7
=—F ochz= 2=

T 4

Y1
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22+ (y+2)2=2

Ovning 4.9. Kom ihag att losningarna till ett ekvationssystem &r de gemen-
samma losningarna till alla ekvationer i systemet. I det hér fallet kan det tolkas
geometriskt som skiarningspunkterna mellan tva cirklar och en linje. Skirnings-
punkterna mellan de tvéa cirklarna kan beréknas till (1,6) och (4,3). For att
ekvationssystemet ska ha en 16sning kravs att dven linjen passerar genom nagon
av dessa punkter.

(i) For att ekvationssystemet ska ha exakt en 16sning ska linjen passera
genom exakt en av punkterna (1,6) och (4,3) (ej bada). Till exempel
kan vi vilja k =1 och m = 5.

(ii) For att ekvationssystemet ska ha tva 16sningar kravs att linjen passerar
genom bada punkterna (1,6) och (4,3). For att fa detta maste vi vilja
k=-lochm="1.

(iii) Eftersom cirklarna har tva skidrningspunkten kan ekvationssystemet ha
maximalt tva l6sningar. Har existerar alltsa inget exempel.

(iv) Inget exempel finns, se foregaende punkt.

(v) For att ekvationssystemet ska sakna losningar ska vi vélja en linje som
inte passerar genom nagon av punkterna (1,6) och (4,3). Till exempel
kan vi vilja k =1 och m = 0.
Ovning 4.11. Observera att p &r en av skirningspunkterna mellan cirklarna
som beskrivs av de tva ekvationerna

22 +y? =4, och (z — 2)? + > = 4.

Ett sétt att berdkna koordinaterna for p ar alltsa att 16sa ekvationssystemet
som bestér av dessa tva ekvationer. Alternativt kan vi ldtt se att z-koordinaten
maste vara 1, och dérefter substituera = 1 i ekvationen x? + y? = 4 for att
fa y-koordinaten. Vi far att y-koordinaten for punkten p #r v/3. Fran Ovning
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1.9 vet vi att +/3 inte tillhér Q. Ett exempel pa en kropp som innehaller
koordinaterna for p dr alltsa Q(+/3).

Ett sdtt att berdkna koordinaterna for ¢ &r féljande. Vi ritar ut en till liksidig

triangel med horn i (2,0) och p, s& att de tva trianglarna tillsammans bildar
en romb. Vi kallar det nya hornet for r.
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Eftersom triangelns sida har langd 2 maste z-koordinaten for r vara 3. Vet
vet ocksa att r har samma y-koordinat som p, alltsd /3. Lat oss kalla linjen
som gar genom 7 och origo for £. Eftersom vi vet tva punkter som denna linje
passerar genom kan vi ocksé ta fram dess ekvation. Denna blir y = —-2. Linjen

£ gar ocksa genom g, och vi vet att ¢ har x-koordinaten 1. Vi sétter alltsa in
x = 11 ekvationen for £, och far att y-koordinaten for ¢ ar % Observera att

% ocks ligger i kroppen Q(v/3). Sammanfattningsvis har vi alltsa
1

p= (17 \/3)7 q= (1> %)7

och koordinaterna ligger i kroppen Q(v/3).
Ovning 5.1.
(i) £1,+2,+4
(il) £1,45
(if) &1, 42, £7, £14.
Av de tre talen ovan dr 2 ett primtal, medan de tva Gvriga inte ar det.

Ovning 5.3. Vi ska anvinda oss av ett motsigelsebevis for att bevisa att n
och m méste vara relativt prima. Antag darfor att n och m inte &ar relativt
prima. D& finns det ett heltal d # +1 sadant att d delar bade n och m. Att
d delar m innebér att det finns ett heltal s sadant att m = sd, vilket ger att
mk = skd. Det visar att d delar mk, men detta det dr en motségelse eftersom
d delar n och d # +1. Saledes maste n och m vara relativt prima.
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Ovning 5.5. For varje heltal n giller det att n = 1-n och n = (—1)(—n),
vilket bevisar bada pastaendena.

Ovning 5.7. Detta foljer direkt fran definitionerna av primtal och relativt
prima tal, ty p har inga delare férutom +1 och +p. Da p inte delar n foljer det
att +1 ar de enda gemensamma delarna till p och n, varfér p och n ar relativt
prima.

Ovning 6.1. Om
p(z) =(r—a1)(z —az)...(z — an)gn(z),

for nadgot polynom ¢, av grad d — n ar det klart att aq,...,q, ar rotter till
p(z). Antag istéllet att a1, ..., a, ar rotter till p(x). Eftersom «; &r en rot till
p(x) s ger Sats 6.2.1 att det finns ett polynom ¢;(x) av grad d — 1 sddant att

p(z) = (z — ar)q ().
Eftersom ay ocksé &r en rot till p(z) géller det saledes att
(OZQ - oq)ql (042) =0.

Enligt antagande &r «o inte lika med aq, varfor det maste gélla att g1 (ag) = 0.
Detta betyder per definition att ag ar en rot till ¢ (x), s& Sats 6.2.1 ger att

q(z) = (z — a2)q2(z),
for nagot polynom ¢ av grad d — 2. Saledes har vi att
p(x) = (x — on)(z — a2)qa(2),
och genom fortsatt anvandning av Sats 6.2.1 far vi att
p(z) = (z —a1)(z — az) ... (z — an)qn(),
for nagot polynom ¢, av grad d — n.
Ovning 6.3. Som i beviset av Sats 6.2.4 har vi
anp” + an—1p" g+ -+ a1pg" "+ apg" =0,
vilket &ar ekvivalent med
q(an1p" "+ -+ a1pg" 7+ aog" ) = —anp™.

Saledes &ér ¢ en delare till a,p™. Foljdsats 5.2.9 och Sats 5.2.7 ger darfor till-
sammans att g delar a,.

Ovning 6.5. Minns att 8 = a + b\/ap_1, dir a,b € K,_1. Det foljer att

—5+—B+an:—a—b\/m—a+b\/m+a2

= —2a + ay.

Eftersom K,_; &r en kropp foljer det att 5 — 5 +as € K,_1.
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Ovning 6.7. (i) Lat p(z),q(z) € A. Det betyder att p(a) = ¢(a) = 0 och
saledes har vi

(» +g)(@) = p(a) +¢(a) =0+ 0=0,
vilket medfor att p(x) + ¢(x) € A.

(ii) Lat p(z) € A ochlat r(x) vara ett godtyckligt polynom med koefficienter
i K. Da har vi

vilket medfor att r(z)p(x) € A.

Ovning 7.1. Lat d var mittpunkten av cirkeln med diameter ac. Lat e vara
skarningspunkten mellan cirkeln och linjen genom b och d, som ligger pa samma
sida om ac som d. Enligt Ovning 2.7 &r vinkeln cea rit. Vi pastar nu att e = b,
ty annars hade vinkeln vid b inte varit ratvinklig.

Ovning 7.3. Vi borjar med att studera fallet med passare och (ograderad)
linjal. Beviset ar ett motségelsebevis. Antag att vi kan konstruera en regel-
bunden niohérning. Lat oss dra linjer fran niohOrningens mittpunkt till tva
narliggande hérn. Da bildas en vinkel pa (360/9)° = 40°. Som vi vet sedan
tidigare kan vi dela vinklar i tva med passare och linjal. Det skulle d& betyda
att vi kan konstruera vinkeln 20°. Men vi ség i beviset av Sats 7.2.1 att just
denna vinkel inte &r mojlig att konstruera. Vi har alltsa fatt en motségelse till
antagandet att niohOrningen ar konstruerbar, och kan dra slutsatsen att den
inte ar konstruerbar.

Med en graderad linjal har vi sett att vi kan tredela vinklar. Detta gor det
mojligt att konstruera av en regelbunden niohérning pa foljande vis. Vinkeln
120° ar konstruerbar, och ddrmed &r dven v = % = 40° konstruerbar med
den graderade linjalen. Sats 2.1.15 medfor att vi kan anvinda vinkeln v for
att "lagga 9 vinklar av storlek v intill varandra” och ddrmed konstruera en

9-horning. Se Figuren nedan.
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40°

Ovning 7.5. Eftersom ¢; och ¢ inte dr parallella har de en skirningspunkt,
som vi kan kalla p;. Markera en punkt ps pa £5 pa avstand 1 fran p;. Férutom py
finns en annan punkt p3 pa #1 som ar pa avstand 1 fran ps. Men den graderade
linjalen kan vi fa punkten ps. Dérefter kan vi dra en linje mellan ps och ps,
och markera en punkt ps pa denna linje som ligger pa avstand 1 fran po. Dra
nu en linje genom p; och py. Vi ska nu visa att denna linje ar vinkelrdt mot £;.
Sats 2.1.5 ger att pap1p2 = papap1 och att papips = p1p3ps. Lat oss kalla dessa
vinklar for v respektive w. Satserna 2.1.17, 2.1.19 och 2.1.13 ger tillsammans
att

(180° — 2v) + (180° — 2w) = 180°,

vilket medfor att v +w = 90°.

fl €2

LR
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A Trigonometri

I denna appendix gar vi igenom nagra grundlaggande begrepp inom trigonome-
tri. Vart huvudsakliga syfte dr att bevisa Sats A.0.8, vilken anvénds i beviset
av omojligheten i vinkelns tredelning.

Vi ska borja med att definiera de trigonometriska funktionerna sinus och cosi-
nus. I definitionen anvénder vi oss av enhetscirkeln, vilket ar cirkeln med radie
1 och centrum i origo.

Definition A.0.1. Dra en linje fran origo till en punkt p& enhetscirkeln, sa att
en vinkel v bildas mellan linjen och z-axeln. Vi definierar sinus vinkeln v som
y-koordinaten f6r punkten pa enhetscirkeln. Detta virde betecknas med sin(v).
Vi definierar dven cosinus av en vinkeln v som z-koordinaten for punkten pa
enhetscirkeln, och betecknar detta cos(v). Se Figur A.1.

Observera att vinkeln v méts moturs, fran z-axeln. Om vi i stéllet méter
medurs far vi motsvarande negativa vinkel. Detta illustreras till vanster i Figur
A.2. T figuren kan vi ockséa avlidsa sambanden

sin(—v) = —sin(v),

cos(—v) = cos(v).

Till hoger i Figur A.2 kan vi &ven avlidsa sambanden

sin(v) = cos(90° — v),

cos(v) = sin(90° — v).

Exempel A.0.2. Vi ska nu berékna cos(60°). Kom ihag att vinklarna i en
liksidig triangel &r 60°. Vi ritar dérfor in en liksidig triangel med sida 1 i
enhetscirkeln, enligt Figur A.3. Vi delar ocksa in den liksidiga triangeln i tva
ratvinkliga trianglar genom att dra en linje fran det 6vre hérnet rakt ner till -
axeln. Denna linje traffar z-axeln precis mitt emellan 0 och 1, d.v.s.i1/2. Detta
ar alltsa xz-koordinaten for punkten som &r det vre hornet i triangeln. Men vi
vet ocksa att denna punkt har z-koordinaten cos(60°), enligt definitionen av
cosinus. Vi kan dra slutsatsen att cos(60°) = 1/2. A

Exempel A.0.3. Med hjilp av de olika sambanden vi sett, och Exempel A.0.2
kan vi dven berdkna cos(—60°), sin(30°) och sin(—30°). Vi har

1
cos(—607) = cos(60°) = 3

enligt A. Enligt A har vi
1
sin(30°) = cos(90° — 30°) = cos(60°) = 5

Sist har vi )
sin(—30°) = —sin(30°) = ~5

enligt A. A
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(cos(v),sin(v))

Figur A.1: Definition av sinus och cosinus

cos(v), sin(v))

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

os(), — sin(v))

S| -

Figur A.2: Till vinster: Vinklar v och —v, och motsvarande vérden for sinus och
cosinus
Till hoger: Vinklar v och 90° — v, och motsvarande virden for sinus och cosinus
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60°

Figur A.3: Berikning av cos(60°).

Innan vi beskriver nésta samband mellan sinus och cosinus behdver vi gora
foljande definition.

Definition A.0.4. Lat x vara ett reellt tal. Vi definierar absolutbeloppet av x
som

zomzx >0
|x|:{ —z om x < 0.

Absolutbeloppet av ett positivt tal ar alltsa talet sjdlvt. Om vi har ett negativt
tal daremot, far vi absolutbeloppet genom att sétta ett minustecken framfor,
vilket gor att vi far den positiva motsvarigheten av talet. Absolutbeloppet av
ett tal ar alltsa alltid storre &n eller lika med 0. Till exempel ar |3|] = 3 och
| — 3] =3.

Lat oss nu atervianda till trigonometrin. Vi ténker oss att vi har en vinkel v
utritad i enhetscirkeln. Sedan drar vi en lodrdt linje mellan punkten pa en-
hetscirkeln och z-axeln, som i Figur A.4. Detta ger en ratvinklig triangel med
hypotenusa av langd 1. Triangelns kateter har langd | cos(v)| och |sin(v)|. Ob-
servera att absolutbeloppet dr nédvindigt hér, eftersom langden av en stricka
ju inte kan vara negativ.

Sats A.0.5. For alla vinklar v gdller

(sin(v))? 4 (cos(v))? = 1.

Bewvis. For varje vinkel v finns en ratvinklig triangel med hypotenusa av langd
1 och kateter av langd |sin(v)| och | cos(v)|, se Figur A.4. Det foljer av Pytha-
goras sats att

(Isin(v)])* + (| cos(v)])* = 1.

I det hér uttrycket &r absolutbeloppstecknen onédiga, eftersom 2 = (—z)? for
alla reella tal . Vi har alltsa

(sin(v))? 4 (cos(v))? = 1.
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sinfv)

cos(v)

Figur A.4: Tva ratvinkliga trianglar och deras sidlangder

O

Ett anvindbart verktyg inom trigonometrin ar additionsformeln for cosinus.

Sats A.0.6 (Additionsformeln for cosinus). For alla vinklar v och w gdller

cos(v 4+ w) = cos(v) cos(w) — sin(v) sin(w).

Bevis. Kom ihag att avstandet mellan tva punkter (z1,y1) och (x2,y2) ges av
formeln

V(@1 —22)2 + (y1 — 12)2,

vilken kan hérledas med hjélp av Pythagoras sats. Betrakta nu Figur A.5.
Notera att det finns tva likadana trianglar i figuren; en med hérn i punk-
terna (0,0), (cos(v + w),sin(v + w)) och (1,0), och en med hérn i punkterna
(0,0), (cos(v),sin(v)) och (cos(w), —(sin(w)). Det innebér att avstandet fran
(cos(v+w), sin(v+w) till (1, 0) dr detsamma som avstandet fran (cos(v), sin(v))
till (cos(w), —(sin(w)). Vi berdknar de bada avstanden och likstéller uttrycken.
Det ger

\/(COS(U +w) —1)2 4 (sin(v + w) — 0)% =
V/(cos(v) — cos(w))? + (sin(v) — (= sin(w)))?.

For att dessa tva uttryck ska vara lika krévs att uttrycken under rottecknen
ar lika. Vi har darfor

(cos(v 4+ w) — 1)* + (sin(v + w))? = (cos(v) — cos(w))? + (sin(v) + sin(w))?.
Vi utvecklar kvadraterna och far

(cos(v + w))? — 2cos(v +w) + 1 + (sin(v + w))? =
(cos(v))? — 2 cos(v) cos(w) + (cos(w))?+
+ (sin(v))? + 2sin(v) sin(w) + (sin(w))?.
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(cos(v+ w), sin(p + w))

(cos(v), sin(v))

0 v (1,0)

cos(w), — sin(w))

Figur A.5: Denna figur anvénds i beviset av additionsformeln fér cosinus.

Enligt Sats A.0.5 &r

(cos(v 4 w))? + (sin(v 4+ w))? = 1,
(cos(v))? + (sin(v))? = 1 och
(cos(w))? + (sin(w))? = 1.

Det gor att (A) forenklas till
2 —2cos(v + w) =2 — cos(v) cos(w) + 2sin(v) sin(w).
Detta kan i sin tur forenklas till
cos(v + w) = cos(v) cos(w) — sin(v) sin(w),

vilket vi skulle bevisa.

Fran Sats A.0.6 kan vi hirleda foljande, ocksa véldigt anvéndbara, formler.

Foljdsats A.0.7. For alla vinklar v och w gdller

cos(v — w) = cos(v) cos(w) + sin(v) sin(w),
sin(2v) = 2 cos(v) sin(v) och
cos(2v) = 2(cos(v))? — 1.

Bevis. Vi bérjar med att bevisa (A.0.7). Enligt Sats A.0.6 ar

cos(v — w) = cos(v + (—w)) = cos(v) cos(—w) — sin(v) sin(—w).
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Darefter anvinder vi (A) och (A), och far da
cos(v — w) = cos(v) cos(w) + sin(v) sin(w).
Lat oss ga vidare till (A.0.7). Enligt Sats A.0.6 har vi
cos(2v) = cos(v + v) = (cos(v))? — (sin(v))?

Det foljer av Sats A.0.5 att (sin(v))? = 1 — (cos(v))?. Vi sitter in detta i
uttrycket ovan, och far

cos(2v) = 2(cos(v))? — 1.

Sista ska vi ocksa bevisa (A.0.7). Vi borjar med att anvénda (A) for att gora
omskrivningen

sin(2v) = cos(90° — 2v) = cos((90° — v) — v).
Dérefter anvinder vi (A.0.7), och far
cos((90° — v) — v) = cos(90° — v) cos(v) + sin(90° — v) sin(v).
Sist anvénder vi (A) och (A), och far

cos(90° — v) cos(v) + sin(90° — v) sin(v) =
sin(v) cos(v) + cos(v) sin(v) = 2sin(v) cos(v).

Vi kan nu dra slutsatsen att
sin(2v) = 2sin(v) cos(v).

O]

Det finns &ven liknande formler fér sin(v+w) och sin(v—w), men vi uteldmnar
dessa hér eftersom vi inte behover dem for vart &ndaméal. Vi har nu kommit
fram till var sista sats, vilken &r formeln for cos(2v) som anvéinds i beviset Sats
7.2.1.

Sats A.0.8. For alla vinklar v gdller
cos(3v) = 4(cos(v))® — 3 cos(v).
Beuvis. Det foljer av Sats A.0.6, Foljdsats A.0.7, och sist Sats A.0.5 att

cos(3v) = cos(2v 4+ v) = cos(2v) cos(v) — sin(2v) sin(v) =
(v))? — 1) cos(v) — 2 cos(v)(sin(v))? =
(v

= (2(cos(v))* — 1) cos(v) — 2 cos(v)(1 — (cos(v))?) =
= 2(cos(v))? — cos(v) + 2(cos(v))? — 2 cos(v) = 4(cos(v))® — 3 cos(v).

= (2(cos

O
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