Stockholms Matematiska Cirkel

FRAKTALER

GUSTAV SEDEN STAHL
RUNE SUHR

INSTITUTIONEN FOR MATEMATIK KTH OCH
MATEMATISKA INSTITUTIONEN STOCKHOLMS UNIVERSITET
2015-2016






Innehall
En introduktion till fraktaler

1 Grundliggande begrepp och bevisféring
1.1 Méngder . . . . . . .
1.2 Funktioner . . .. . .. ... . ... ...
1.3 Matematisk bevisforing . . . ... ... ... ... L.
1.4 Ettbevis . . . . ..

2 Konvergens
2.1 Absolutbeloppet . . . . . ... o
2.2 Talfoljder och konvergens . . . . . . .. ... ... ... ....

2.3 Réknelagar for gransviarden . . . . . .. ...

3 Kontinuitet
3.1 Funktioner fran RtillR . . . .. .. ... ... .. .. .....
3.2 Kontinuerliga funktioner . . . . . . . .. ... ... ... ...

3.3 Unioner av funktionsgrafer. . . . . . ... ... ... ... ...

4 Talplanet och bilder av funktioner
4.1 Funktioner fran R til R%. . . . . . . . ... ... ... .....
4.2 Normer och avstand . . . . . .. ... ... L.
4.3 Kurvor. . . . ..o
4.4 Dimensionsbegreppet . . . . . .. ... oL

5 Fraktala kurvor
5.1 Konvergens av funktionsfoljder . . . . . . .. ... ...
5.2 Konvergens och kontinuitet . . . . ... ... ... ... ...
5.3 Kochkurvan . . . . .. ... o o

5.4 Fler exempel pa fraktala kurvor . . . . . . ... ... ... ...

6 Fraktal dimension
6.1 Léngden av en fraktal kurva . . . . . . .. ... ... ... ...
6.2 Sveriges kust . . ... ..o

6.3 Plantackande kurvor . . . . . ... L.

7 Mandelbrotméingden
7.1 Komplexatal . . ... ... ... ... ... ... ...

iii

© o ot w W

14
14
15
21

25
25
26
29

33
33
35
37
41

43
43
45
46
50

53
53
55
o7

64



7.2 Mandelbrotméngden . . . . . .. ..o
7.3 Juliaméngder . . . . . ...

8 Fraktaler i naturen
Loésningar till udda 6vningsuppgifter

A Trining i bevisféring
A.1 Tekniker i méngdlara . . . . . . . . ... ...
A.2 Tekniker i logik och bevisforing . . . . . ... ... ... ....

A.3 Tekniker for konvergensbevis . . . . ... ... ... ... ...
Forslag till vidare ldsning

Sakregister

v

74

75

86
86
87
88

89

90



Nagra ord pa vigen

Detta kompendium &r skrivet for att anvindas som kurslitteratur till STOCK-
HOLMS MATEMATISKA CIRKEL under ldsaret 2015-2016 och bestar av sju
kapitel. Kompendiet dr inte tdnkt att ldsas enbart pa egen hand, utan ska ses
som ett skriftligt komplement till undervisningen pa de sju foreldsningarna.
En bra idé kan vara att forsoka lidsa varje kapitel sjialv innan foreldsningen, sa
att man redan innan vet vad malet med foreldsningen dr och vad som kan visa
sig vara svart.

Som den mesta matematik pa hogre niva &r kompendiet kompakt skrivet.
Detta innebér att man i allménhet inte kan ldsa det som en vanlig bok. Istéllet
bor man prova nya satser och definitioner genom att pa egen hand exemplifiera.
Dérmed uppnar man oftast en mycket béttre forstaelse av vad dessa satser och
deras bevis gar ut pa.

Till varje kapitel finns ett antal 6vningsuppgifter. Dessa &r ordnade efter un-
gefirlig svarighetsgrad: 6vningar kan ha en (%), tva (x*) eller tre (%**) stjdrnor.
Dessutom har de udda évningarna facit langst bak i kompendiet. Syftet med
dessa dr att eleverna ska kunna losa dem och pa egen hand kontrollera att
de forstatt materialet. Ovningar med jimna nummer saknar facit och kan
anvindas som examination. Det rekommenderas dock att man forsoker 16sa
dessa uppgifter &ven om man inte examineras pa dem. Om man kor fast kan
man alltid fraga en kompis, en larare pa sin skola eller nagon av forfattarna.
Under arets gang kommer det att finnas raknestugor pa KTH dér eleverna
kan 1osa uppgifter tillsammans, och fa hjilp av oss.

Vi vill dock betona att fa av uppgifterna dr helt enkla. Detta betyder att
ldsaren inte bor titta i facit efter nagra fa minuter, utan att forst prata med
kompisar om uppgiften, kanske ldgga den at sidan ett tag och tdnka pa annat,
och sedan forsoka lite till. Dessutom innebér det att fa av eleverna kommer
att kunna klara samtliga uppgifter, sa ett krav pa att eleven ska ha lost alla
uppgifter bor inte inga i examinationen. Dock rekommenderar vi starkt att
alla elever atminstone tittar pa och forsoker sig pa alla Gvningar.

De flesta 6vningar kommer att ha manga olika mdjliga l6sningar och det som
star i facit bor endast ses som ett forslag.

Vi tackar Roy Skjelnes och Anders Lundman, Institutionen for Matematik
vid KTH, Torbjérn Tambour vid Matematiska institutionen pa Stockholms
universitet, Dan Petersen vid Képenhamns universitet och Katharina Heinrich
for givande kommentarer om denna skrift.



Nagra ord om Cirkeln

STOCKHOLMS MATEMATISKA CIRKEL, i dagligt tal bendmnd Cirkeln, &r en
kurs som kommer fran ett nytt samarbete mellan Kungliga Tekniska hogskolan
och Stockholms universitet. Cirkeln har tidigare funnits under KTH:s ensam-
ma regi med namnet KTH:S MATEMATISKA CIRKEL men har fran och med i
ar bytt namn. Uppliagget kommer dock fortsédtta som tidigare ar.

MATEMATISKA CIRKELN startade 1999. Dess ambition &r att sprida kunskap
om matematiken och dess anvéindningsomraden utéver vad eleverna far genom
gymnasiekurser, och att etablera ett ndrmare samarbete mellan gymnasiesko-
lan och hogskolan. Cirkeln skall sérskilt stimulera elevernas matematikintresse
och inspirera dem till fortsatta naturvetenskapliga och matematiska studier.
Lérarna pa Cirkeln kan vid behov ge eleverna forslag pa &mnen till projektar-
beten vid gymnasiet eller forslag till annan férkovran inom matematik.

Till varje kurs skrivs ett kompendium som distribueras gratis till eleverna. Det-
ta material, foreldsningsschema och 6vriga uppgifter om STOCKHOLMS MA-
TEMATISKA CIRKEL finns tillgdngligt pa

http://www.math.kth.se/cirkel

Cirkeln godkénns ofta som en gymnasiekurs eller som matematisk breddning
pa gymnasieskolorna. Det &r upp till varje skola att godkénna Cirkeln som en
kurs och det ar ldrarna fran varje skola som sétter betyg pa kursen. Lararna &r
sjalvklart ocksa vilkomna till Cirkeln och manga har kommit verens med sin
egen skola om att fa Cirkeln godkénd som fortbildning eller som undervisning.

Vi vill gdrna understryka att foreldsningarna dr 6ppna for alla gymnasieelever,
larare eller andra matematikintresserade.

Vi har avsiktligt valt materialet for att ge eleverna en inblick i matematisk
teori och tankesitt och presenterar darfor bade nagra huvudsatser inom varje
omrade och bevisen for dessa resultat. Vi har ocksa som malséittning att bevi-
sa alla satser som anvinds om de inte kan forutséittas bekanta av elever fran
gymnasiet. Detta, och att flera &mnen ar pa universitetsniva, gor att lararna
och eleverna kan uppleva programmet som tungt, och alltfor langt éver gym-
nasienivan. Meningen &r emellertid inte att ldrarna och eleverna skall behérska
dmnet fullt ut och att ldra in det pa samma sétt som gymnasiekurserna. Det
viktigaste &r att eleverna kommer i kontakt med teoretisk matematik och far
en inblick i matematikens visen. Var forhoppning dr att ldrarna med denna
utgangspunkt skall ha littare att upplysa intresserade elever om STOCKHOLMS
MATEMATISKA CIRKEL och &vertyga skolledarna om vikten av att lata bade
elever och ldrare delta i programmet.
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Nagra ord om betygssittning

Ett speciellt problem tidigare ar har varit betygsséttningen. Detta borde em-
ellertid bara vara ett problem om ldrarna anvénder sig av samma standard som
de gor nér de sétter betyg pa ordinarie gymnasiekurser. Om utgangspunkten
istallet ar att eleverna skall fa insikt i matematiken genom att ga pa fore-
ldsningarna och att eleven gor sitt basta for att forsta materialet och l6sa
uppgifterna, blir betygsattningen ldttare. Sjialvklart betyder det mycket vad
eleverna har lart av materialet i kursen, men ldrarna kan bara forvianta sig att
ett fatal elever behirskar &mmnet fullt ut. I det perspektivet blir det liatt att
anvianda de officiella kriterierna:

Betyg E: Eleven har viss insikt i de moment som ingar i kursen och kan pa ett
godtagbart sétt redovisa valda delar av kursen savil muntligt som skriftligt.
Detta kan ske genom att eleven haller foredrag infor klassen, redovisar eller
l&mnar en rapport till sin matematiklarare.

Betyg C: Eleven har god insikt i flera moment fran kursen. Eleven kan redovisa
dessa moment bade skriftligt och muntligt och dessutom uppvisa lésningar pa
problem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att eleven haller foredrag
infor klassen, redovisar eller lamnar en rapport till sin matematiklérare.

Betyg A: Eleven har mycket god insikt i flera moment av kursen och lamnar
skriftliga redovisningar av flera delar av kursen eller limnar 16sningar pa pro-
blem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att eleven haller foredrag
infor klassen, redovisar eller lamnar en rapport till sin matematiklirare.

Betyget B ges till elever som uppfyllt kraven for betygssteget C och en 6ver-
vigande del av kraven for betygssteget A. Pa samma sitt fas betyget D om
kraven for E &r uppfyllda och en 6vervigande del av kraven for C.

Det ar ocksa till exempel mojligt att skolorna samarbetar, sa att elever fran
en skola redovisar eller lamnar rapport for en ldrare i en annan skola.

Forfattarna, augusti 2015
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En introduktion till fraktaler

Klassisk geometri handlar om att beskriva enkla figurer sasom linjer, cirklar
och koner. Under 1800-talet insag datidens matematiker att det finns en upps;jo
av exempel pa figurer som inte kan forklaras med sadan geometri. Nagra av
dessa, sasom Cantormingden, Peanokurvan och Kochkurvan, kommer vi se
i detta kompendium. Matematikerna kallade dessa for "monster”, och dven
om man kunde forsta de specifika exempel man studerade sa fanns det ingen
overgripande teori som kunde forklara dessa figurer.

Den som lyckades skapa en sadan teori var matematikern Benoit Mandel-
brot (1924-2010) som dopte dessa objekt till fraktaler i sin artikel Les objets
fractals, forme, hasard et dimension fran 1975. Spann-
ande nog sa definierade han inte bara fraktaler som
matematiska objekt utan gav dven exempel pa fraktaler
som kan hittas i naturen. Mandelbrot havdade att var
vérld dr fraktalsk, och i sin bok The fractal geometry
of nature, som &n idag ar en av de mest betydelsefulla
bockerna i &mnet, finns massor av sadana exempel. Till
hoger ser vi en fraktal modell av ett trad.

Mandelbrot var dock emot att ge en rigorts definition av fraktaler da han var
radd for att utesluta intressanta fall. Den intuitiva definitionen man anvénder
idag &r att en fraktal &r en geometriskt figur som &ar sjalvupprepande eller
sjélvliknande (eng. self-similar). Med detta menas att fraktalen dr uppbyggd
av mindre kopior av sig sjilv sa dess struktur upprepas néar man skalar upp
figuren. Da alla dessa kopior ar uppbyggda av d&nnu mindre kopior av samma
figur, och sa vidare, sa ger fraktaler ofta upphov till bade intressanta och
estetiskt tilltalande monster.

Ordet fraktal kommer fran det latinska ordet fractus — ett adjektiv som kan
Oversittas med bruten eller splittrad. En forklaring till detta ordval dr att en
fraktal &r en geometrisk figur som har en sa fin struktur att dess dimension
inte behover vara ett heltal! Jimfor ocksa med det engelska ordet fraction som
betyder brak eller brakdel.

I detta kompendium kommer vi studera fraktaler med hjilp av matematik. Vi
gar igenom grunderna i matematisk analys och lar oss fundamentala begrepp
sa som konvergens och kontinuitet. Denna teori anvidnder vi sedan for att
forsta de fraktaler som finns utspridda i kompendiet. Nagra av dessa fraktaler
listar vi hdr nedan.

Sierpinskitriangeln &r ett klassiskt exempel pa en fraktal
och ar uppkallad efter den polska matematikern Wactaw Sier-
pinski (1882-1969). Denna figur kommer vi studera i bade Ka-
pitel 2 och 5.

Kochkurvan och Kochsnéflingan ar uppkallade efter den
svenske matematikern Helge von Koch som levde 1870-1924.
Ar 1904 visade han att denna figur var ett exempel pa en konti-
nuerlig men ingenstans deriverbar kurva. Denna kurva kommer
vi detaljstudera i Kapitel 5.



Hilbertkurvan konstruerades forsta gangen ar 1891 och &r
ett exempel pa en plantickande kurva, vilket dr en kurva
som fullsténdigt ticker en kvadrat. Med andra ord &r det
ett endimensionellt objekt som, mot all intuition, técker ett
tvadimensionellt omrade. Detta kommer vi forklara i Kapi-
tel 6. Kurvan #r uppkallad efter David Hilbert (1862-1943) som
riknas till en av de mest framstdaende matematikerna genom
tiderna.

Mandelbrotmingden har fatt sitt namn efter sjilvaste
Mandelbrot och dr kanske den mest kiéinda fraktalen. Det &r
dven denna vi har pa framsidan av detta kompendium. Efter
att ha gett en kort introduktion till komplexa tal kommer vi
studera denna fraktal i Kapitel 7.

Vi kommer dven ge exempel pa objekt med fraktal struktur som
forekommer i verkligheten. Grafer 6ver en akties virde som man
hittar pa ekonomidelen av tidningen har en fraktal struktur, och
vi diskuterar den i Kapitel 3. Ett annat exempel pa naturliga frak-
taler ges av kustlinjer och landsgrinser som vi visar i Kapitel 6.
Detta exempel kommer vi forklara med hjalp av begreppet fraktal
dimension som vi ndmnde ovan — en dimension som inte behéver
anta heltalsvirden.

oy & B

I Kapitel 8 avrundar vi detta kompendium med att visa bilder pa nagra olika
fraktala strukturer som gar att hitta i naturen.

En intressant kommentar att ndmna i ssammanhanget ar att det ar forst sedan
30-40 ar tillbaka som man kunnat anvinda datorer for att rita upp och rikna
pa fraktaler ordentligt. Mandelbrot sjilv jobbade under en lang del av sin
karridr pa IT-foretaget IBM dér han kunde anvinda de tidiga datorer som
foretaget hade for att rita upp de fraktaler han studerade. Eftersom bilderna
har gett mycket intuition och intresse for &mnet sa &r det forst de senaste fyrtio
aren som fraktaler har borjat studeras ordentligt, och ar darfor i matematiska
sammanhang ett relativt nytt d&mne.



1 Grundliggande begrepp och bevisforing

I det hér kapitlet kommer vi att ge en introduktion till matematisk bevisforing.
Innan dess kommer vi dock att introducera lite terminologi. I matematiken
anvander man ofta mdngder som ett bekvamt sprak for att beskriva saker och
ting, och detta kommer vi ocksa att gora i detta kompendium. Vi borjar déarfor
med att beskriva denna teori.

1.1 Maéangder

Lat oss titta pa ett av de mest grundliggande begreppen i matematiken,
namligen méngder. En mdngd ar en samling objekt, som till exempel tal, och
dessa objekt kallar vi for element i méangden. Det enklaste sittet att beskriva
en méngd ar att rikna upp dess element. Ett sadant exempel &r

A=1{1,3,a,7}.

Detta betyder att A &r en méingd som innehaller elementen 1,3,a och 7. Vi
bryr oss inte om i vilken ordning eller hur manga ganger elementen riknas
upp och dérmed giller till exempel

{1,2,3,4} = {3,1,4,2} = {1,3,3,1,2,4,4,1,3,2,4}.

En méngd kan ocksa ha oandligt manga element, och da gar det inte att skriva
ned alla element. Ett exempel pa en odndlig méangd ar

{1,2,3,4,...}.
De tre punkterna betyder hir att alla positiva heltal ingar i méngden.

Exempel 1.1.1. Mingden som bestar av alla udda heltal mellan 0 och 10
kan skrivas som
{1,3,5,7,9}. A

Om A ar en méngd och x dr ett element i méngden A sa skriver vi z € A och
séger att x tillhor A. Exempelvis géller b € {a, b, 10,3}. Att ett objekt = inte
tillhér méngden A skrivs o € A. Den tomma mdngden innehaller inga element
och betecknas 0.

Definition 1.1.2. Lat A och B vara méngder. Om alla element i méngden
A ocksa &r element i méngden B sa sigs A vara en delmdngd till B. Detta
betecknas A C B.

Exempel 1.1.3. Méngden {1,a} dr en delmingd till {1,3,a}, eftersom alla
element i {1,a} finns i méngden {1,3,a}. Vi skriver {1,a} C {1,3,a}. A

Ett anvindbart sétt att beskriva en méngd &r som en delméngd av en annan
méngd. Det finns ett speciellt skrivsétt for detta, namligen

{z € D | villkor pa z}.



Med detta menar man delméngden bestaende av de element i médngden D som
uppfyller de givna villkoren. Strecket | utlises "sa att”. Som exempel kan vi
definiera

B={ne€{1,2,3,...} | n & udda, }
och

C={ye{l,2,34} |y >2}

Méngden B dr delméngden av de positiva heltalen som bestar av alla udda
positiva heltal, medan C' dr delmingden av {1,2,3,4} bestaende av element
storre dn 2. Alltsa har vi

B=1{1,3,5,7,9,11,...} och C ={3,4}.

Exempel 1.1.4. Lat A = {4,5,8,4711,12,18} och B={x € A |z > 10}. Da
ar B = {12,18,4711} medan {z € A | z < 3} = (. Vidare har vi att 4 € A
men 4 ¢ B. A

Definition 1.1.5. Antag att A och B &r méngder. Unionen av A och B bestar
av de element som ligger i nagon av méngderna och betecknas A U B. Snittet
av A och B bestar av de element som ligger i bada méngderna och betecknas
AN B. Differensen av A och B bestar av alla element som ligger i A men inte
ligger i B, och betecknas A\ B. Mingderna A och B kallas for disjunkta om
ANB=0.

Exempel 1.1.6. Lat A = {1,3,5,6}, B = {5,8,3,4711} och C = {2,4,7,8}.
Da har vi AU B = {1,3,5,6,8,4711}, AN B = {3,5}, BN C = {8} och
méngderna A och C &r disjunkta. Dessutom giller att A\ B = {1,6} och
B\ A ={8,4711}. Till skillnad fran unionen och snittet &r differensen av tva
méngder inte symmetrisk i A och B. A

Ett anvindbart sitt att askadliggéra union, snitt och differens ar med hjilp
av sa kallade Venndiagram, som visas i Figur 1.1 och Figur 1.2.

Figur 1.2: Venndiagram som askadliggér (a) A\ B och (b) B\ A.



Det ar dags att titta pa nagra viktiga talméngder. Den méngd vi anvander for
att rikna foremal &r de naturliga talen {0,1,2,3,...}. Denna méingd beteck-
nas N. Tar vi med negativa tal far vi heltalen

Z=1{.,-3,-2-1,01,23,.. .}

Beteckningen kommer fran tyskans Zahl som betyder tal. Mingden av alla
kvoter av tva heltal % diir ¢ # 0 innehaller till exempel 2, —% och % Vi
kallar méngden de rationella talen och betecknar den med Q. Slutligen be-
tecknar vi med R de reella talen, det vill sdga alla tal pa tallinjen, exempelvis
07 -1 3 527

» 5, — 25, V2 och w. I Kapitel 7 kommer vi dven ldra kéinna kompleza tal

och méngden av dessa betecknas med C. Notera att
NCZCQCR.
Exempel 1.1.7. Vi har att N={n € Z | n > 0}. A

Exempel 1.1.8. Mingden {n € Z | n = 2 - k for nagot k € Z} &r mingden
av alla jimna heltal. Denna méngd kan ocksa skrivas som {2k | k € Z}, eller
som {...,—4,-2,0,2,4,...}. A

1.2 Funktioner

Innan vi gér en allmén definition av vad en funktion adr kan det vara pa sin
plats att titta pa nagot vilbekant, ndmligen en formel som f(z) = 22 + 1.
Detta &r ett exempel pa en funktion. Formeln sidger att om vi tar ett tal x € R
s& far vi ett nytt tal f(z) € R genom att gora beriikningen 22 + 1; till exempel
far vi f(2) = 22 +1 = 5. Vi séiger att f dr en funktion fran de reella talen till
de reella talen, eftersom bade det vi stoppar in, x, och det vi far ut, f(x), &r
reella tal. Vi brukar beteckna detta med f: R — R.

Definition 1.2.1. Lat X och Y vara méangder. En funktion f: X — Y ar
ett sétt att till varje element a € X tilldela ett vélbestamt element b € Y. Vi
skriver f(a) = b. Vi séiger att a avbildas pa b och att b dr bilden av a.

Anmirkning 1.2.2. Ofta sdger man att f &r en funktion fran X till Y
istéllet for att anvinda beteckningen f: X — Y. Ett vanligt alternativ till
ordet funktion &r avbildning.

Exempel 1.2.3. Betrakta méngderna A = {1,2,3} och B = {1,2,...,100}.
Ett exempel pa en funktion f: A — B ges av f(n) = 2n fér n € A. Vi har
alltsa att f(1) =2, f(2) = 4 och f(3) = 6. Per definition maste vi ha f(z) € B
for alla x € A, och detta géller ju hir eftersom

fl)=1€B, f(2)=4€B och f(3)=6¢B.

I detta exempel definieras funktionen f av formeln f(n) = 2n, men det dr inte
alls nodvéindigt att det finns en formel som beskriver hur funktionen verkar.



Om vi som hér har en funktion fran den dndliga méngden A = {1,2,3} kan
man till exempel definera funktionen med hjilp av en tabell:

)

=
CN N

w N 3

A

Exempel 1.2.4. Lat h: R — R vara den funktion som definieras av formeln
h(z) = 22% — 23. Vi har exempelvis att

h(1)=21-1>=1, och h(-2)=2:(-2)*—(-2)° =2-4—(-8) =16. A

1.3 Matematisk bevisforing

Denna kurs kommer i huvudsak att handla om bevis av matematiska pasta-
enden; varje foreldsning kommer att innehalla flera bevis, och majoriteten av
ovningsuppgifterna gar ut pa att bevisa nagonting. Detta innebér antagligen
en omstillning fran tidigare kurser i matematik. Sa vad &r da ett bevis egent-
ligen? Hér dr en mojlig definition.

Definition 1.3.1. Ett bevis av ett pastaende ar en logisk slutledning som leder
fran en 6verenskommen uppsittning av antaganden fram till pastaendet.

Det forekommer flera viktiga ord i foregaende definition. Lat oss diskutera
dem ett i taget.

Definition 1.3.2. Ett pastaende &r en logisk utsaga som antingen &r sann
eller falsk.

Exempel 1.3.3. Hér ar nagra exempel pa pastaenden:

(i) 2A+5B > —C2.

(i) X C(YNn2).

(iii) Alla jimna tal dr delbara med 2.
)

(iv) Alla jamna tal dr delbara med 3.

Av dessa vet vi inte om de forsta tva dr falska eller sanna, eftersom vi inte vet
vad A, B, C respektive X, Y, Z betyder. Det tredje pastaendet ar sant eftersom
varje jamnt tal kan skrivas som 2n for nagot heltal n. Pastaende (iv) &r dock
falskt: ett motexempel ges av det jamna talet 2 som ej dr delbart med 3. A

Exempel 1.3.4. Héir dr ocksa nagra exempel pa saker som inte dr pastaenden.
(i) 22 +6x+5

(ii) Méngden av alla jaimna tal. A



Pastaenden kan kombineras pa manga olika sitt, som paminner om de sétt
vi kan skapa nya mingder av gamla genom operationerna N, U och \. Till
exempel kan vi sitta tva pastaenden bredvid varandra och skriva ordet ”och”
emellan, och vi far ett nytt pastaende. Ett annat ord man kan sidtta mellan
tva pastaenden dr "eller”. En annan sak man kan gora ar att skriva ”Det Ar
inte sant att...” fore ett pastaende, och detta ger ocksa ett nytt pastaende.

Men viktigast av alla sidtt att skapa nya pastaenden ur gamla ar kanske
foljande.

Definition 1.3.5. Lat P och ) vara tva pastaenden, till exempel nagra av
de som stod i var lista. Med P = () menar vi foljande pastaende: ”om
pastaendet P dr sant, &r dven pastaendet Q) sant.” I ord séger vi att P impli-
cerar @ eller att P medfor Q. Om P — (@ och ) — P sa skriver vi att
P <= Q.1 ord sédger vi att P géller om och endast om @ giller, alternativt
att P och Q &r ekvivalenta.

For varje par av pastaenden P och @ far vi alltsa ett nytt pastaende, P — Q.
Sanningshalten av P = (@ kan utléisas ur Tabell 1.

P Q P = @

sant sant sant
sant | falskt falskt
falskt | sant sant

falskt | falskt sant

Tabell 1: Hur P = @ beror pa P och Q.

Ur Tabell 1 ses speciellt att P =— (@ alltid &r sant om P &r falskt. Detta
kan verka ointuitivt till en borjan. Ett motiverande exempel for denna princip
kan vara foljande mening som man kan fa hoéra pa en biograf: ?Om du har en
mobiltelefon med dig, dr den avstingd?” Om man inte har sin mobiltelefon
med sig skall man alltid svara ”Ja”, oavsett om man har stingt av den eller
inte.

Exempel 1.3.6. Det giiller att
5a+b=0 = ba = —b.

Hér géller &ven den omvénda implikationen, sa vi hade kunnat skriva <=
i stillet for = . Vi har ocksa att

5a = —b = bHac = —bc,
men hir &r omvéandningen inte nodvéandigtvis sann. For att ga fran det vénstra
pastaendet till det hogra maste vi namligen dela med ¢, vilket vi inte vet Ar

tillatet om vi inte vet att ¢ # 0. Vi har dock att

5ac = —bc och ¢ 20 = ba = —b. A



Exempel 1.3.7. Pastaendet
m>e = (Alla jimna tal dr delbara med 3)

ar falskt, eftersom det forsta pastaende dr sant medan det andra dr falskt.
Dock &r pastaendet

(Alla jémna tal &r delbara med 3) = 7 > e

lustigt nog sant enligt var definition av — . A

Exempel 1.3.8. For varje pastaende P giller att pastaendet P — P &r
sant, oavsett om P ar sant eller inte. A

Definition 1.3.9. En logisk slutledning &r en sekvens av pastaenden
P Py,....P,
med egenskapen att pastaendet P; = P,y &r sant for alla i.

Definition 1.3.10. Ett antagande ar ett pastaende som vi forutsitter ar sant.
Ibland kallas dessa synonymt for axiom eller postulat.

Vi vet nu alltsa vad ett bevis av ett pastaende @ dr: det ar en kedja av mindre,
enklare pastaenden som later oss dra slutsatsen att () ar sant, endast utgaende
ifran en mindre uppséittning antaganden som vi i forvig har bestdmt oss for
att starta med.

Exempel 1.3.11. Antag att 3793 = 6 och att vi vill visa att z = 4. Lat
pastaende P; vara ”375” =67, P, vara "3z = 12” och P3 vara "2 = 4”. Da
giller att pastaendet P, = P» ér sant eftersom vi kan ga fran den forsta
likheten till den andra genom att multiplicera bada leden med 2. Pa samma
sitt har vi att pastaendet P, = Ps #r sant eftersom vi kan ga fran P; till
P53 genom att dividera med 3. Darmed har vi skapat en logisk slutledning som
visar att om vi antar att P; &r sant sa ar dven P; sant. A

Nar vi skriver ett bevis brukar vi dock inte bara skriva en lang foljd av
pastaenden med = mellan — i stéllet brukar man foérsoka uttrycka be-
viset i vanliga ord och meningar. Symbolen = byts till exempel ut mot
konstruktioner som ”vilket innebér att...” eller ”eftersom... sa...” eller ”fran
vilket vi drar slutsatsen att...”, och sa vidare.

7

Speciellt virt att ndmna ar begreppet motsdigelsebevis. Detta dr en speciell
bevisteknik dir man i stillet for att visa att ett pastaende P &r sant, sa
bevisar man att det inte kan vara falskt. Med detta menar vi att man borjar
med antagandet att P inte géller, och forsdker att hérleda ett pastaende som
man vet inte stdmmer, till exempel att 0 = 1. Enligt Tabell 1 sa kan bara ett
falskt pastaende implicera ett falskt pastaende, sa vart antagande att P inte
gillde maste ha varit falskt.

I detta kompendium kommer vi att forutsétta att ldsaren kédnner till féljande:

(i) De olika sorternas tal: heltal, rationella, reella.



(ii) Hur man jamfor tal med varandra: relationerna <, > och = samt olika
varianter sasom <, > och #.

(iii) Operationerna addition, subtraktion, multiplikation och division, och
deras grundldggande riakneregler, sasom att a+b = b+a eller att 0-a =0
for alla a.

(iv) Grundliggande geometriska egenskaper, sasom att vinkeln av ett helt
varv dr 360° eller att vinkelsumman i en triangel &r 180°.

(v) Inagra av exemplen och uppgifterna férekommer funktioner som sin, cos
och log, utan att dessa har definierats formellt i texten. Vi vill dock beto-
na att sjilva teorin (det vill séiga, satserna och bevisen) inte forutsétter
kénnedom om dessa funktioner.

I sa stor utstrickning vi bara kan kommer vi att forsoka papeka om vi i ett
bevis anvinder oss av ett antagande som inte star med pa denna lista. Det hir
dr inte sa latt som det later: ofta smyger det sig in ett antagande i ett bevis
man inte har tdnkt pa att man anvénder, eller sa tar man nagot for givet som
egentligen inte dr uppenbart.

Var lista pa antaganden r inte sa precist formulerad: vi skriver bara ”grund-
ldggande rakneregler”, men ridknar inte upp alla dessa. Vi ber om l&sarens
overseende.

1.4 Ett bevis

For att inte denna forsta foreldsning endast skall bli till torrsim kommer vi nu
att bevisa ett pastaende.

Sats 1.4.1. Lat a och b vara icke-negativa reella tal. Da gdller att

a;bz\/@

Da detta pastaende, och en stor del av detta kompendium, handlar om olik-
heter listar vi hér flera egenskaper som vi kommer anvinda i fortsédttningen
och som ingar i de rikneregler som vi forutséitter att lasaren kinner till:

(i) Oma >boch b>csaira>ec.
(ii) a > b om och endast om a — b > 0.
(iii) Oma>bochec>dsaédra+c>b+d.
(iv) Om a,b > 0 sé #r a > b ekvivalent med a? > b%.
(v) Oma2b>0853r%25>0.

)

(vi) For varje reellt tal a ar a? > 0.
Dessa egenskaper giller for alla a,b,c¢,d € R. Man kan i fall (i)—(v) byta ut >

mot den strikta olikheten >. Vi har dven att a > b om och endast om b < a
vilket ger motsvarande egenskaper av de ovan i termer av <.



For att visa att man kan bevisa pastaenden pa flera olika sidtt kommer vi nu
ge tva olika bevis for Sats 1.4.1.

Bevis 1. Skriv z = aTer och y = Vab. Pastaendet som vi ska visa dr alltsa att
x > y. Observera att z,y > 0, sa x > y #r ekvivalent med 22 > y2. Olikheten
22 > y? #r sann om och endast om 2% — y? > 0. Alltsa, om vi kan visa att
2?2 — 9% > 0 sa #r vi klara. Genom att anvinda kvadreringsreglerna kan vi
skriva

5 o (a+b)? a?+2ab+b* —4ab  a* —2ab+b*  (a—b)?

R S B =
v 1 ¢ 1 1 1
Eftersom kvadrater aldrig #r negativa giller att 22 — 32 = % > 0. Déarmed
ar 22 > y? vilket medfor att x > v. O

Bevis 2. Rita en halvcirkel med a + b som diameter. Lat P vara mittpunkten
av diametern och lat () vara punkten som delar in diametern i tva delar av
ldngd a respektive b. Dra nu tva linjer vinkelrdta mot diametern; den ena fran
punkten P upp till periferin, och den andra fran @ upp till periferin. Lingden
av den forsta linjen &r per definition lika med radien av halvcirkeln som &r
r = “TH’. Den andra linjens langd kallar vi for x. Vi illustrerar allt detta i
figuren nedan. Notera att vi ritat ¢ > b men argumentet dr oberoende av
detta val.

a+b
2

Fran denna figur ar det klart att = r > z. Vi berdknar nu z 1 termer av
a och b. Genom att dra linjer som i figuren nedan skapar vi tva rétvinkliga
trianglar; den ena med kateterna a och z, och den andra med kateterna x
och b.

V9 U2
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Enligt Ovning 1.10 &r v + u = 90°, sa u = 90° — v. Eftersom vinkelsumman i
en triangel ar 180° foljer darfor att vg = 180° — 90° — v = 90° — v = u och pa
samma sitt att us = v. De tva trianglarna &ar darfor likformiga.

Det betyder att vi har en likhet av kvoter £ = 7. Denna likhet kan skrivas

om till 2% = ab, vilket ger att x = v/ab. Eftersom vi fran var forsta figur har
aTer =r > x foljer det alltsa att aTer > Vab. O

Anmirkning 1.4.2. Talet “TH’ kallas for det aritmetiska medelvéardet av a och
b, och talet v/ ab kallas for det geometriska medelvirdet. Denna sats sédger alltsa
att det aritmetiska medelvirdet alltid &r minst lika stort som det geometriska.

Fran den forsta figuren av det andra beviset kan vi dven direkt se att vi har
en likhet “TH’ = Vab precis da a = b.

Anmirkning 1.4.3. Som ndmnts tidigare sa kommer en stor del av denna
kurs handla om bevis. Alla pastaenden vi stoter pa kommer vi att bevisa —
med nagra undantag;:

For det forsta sa kommer vi i Kapitel 5 anvinda en egenskap hos de reella
talen vars bevis skulle kunna ta upp ett helt eget kompendium, eftersom vi
forst skulle behova ge en rigorts definition av reella tal. Se Anmérkning 5.1.6.

I nagra exempel kommer vi dven skriva ner vissa formler utan att bevisa att
de dr sanna — som i Exempel 2.2.12. Anledningen till detta &r inte att bevisen
ar svara, utan enbart att de skulle ta upp utrymme som vi valt att ligga pa
annat. Lisaren som &dr fortrogen med matematisk induktion uppmanas att
forsoka bevisa &ven dessa formler.

Det sista undantaget kommer nér vi avslutar Kapitel 7 med att ga igenom lite
mer avancerade begrepp genom enbart intuitiva forklaringar.

Utover dessa undantag &r resultaten i detta kompendium rigoros matematik.
Ovningar

Se Appendixz A for tips pa hur man ldoser dvningar.

Ovning 1.1 (). Betrakta mingderna A = {1,2,3,4,...}, B={1,3,5,7,...},
C ={2,4,6,...} och D = {1,4,19,36,101}. Bestim

(i) BUC,

(i) BNC,
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(i) DN C,
(iv) {zx € D |z € B},

(v) {x € Az =y+ 1 for nagot y € D},
(vi)

Ovning 1.2 (%). Betrakta mingderna A = {1,a} U {r} och B = {a, %}.

{r+1]|z € D}.

(i) Rékna upp alla element i A.
(ii) Rédkna upp alla delméngder av A.
(iii) Vad & AU B och AN B?

Ovning 1.3 (x%). Lat N = {0,1,2,...} och lat B, = {0,1,2,...,n} for
n=20,1,2,.... Visaatt N=ByUB;UByU....

(Ledning: Tag forst € N och visa att @ € By U By U By U .... Tag sedan
r € BUBy UDByU... och visa att x € N. Anvind detta for att visa att
méngderna &r lika.)

Ovning 1.4 (+x). Ge ett exempel pa en funktion fran mingden {1,2,3,4}
till méngden {A, B, C'}. Hur manga olika funktioner f:{1,2,3,4} — {4, B,C}
finns det?

Ovning 1.5 (%x). (i) Beskriver f(x) = \/z en avbildning fran R till R?

(ii) Beskriver f(a) = 7, f(b) = * och f(0) = v/2 en avbildning fran miingden
{0,a,b, 1} till méngden {m,*,/2}?

(iii) Beskriver f(a) = m, f(b) = * och f(a) = x en avbildning fran {a,b} till
{rx/2)7

Om svaret ar nej, kan du ritta till det sa att det blir funktioner?

Ovning 1.6 (x x x). Lat A och B vara mingder. Vart och ett av foljande
pastaenden &r ekvivalent till exakt ett annat. Vilka hor ihop?

(i) x € A,
(i) AC Boch B C A,
(ii) AC AN B,

(iv) For alla = géller: x € A = x ¢ A,

(vi

(vii

(viii

)
)
)
)
(v) AUB = A,
) A
)
)
)

”““D>D>

@,
C B,
(ix cA
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(x) For alla = géller: x € B = z € A.

Ovning 1.7 (x). Avgor vilka av foljande utsagor som #r pastaenden enligt
var definition av ett pastaende. Vilka av dessa dr sanna, vilka ar falska, och
vilka behover vi mer information for att avgora?

(i) Méngden av de naturliga talen.

(ii) a &r ett positivt heltal.

(iv) Varje méngd innehaller minst ett element.

)

)

(iii) Talet a &r jamnt.
)

(v) a=2.

(vi) a =5.

(vil) & = a #r losningen till ekvationen 3z + 5 = 11.

Ovning 1.8 (x). Anviind pastaenden fran foregaende 6vning och bilda oli-
ka sammansatta pastaenden pa formen P — (). Hitta minst tva sddana
pastaenden som dr sanna respektive falska.

Ovning 1.9 (#%). Behovs kravet att x,y > 0 for att @ > y ska vara ekvivalent
med z2 > y2? Motivera med exempel.

Ovning 1.10 (x  %). Visa att vinkeln y #r dubbelt sa stor som vinkeln z i
Figur 1.3 genom att anvinda Figur 1.4. Borja med att forklara Figur 1.4.

A\ 4\
i
Q

Figur 1.3: P ar mittpunkten av cirkeln. Figur 1.4: Tva trianglar.

(Ledning: Vinkeln av ett helt varv dr 360°.)
Anvind resultatet ovan for att visa att vinkeln z i Figur 1.5 &r 90°.

Figur 1.5: En halvcirkel.
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2 Konvergens

I detta kapitel infor vi ett av de fundamentala begreppen inom matematisk
analys — konvergens. Ordet konvergens kommer fran det latinska order conver-
go som kan Overséttas med "nérma sig” alternativt ”16pa samman”. Vi kom-
mer hir studera konvergens av talfoljder x1, xs9, x3,. ... Att en sadan f6ljd kon-
vergerar betyder att talen x, ndrmar sig ett fixt virde, ett sa kallat gransvirde,
for alla stora heltal n.

Att forsta hur talfoljder beter sig och huruvida de konvergerar eller inte Ar
ett forsta steg i att studera fraktaler. Manga av de fraktaler vi beskriver i
detta kompendium konstrueras via iterativa processer som tar en enkel figur
som vi sedan deformerar pa ett strukturerat séitt upprepade ganger. Kon-
vergensbegreppet ar da viktigt for att forsta huruvida resultatet av sadana
iterativa processer stabiliseras eller inte. Detta aterkommer vi till i Kapitel 5
men vi kommer redan i detta kapitel se exempel pa hur konvergensbegreppet
for talfoljder hjdlper oss att forsta vissa typer av fraktaler.

For att kunna skriva ner definitionen av konvergens behover vi ett verktyg
som avgor hur néira tva tal dr varandra. Vi borjar darfor med att ga igenom
absolutbeloppet.

2.1 Absolutbeloppet

Nér man téanker pa storleken av tal sa kidnns kanske talet —3256 som ett
nagorlunda ”stort” tal, men da det &r negativt &r det mindre &n talet 2, vilket
vi skriver —3256 < 2. Talet 2 ddremot brukar man ofta inte kalla for ett ”stort”
tal och ddrmed borde heller inte —3256 anses stort. Anledningen &r att vi har
tagit hansyn till tecknen pa de tva talen, vilket vi dock inte alltid vill gora.

Definition 2.1.1. Lat z € R. Absolutbeloppet |x| av x definieras som

H T om x > 0,
€Tl =
—z om x < 0.

Fran definitionen foljer att |z| > 0 for alla = € R, med likhet precis da = = 0.
Till exempel géller att |2| = 2 och |—4| = 4, och generellt att |z| = |—z| for alla
x € R. Man kan nidmligen tolka absolutbeloppet |z| som avstandet pa tallinjen
fran z till punkten 0, och for ett tal x géller att x och —x har samma avstand
till 0. Avstandet mellan en punkt y och en punkt = ges av |z — y| = |y — z|.
Exempelvis har vi att avstandet mellan 3 och 8 &r 5 lingdenheter, och mycket
riktigt dr 5 = |3 — 8| = |8 — 3|.

|8—3|=|3—8|=5

P

Il
T

-2-101 2 3 4 5 6 7 8 9

Vi kommer ofta behtva uppskatta viardet av ett absolutbelopp, och ett valdigt
anvandbart resultat for att gora detta dr foljande olikhet.
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Sats 2.1.2 (Triangelolikheten). For alla x,y € R gdller det att

|z +y| < |z + |yl

Bevis. Fran definitionen av absolutbelopp giller att « < |z| och y < |y|.
Genom att addera dessa olikheter far vi att

r+y < |z + |yl

Definitionen av absolutbeloppet ger dven att —z < |x| och —y < |y|. Adderar
vi dessa tva olikheter far vi

—z —y < |z|+ |yl

Eftersom |z + y| &r lika med antingen z + y eller —(z + y) = —z — y far vi,
oavsett tecknet pa x + y, att

|z +y| < |z + |yl O

Anmirkning 2.1.3. Namnet triangelolikheten kommer fran en olikhet som
finns hos sidorna i en triangel. Vi aterkommer till det i Kapitel 4.

Triangelolikheten forklarar hur absolutbeloppet uppfor sig med addition, och
foljande sats forklarar hur absolutbeloppet samverkar med multiplikation.

Sats 2.1.4. For alla z,y € R gdller att |xy| = |z| - |y|.

Bewis. Det finns tre fall att undersoka: fall 1 da z,y > 0, fall 2 da x,y < 0, och
fall 3 da precis en av dem dr negativ. Vi visar hir det sista fallet och ldmnar
de andra tva som Ovning 2.4.

Fall 3: Om precis en av & och y &r negativ sa kan vi av symmetriskil anta
att x > 0 och y < 0. Da giller for produkten att xy < 0. Dérmed foljer att
lz| - |yl =z - (—y) = —(zy) = |zy|, vilket skulle visas. O

Anmirkning 2.1.5. Genom att anvinda Sats 2.1.2 tva ganger far man att
le+y+z| < |z+y|+|z| < |z|+]|y|+]|z] for alla z,y, z € R. Upprepar man detta
fler ganger kan man visa motsvarande resultat for summan av n stycken termer
for varje postivt heltal n. Pa samma séitt kan man visa att |zyz| = |z| - |y - |2]
och motsvarande resultat for produkten av n stycken faktorer.

2.2 Talfoljder och konvergens

Nar vi nu har definierat absolutbeloppet kan vi borja studera hur foljder av
tal ndrmar sig ett griansvirde. Vi later Z, = {1,2,3,...} beteckna méngden
av alla positiva heltal. Notera att talet 0 inte &r med i méngden Z, medan 0
ar med i de naturliga talen N.

Definition 2.2.1. En talféljd ar en funktion f: Z, — R.
Om f: Z4+ — R ér en talfoljd géiller att f(n) dr ett reellt tal for varje positivt

heltal n, och vi skriver oftast x,, = f(n). Vi kallar z,, for termerna i f6ljden
och skriver oftast (z,,) eller z1, 2, x3,... istillet for f: Z; — R.

15



Exempel 2.2.2. Hir ger vi tre exempel pa talfoljder.

(i) Funktionen f: Z; — R med f(n) = n for varje n ar foljden

1,2,3,4,....

(ii) Foljden (z,) =1,0,1,0,1,... ges av

0 om n &r jamn,
Tn = .
1 om n ar udda.

(iii) Talfoljden
L

I

1
,E,. ..
ges av T, = # for varje n > 1. A

e
Neli o

Anméirkning 2.2.3. Ett annat ord for foljd dr sekvens, och man kallar alter-
nativt talfoljder for sekvenser av tal. Det &r dven mdojligt att studera foljder
av andra element &n tal. I Kapitel 5 kommer vi till exempel studera foljder av
kurvor. Den generella definitionen for en foljd av element i en méngd X ges
av en funktion f: Z, — X.

Konvergensbegreppet handlar om hur talféljder uppfor sig for stora n. Att en
talfoljd (z,,) konvergerar mot ett tal a betyder att termerna x,, i talféljden
i nagon mening nirmar sig och stabiliseras runt talet a. Informellt kan man
tinka pa detta som att avstanden |z, — a| blir godtyckligt sma for alla till-
riackligt stora n. For att kunna jobba med begreppet rigorost sa kriavs det dock
en exakt definition.

Definition 2.2.4. En talfoljd (z,) dr konvergent om det finns ett tal a € R
med foljande egenskap: for varje givet reellt tal € > 0 finns ett N € Z, sa att
|z, —a|l <eommn > N. Talet a kallas i detta fall for foljdens grinsvirde, och
vi skriver lim,,—yoo T, = a eller x,, — a néir n — oo.

Denna definition behover en ordentlig forklaring — vilket vi ger under de kom-
mande sidorna. Definitionen séger att en foljd (x,) konvergerar mot ett tal a
om oavsett vilket avstand € > 0 fran talet a vi véljer sa kommer alla tillrackligt
stora termer x,, i foljden att ligga ndrmare a &n det avstandet. Notera att olik-
heten |z, —a| < € &r sann om och endast om a —e < z, < a+¢. Vi kan dérfor
beskriva konvergensbegreppet genom foljande figur.

[ ]

[ ]

a+e . .
Q | @i o - v
a—e . ®
[ ]
[ ]
| | | | | | | | | | |
I I I I I I I I I I I
N

Figur 2.1: Hér har vi markerat de forsta 11 termerna i en talféljd som konvergerar
mot ett tal a. Punkterna markerar talfoljdens viarden och vi ser att forn > N =6
haller sig alla virden mellan a — ¢ och a + e. For ett mindre € krévs ett storre V.
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Anmirkning 2.2.5. Det dr en standardnotation inom matematiken att be-
teckna ”sma tal” med den grekiska bokstaven €, som uttalas ”epsilon”. Termen
”lim” vi anvinde ovan dr en forkortning for det latinska ordet limes som kan
oversdttas med ”grans”. Jimfor &ven med det engelska order limit.

Exempel 2.2.6. Den konstanta talfcljden 2,2,2,... med xz, = 2 for alla
n € Zy konvergerar mot a = 2. Det &r sant eftersom det for varje positivt tal
e > 0 giller att |z, —2| =2 —2| =0 < ¢ for alla n > 1. I detta fall kan vi till
exempel vilja N = 1. A
Exempel 2.2.7. Foljden 1, %, %, ... ges av T, = % for n > 1. Denna talfoljd
konvergerar mot 0 trots att x, # 0 for alla n. For att bevisa detta maste vi
visa att det for varje ¢ > 0 finns ett positivt heltal N sa att |z, — 0] < e for
alla n > N. Tag dérfor € > 0. Vi véljer nu N sa stort sa att N > % Da géller
att % < € och

1

N <
for alla n > N, vilket skulle visas. A

< €

S

|zn — 0| = [2n| =

Anmirkning 2.2.8. Notera att vi i definitionen av konvergens inte kraver
att x, = a for nagot n for att foljden (z,) ska konvergera mot a. Det enda
som krivs ar att foljden narmar sig a pa sa sitt att vi alltid kan vilja ett N
sa att x, ar godtyckligt nira a for alla n > N. Se dven Exempel 2.2.7 ovan.

Definitionen av konvergens av en talfoljd ar ganska komplicerad. Med lite
vana kan man dock ldra sig att bade ldsa och skriva bevis som handlar om
talfoljder och konvergens. Nagot som underldttar ér att bevisen i princip alltid
ser likadana ut:

Vi maste visa att oavsett vilket tal ¢ > 0 vi véljer kan vi alltid hitta nagot
N sadant att en viss olikhet géller. Beviset borjar diarfor med meningen ” Tag
e > 0.” Med detta menar vi att vi har valt nagot tal €, och vi vet ingenting
om detta tal annat dn att det &r positivt. Om vi for detta ¢ kan konstruera
nagot tal NV med ratt egenskaper sa ar beviset fardigt, eftersom vi i sa fall kan
upprepa proceduren oavsett vilket € som valts.

Lasaren uppmanas att notera hur manga av bevisen i detta kapitel som passar
in i denna struktur: vi borjar med att ta ett € > 0, och vi slutar med att hitta
nagot IV sa att en viss olikhet géller. Det svara ar att skriva ned vad som ska
in mellan dessa start- och slutpunkter.

Anmirkning 2.2.9. T manga exempel och bevis framéver kommer vi arbeta
med konvergens pa ett siatt som liknar arbetsmetoden i matlagningsprogram
— vi har forberett och hittat de virden pa N som fungerar innan vi skrev
texten. Redan i Exempel 2.2.7 skrev vi ner valet av N direkt efter vi fixerade e.
Anledningen till detta ar att gora texten mer ldttlast. En svarighet med att
arbeta med konvergensbegreppet ar dock att hitta ett N som uppfyller de
onskade olikheterna. Se &ven Appendix A.3.

Exempel 2.2.10. Betrakta talfoljden 1,0,1,0,1,... frain Exempel 2.2.2. Den-
na sekvens kommer inte konvergera. For att visa detta antar vi motsatsen, det
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vill sdga att vi antar att den konvergerar mot ett tal a. I sa fall ska vi kunna
hitta ett N med den onskade egenskapen for varje val av € > 0. Till exempel
ska vi kunna hitta ett N da e = % Om talfoljden skulle konvergera skulle det
alltsa finnas ett N sa att |z, —a| <  for alla n > N. Nu ser vi att om n &r

udda sa ar z,, = 1 och far att
1-al <
—al < =.
2
Om istéllet n ar jamnt sa ar x, = 0 och det fas att

1
0—al < <.
0—al <

Den forsta olikheten dr ekvivalent med % <a< % och den andra olikheten &r
ekvivalent med _71 <a< % Vi far ddarmed att a > % samtidigt som a < %,
vilket dr omdjligt. Talfoljden kan alltsa inte ha ett gransvérde. A

Eftersom definitionen av konvergens dr ganska kranglig sa maste vi d&ven un-
derscka att de saker som kénns intuitiva faktiskt &dr sanna. Till exempel har
vi foljande sats.

Sats 2.2.11. Om en talfoljd () konvergerar mot bade a och b sa dr a =b.
Med andra ord, en konvergent foljd har ett unikt grinsvdrde.

Bevis. Tag ¢ > 0. Sitt € = 5. Da (z,) konvergerar mot a sa finns det ett
heltal Ny > 1 sa att |z, — a| < € for alla n > N;. Pa samma sétt finns det
ett No > 1 sa att |z, — b < & for alla n > N,. Viljer vi N = max(Ny, Na)
sa giller bada olikheterna ovan for n > N. Notera att vi for varje n > N kan
skriva b—a = b+ (—xp +2,) —a = (b— ) + (x, — a). Fran triangelolikheten
far vi da

b—a|l=|b—an) + (zp—a)| < |b—xp|+ |z, —a| <E+E=

+o=¢

| ™

for alla n > N. Vi har alltsa visat att avstandet |b —a| < €. Da ¢ > 0 var
godtyckligt innebér detta att avstandet mellan a och b méaste vara mindre 4n
varje positivt reellt tal. Detta kan bara vara sant om |b — a| = 0, det vill séiga
om a = b. O

Héar kommer tva exempel dar vi anviander konvergens for att studera fraktaler.

Exempel 2.2.12. Lat S7 vara en liksidig triangel med sidlangd 1. Plocka
sedan bort en liksidig triangel med sidldngd % fran mitten av S7 som i bilden
nedan. Det som &r kvar &r da en union av tre stycken liksidiga trianglar av
sidlangd %, och vi kallar denna figur for So. Pa samma sétt skapar vi S3 genom
att plocka bort liksidiga trianglar med sidléngd i fran mitten av alla dessa tre
trianglar. Fortsitter vi pa samma sétt far vi en foljd av geometriska figurer
(Sp). Nedan ser vi de forsta atta elementen i denna f6ljd.
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S5 Se S7 Sy

Genom att fortsétta denna iterativa process ”oéindligt” manga ganger far man
Sierpinskitriangeln. Vad vi menar med att upprepa processen oéndligt manga
ganger ar att denna foljd av geometriska figurer konvergerar mot en geometrisk
figur som vi kallar Sierpinskitriangeln, och denna grins dr resultatet av var
”oéandliga upprepning”.

Notera dock att vi inte definierat vad konvergens av allménna geometriska
figurer betyder, och det blir for mycket att forklara for detta kompendium. Vi
ber om ldsarens 6verseende. Tittar man pa bilderna ovan ser S7 och Sg vildigt
lika ut, sa forhoppningsvis kan ldsaren anse det troligt att denna sekvens fak-
tiskt kommer stabilisera sig. I Kapitel 5 definierar vi istéllet konvergens av
tvadimensionella kurvor, och i Exempel 5.4.1 kommer vi se att Sierpinskitri-
angeln existerar som en grians av sadana kurvor.

Lat oss nu berdkna arean a,, av figuren S,, for varje heltal n > 1 och berdkna
gransvirdet av denna talfoljd.

n = 1: Triangeln S; ar liksidig med sidldngd 1, sa dess hojd kan, med hjélp av

Pythagoras sats, beriknas till /12 — ( l)2 = @ Arean av en triangel

2
ges av produkten av hdjden och basen dividerat med 2, sa vi far att
WER
arean av triangeln S ir a1 = % L @.

n = 2: Eftersom vi tagit bort en fjardedel av 57 for att skapa Sy far vi att

3v3

arean av Sy ir ag = a; — %al = %al = 33

n = 3: Pa samma sett skapades S3 genom att ta bort en fjardedel fran varje

. . . o 2
mindre triangel i So sa S3 har area ag = %ag = i—Qal = 96%.

I allménhet far vi att arean av .S,, ir a,, = iZj a) = 3”;,11*/? Enligt Ovning 2.7
konvergerar foljden (a,) mot 0, vilket innebér att Sierpinskitriangeln har
area 0.

Pa samma sitt berdknar vi omkretsen av Sierpinskitriangeln, dar vi dven
riknar med omkretsen for alla hal, genom att studera foljden (l,,) dar [,, &r
omkretsen av S, for varje n > 1.

n = 1: Varje sida av S7 har langd 1, sa omkretsen &r [y =3-1 = 3.
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n = 2 : Varje liten triangel i Sy har sidldngd % och det finns tre sadana tri-

anglar, vilket ger en omkretsen av So pals =3-3- % = %

n =3 : Det finns 9 stycken trianglar med sidlingd % sa omkretsen av Ss &r

l3=9-3-1=20

I allméinhet bestar S, av 3"~ ! trianglar dir de tre sidorna i varje triangel har
sidlangd 2,1%1 Omkretsen av S,, ar dérfor [, = 3- g:—: = 2;?—21 for varje n > 1.
Enligt Ovning 2.7 viixer foljden (I,,) obegriinsat, sa Sierpinskitriangeln #r en
geometrisk figur som har area 0 men odndlig omkrets! A

Exempel 2.2.13. Tag en kvadrat med sidlédngd 1 och kalla detta for 77.
Placera sedan tva kvadrater med sidlangd % ovanpa 17 som i figuren nedan

och kalla detta for Ts. Pa vardera av dessa tva kvadrater placerar vi pa samma

sitt tva nya kvadrater med sidléngd % = % och kallar detta T3. Genom att
fortsétta pa samma sitt skapar vi en foljd av figurer (7},) dér vi konstruerat

T, genom att placera kvadrater med sidliangd ( \/5;”71 ovanpa T,,_1.

T5 16

Pythagoras trdd r grinsen av denna foljd da n — oo. I Ovning 2.9 visas att
Pythagoras trad ligger inuti en rektangel med hojd 4 och bredd 6. Eftersom
arean av griansen av foljden (7),) dr klart storre &n arean av 77 sa foljer det att
Pythagoras trad dr en fraktal med en area nagonstans mellan 1 och 4-6 = 24.

Genom att byta ut kvadraterna mot rektanglar kan man skapa en f6ljd som
blir aningen svarare att rdkna pa, men som vi inkluderar for dess visuella
kvaliteter.

1 Y
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2.3 Raiknelagar for grinsvirden

Sats 2.3.1. Lat (z,,) och (yn) vara tva talféljder som konvergerar mot a € R
respektive b € R. Tag ocksa en konstant ¢ € R. Da gdller att

(1) lim (2, +ya) = a+0,

(i) lim ez, = ca.
n—o0

Bevis. Vi visar dessa tva pastaenden var for sig.

(i) Tag e > 0. Vi maste nu hitta ett N > 1 sd att |(x, +y,) — (a +b)| <€
for alla n > N. Eftersom foljderna (x,) och (y,) konvergerar mot a
respektive b sa finns heltal N7 och Ny sadana att

€

2 )

€

|z, —al <
om n > Nj respektive n > Ny. Sétter vi nu N = max(Ny, Na) géller
bagge dessa olikheter om n > N. Darmed har vi att
€

£

for alla n > N, vilket skulle visas.

(ii) Tag € > 0. Om ¢ = 0 &r pastaendet uppenbart da bada sidorna ér lika
med 0, sa vi antar att ¢ # 0. Da (x,,) konvergerar mot a sa finns N > 1
sa att |z, —a| < ﬁ for alla n > N. Med hjélp av Sats 2.1.4 far vi for
alla n > N att

g
ez — cal = e (v —a)| = Ie| - |an —al < lel ;7 =<,

vilket skulle visas. U

Vi avslutar nu kapitlet med att tillimpa teorin som vi léirt oss for att bevisa
en formel for den sa kallade geometriska summan.

Exempel 2.3.2 (Geometrisk summa). Lat ¢ € R med |a|] < 1 och betrak-
ta talfoljden a,a?,a,.... Enligt Ovning 2.6 #r lim, . a” = 0. Den indliga
summan

sp=14+a+a*+...+a"

kallas for en geometrisk summa. Med summasymbolen 3 kan vi skriva detta
som

n
dai=1+a+d+... +a"
i=0
Notationen betyder att vi tar summan av alla termer o’ for alla heltal 7 fran 0
till n. Symbolen ¥ &r ursprungligen en grekisk bokstav som uttalas ”sigma”.

Notera nu att as, = a +a® + ...+ a""!. Dirmed giller att

sp—asp,=(1+a+a*+...+a")—(a+a*+...+a"+a"™)=1-a""\.
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Eftersom vi kan skriva s,, — as, = (1 — a)s, har vi att (1 — a)s, = 1 —a"*.
Da a # 1, och darmed 1 — a # 0, kan vi dividera bada sidorna med 1 — a och
fa foljande formel for den geometriska summan:

L 1—a"t!
Zal =Sn = 1
i=0 —a
Vi undersoker nu om talféljden s1, s9, S3, ... konvergerar. Fran Sats 2.3.1 fas
1— n+1 1
lim s, = lim a4 = - lim (1 — a"+1) =
n—00 n—oo 1 —a 1—a n—ooo
1 1
= . <lim 1— lim a"+1> = . <lim 1—a lim a”) =
1—a n—00 n—00 1—a n—00 n—00
=1 =0
1 1
= - (1 — 0 == .
1-a ( ) 1-a

Skriver vi lim,_yo0 85, = > oon @’ far vi nu formeln for den geometriska serien
=0

a'=——, dér |a| < 1.
; a
1=0

For att motivera namnet geometrisk serie kommer vi hér ge en annan moti-
vering till ovanstaende likhet i fallet 0 < a < 1. Denna forklaring har dven
en fraktal ingrediens! Betrakta en kvadrat med sidlingd 1 och dra en linje
genom ena hornet och motstaende sida pa hoéjd a som i figuren nedan. Om vi
fortsitter linjen sa skir den kvadraten med sidlingd a nedan pa hojd a? och
sa vidare.

A
D
1
a 2
a o
B C
1 E a a? a®  dt ...

Detta ger en triangel ABC med hérni A, B och C vars lingsta katet har langd
L=1+a+ad’>+...= Sy a’. Triangeln ABC bestér, precis som fraktaler,
av mindre kopior av sig sjélv. Till exempel &r triangeln DEC en mindre kopia
av ABC, och dess lingsta katet har lingd a +a® +a®+ ... = L — 1. Eftersom
triangeln DEC dr en kopia av ABC' sa ér trianglarna likformiga, sa det foljer
att

L L-1
1 a
Detta kan skrivas om till samma formel som vi fick tidigare:

[e.9]

- 1

'=L= A
Z “ 1—a
=0
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Ovningar
Appendiz A.3 ger tips pa hur man loser dévningar om konvergens.

Ovning 2.1 (%). Skriv ut de forsta fyra termerna i foljden som ér definierad

av x, = # for alla heltal n > 1.

Ovning 2.2 (x). Konvergerar féljden (z,,) dér z,, = 127 Om svaret &r ja, vad
ar gransvardet?

Ovning 2.3 (x). For vilka z € R giller att |z — 2| < 47

Ovning 2.4 (x). Gor klart beviset av Sats 2.1.4. Med andra ord, visa att
lxy| = |z| - |y| i fall 1 da x,y > 0 och i fall 2 da z,y < 0.

Ovning 2.5 (). Lat (x,) vara en foljd som konvergerar mot a, och antag
att (y,) dr en foljd som uppfyller att z, = y, for alla utom &ndligt manga
viarden pa n. Visa att (y,) konvergerar mot a.

Ovning 2.6 (x % *). En egenskap hos tal ér foljande: Om r > 1 sa giller, for
varje K € R, att det finns N > 1 sa att rY > K. Anvind denna egenskap for
att visa att en f6ljd (a™) konvergerar mot 0 om a &r ett tal med |a| < 1.

Ovning 2.7 (#%). T denna uppgift ska vi studera talféljderna kopplade till
Sierpinsgkitriangeln fran Exempel 2.2.12.

(i) Visa att talfoljden (a,) konvergerar mot 0.

(ii) En foljd (x,) gar mot oéndligheten om det for varje K > 0 finns N > 1
sa att x, > K for allan > N. Visa att foljden (I,,) gar mot oéndligheten.

(Ledning: Anvind Ovning 2.6.)

Ovning 2.8 (x%). For alla tal a < b skriver vi [a,b] = {x € R | a < z < b}.
Betrakta nu foljande f6ljd av figurer. Lat C; vara linjesegmentet som ges av
intervallet [0,1]. Genom att dela in Cj i tre lika stora delar och plocka bort
mittendelen skapar vi en méngd Co = [0, %] U [%, 1] som vi kan se i bilden
nedan. Méngden Cy bestar av tva stycken linjer, och om vi pa samma séitt
plockar bort mittersta tredjedelen fran vardera av dessa skapar vi méingden
Cs. Fortsiitter vi pa samma sitt far vi en foljd (C,) dir C, bestar av 277!
stycken linjesegment av lingd 3”—14

C

Co

C3 — S _— —_—

Cy = = = = -_ - = -

Cantormdngden ar den méngd som fas som griansen av denna process. Berikna
lingden av Cantorméngden. (Ledning: Anvind Ovning 2.6.)
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Ovning 2.9 (x*%). Vi ska hiir studera Pythagoras trid fran Exempel 2.2.13.

(i) Tag en kvadrat med sidléngd r och placera tva mindre kvadrater av
sidlangd % pa den som i bilden nedan.

¥

Detta &r en kopia av T med bas r. Kalla denna figur for Y, da den
paminner om ett Y. Visa att héjden av denna figur &r 2r.

(ii) Visa att hojden av Ty dr 2, hdjden av Ty dr 3 och att hojden av Tg dr %

v W AR

(Ledning: 3=2+1och £ =2+ 1+ 1.)

(iii) Visa att hojden av Pythagoras triad dr 4 med hjélp av formeln for den
geometriska serien fran Exempel 2.3.2.
(Ledning: Berékna grénsvirdet av hojderna av foljden 1o, Ty, T, . . ..)

(iv) Visa att bredden av Pythagoras trad ar 6.

Ovning 2.10 (x%). Dessa uppgifter handlar om geometriska summor, se Ex-
empel 2.3.2.

(i) Berdkna Z?:o %

(ii) Berékna 228:0 %

(i) Berdikna Y%, %

n m—+1

(iv) Lat m,n vara heltal med m >n > 0. Visa att >_1" a’ = “5%

(v) Lat n vara ett heltal n > 0. Visa att > .o a' = %—.

1—a
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3 Kontinuitet

En anvindbar metod for att rita upp fraktaler ar att rita upp dem som bilder
relaterade till vissa funktioner. I detta kapitel kommer vi dérfor borja att
studera funktioner f: R — R och deras funktionsgrafer.

Speciellt kommer vi hér definiera kontinuerliga funktioner. Precis som med
konvergens ar begreppet kontinuitet fundamentalt inom matematisk analys,
och dr dven intimt forknippat med konvergens. Ordet kontinuitet kommer fran
det latinska ordet continuus som betyder ”sammanhéngande” eller ”samlad”.
Kortfattat kan man séga att en funktion f: R — R &r kontinuerlig om sma
forindringar av invirdet = ger sma forandringar av utvirdet f(z). Intuitivt
kan man tidnka att en kontinuerlig funktion &r en funktion som man kan rita
funktionsgrafen till utan att lyfta pennan fran pappret.

3.1 Funktioner fran R till R

I Kapitel 1 definierade vi funktioner f: X — Y mellan tva godtyckliga méng-
der X och Y. Vi kommer hér studera specialfallet X =Y = R. I detta fall
kan vi rita upp funktionsgrafen till en sadan funktion f: R — R.

/ T T2

Figur 3.1: Funktionsgrafen till en funktion f: R — R.

Som sedvanligt ar kallar vi den horisontella axeln for z-axeln och den vertikala
for y-axeln. Eftersom z-axeln ar odndligt lang sa kan vi egentligen inte rita
upp hela funktionsgrafen, men vi gér det underforstatt att grafen fortsétter at
bade hoger och vanster.

Vi kan &ven rita upp funktionsgrafer for funktioner f: X — R dédr X en
delméingd av R. For detta kompendium kommer X oftast vara ett slutet in-
tervall, det vill sdga méngden av alla tal mellan tva fixerade tal.

Definition 3.1.1. Givet tva tal a < b definierar vi det slutna intervallet fran
a till b som méingden [a,b] = {x € R| a <z < b}.

Funktionsgrafen av en funktion fran ett slutet intervall [a,b] till R ser ut som

en funktionsgraf av en funktion fran R till R men bara ¢ver de x som ligger
mellan a och b pa z-axeln.
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ﬁ\y:f (2)

a b a b

Figur 3.2: En funktionsgraf till en Figur 3.3: Om funktionsgrafen till
funktion f: [a,b] — R ligger mellan a f:la,b] — R &r ett rakt streck kal-
och b pa z-axeln. las det for ett linjesegment.

3.2 Kontinuerliga funktioner

Definition 3.2.1. Lat X vara en delméngd av R. En funktion f: X — R ar
kontinuerlig i en punkt p € X om det for varje givet € > 0 existerar 6 > 0 sa
att alla z € X med |z — p| < 0 uppfyller att |f(z) — f(p)| < e. Funktionen
f: X — R ar kontinuerlig om den ar kontinuerlig i varje punkt p € X.

Anmirkning 3.2.2. Som i Kapitel 2 vill vi hiar betona att man inte ska lata
sig forvirras av symbolerna ¢ och §. De &r standardbeteckningar for ”sma tal”
och inget annat. Precis som med ¢ sa dr tecknet § en grekisk bokstav och
uttalas ”delta”.

Definitionen ovan star nog i behov av forklarande kommentarer. Givet en
funktion f: X — R fixerar vi en punkt p € X C R och véljer ett tal € > 0.
Det ska da finnas ett avstand ¢ fran p pa xz-axeln sa att punkter x med avstand
mindre &n ¢ fran p uppfyller att funktionsvérdet f(z) har avstand mindre &n
¢ fran f(p). Funktionen f &r kontinuerlig i punkten p om det alltid gar att
hitta ett sadant litet positivt tal §, oavsett hur litet ¢ dr. Med andra ord &r
f kontinuerlig i p om vi kan komma sa néra funktionsvirdet f(p) pa y-axeln
som vi vill, om vi bara gar tillrackligt néra p pa x-axeln.

Vi uppmanar hér ldsaren att rita en godtycklig funktionsgraf — grafen behéver
inte motsvara nagon funktion som ldsaren kan formeln till — utan att lyfta
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pennan fran pappret och gora en visuell verifiering av ovanstaende egenskap
for funktionen.

Exempel 3.2.3. Funktionen f: R — R med f(z) = 2z + 3 &r kontinuerlig.
For att visa detta: Tag en punkt p € R. For varje givet ¢ > 0 kan vi lata
§ = 5. Da giller ndmligen att

!f(w)—f(p)lz!(2w+3)—(2p+3)\:y2x—2p\:2\x_py<2.g:€

om |z —p| < §. Eftersom vi kan gora detta for varje p € R sa ér f kontinuerlig
overallt. A

Anmirkning 3.2.4. Notera att vi dven hédr anvint tekniken fran matlag-
ningsprogram — som vi forklarade i Anmérkning 2.2.9 — och i férvag hittat ett
6 > 0 som fungerar. Att hitta ett § som uppfyller de 6nskade olikheterna &r
ofta svarigheten i bevis om kontinuitet. I exemplet ovan skulle vi till exempel

dven kunna vilja § = 7 eller vilket positivt tal som helst mindre &n 5.

Exempel 3.2.5. Trappstegsfunktionen f: R — R &r definierad via

f(x):{l om zx > 0,

0 omx <O.

Om vi ritar upp funktionsgrafen till denna funktion far vi figuren nedan.

L D |
T I

-1 0 1

Denna funktion &r inte kontinuerlig i p = 0. For att visa detta behover vi finna
ett € > 0 for vilket det inte existerar nagot 0 > 0 sa att |f(z) — f(0)| < e for
alla z € R som uppfyller | — 0| < 6.

Vilj e = 3. For varje § > 0 kan vi lita z = —g. Da géller att |[x — 0| = |x| =
|—%‘ = % < & men |f(z) — f(0)] =|0—1] = 1> § = e. Detta visar att f inte
ar kontinuerlig i p = 0. A

Detta exempel visade upp en funktion som inte var kontinuerlig i en punkt.
Det finns faktiskt funktioner som inte dr kontinuerliga i nagon punkt. Hér
kommer ett exempel.

Exempel 3.2.6. Lat

)1 omzeQ,
f(x)_{O omz e R\ Q.
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Denna funktion kallas for Dirichlets funktion och r ett exempel pa en funktion
som inte dr kontinuerlig nagonstans. Vi utelamnar beviset for detta. A

Foljande sats ger ett villkor for kontinuitet som mojligtvis kan kédnnas mer
intuitivt &n Definition 3.2.1.

Sats 3.2.7. Lat X wvara en delmdngd av R. En funktion f: X — R dr kon-
tinuerlig i en punkt p € X om och endast om det for varje talfoljd (x,) i X
som konvergerar mot p gdller att

lim f(zn) = f(p)-

n—oo

Bewvis. Vi ska hir visa att tva pastaenden dr ekvivalenta. Detta gor vi genom
att forst anta att det ena pastaendet dr sant och visa att det implicerar det
andra pastaendet, och sedan vice versa.

Lat forst f vara kontinuerlig i punkten p och tag ¢ > 0. Det finns da ett § > 0
sa att |f(z) — f(p)| < e for alla z € X som uppfyller |x —p| < §. Lat (x,,) vara
en f6ljd som konvergerar mot p. Eftersom § > 0 sa finns, enligt definitionen
for konvergens, ett N > 1 sa att |z, — p| < ¢ for alla n > N. Det foljer att
|f(zn) — f(p)| < e for alla n > N. Detta visar att lim,_,o f(2,) = f(p).

Lat nu istéllet f vara en funktion med egenskapen att lim,, o f(z,) = f(p)
for alla foljder (x,) som konvergerar mot p. Vi behover visa att f uppfyller
Definition 3.2.1 for kontinuitet i p. Vi antar nu motsatsen, det vill sdga att f
inte &r kontinuerlig i p. Det betyder att det finns ett ¢ > 0 sa att, for varje
0 > 0, finns nagot € X med |x —p| < §d men |f(x) — f(p)| > . Speciellt finns
det da for alla n > 1 nigot z, € X med |z, —p| <  och |f(z,) — f(p)| > &.
Foljden (z,) konvergerar da mot p men lim,,_,o, f(z,) # f(p), vilket motséger
egenskapen som f har. Alltsa dr antagandet att f inte dr kontinuerlig i p falskt,
sa f &r kontinuerlig i p. O

Exempel 3.2.8. Ett linjesegment f: [a,b] — R, det vill séga en funktion
f(x) = kx+m med k, m € R, dr kontinuerlig. For att visa detta, tag p € [a, b]
och lat (z,) vara en talfoljd som konvergerar mot p. Med hjalp av Sats 2.3.1
far vi att

nh_)n(;of(a:n) = nh_)n;o(ka:n +m)=k- nh_)n(;o(a:n) +m=kp+m= f(p),
sa f &r kontinuerlig i p enligt Sats 3.2.7. Da p € [a,b] var godtycklig giller
detta for alla tal i [a,b] sa f &r dérfor kontinuerlig. A

Exempel 3.2.9. Lat oss titta pa trappstegsfunktionen f fran Exempel 3.2.5
igen. Lat (x,) vara talféljden som ges av x,, = —% for n > 1. Varje term i
foljden dr negativ och foljden konvergerar mot 0. Dérmed dr f(z;,) = 0 for
varje n, sa

lim f(x,) :nli_>n;00 =0+#1= f(0).

n—oo

Enligt Sats 3.2.7 ser vi darfor aterigen att f inte &ar kontinuerligip =0. A
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Anmirkning 3.2.10. Ett annat sétt att formulera Sats 3.2.7 &r att séga att
en funktion f &r kontinuerlig i en punkt p om och endast om

lim f(z,)= f(nh_)n;O xn>

n— o0

for varje foljd (z,,) som konvergerar mot p.

3.3 Unioner av funktionsgrafer

Sats 3.3.1. Lat f1: [a,b] = R och fa: [b,c] = R vara tva kontinuerliga funk-
tioner dir a < b < c. Funktionen f: [a,c] — R som dr definierad via

f(x):{fl(:n) oma<uz<b,

fo(x) omb<x<c

ar da kontinuerlig om och endast om f1(b) = fa(b).

Bevis. Tag ett p € [a,c]. Om p # b sa ligger p i precis ett av interallen [a, b] och
[b, c]. Eftersom bade f1 och fy dr kontinuerliga sa foljer det att f &r kontinuerlig
i p. Det ér alltsa klart att f: [a,c] — R &r kontinuerlig i alla punkter utom b.
Eftersom f1(b) = f(b) aterstar dérfor att visa att f dr kontinuerlig i b om och

endast om f(b) = fa(b).

Antag att f dr kontinuerlig i b. Lat foljden (x,,) vara definierad av x,, = b+ %
for alla n > 1. Da giller att x,, > b for alla n sa f(z,) = fa(z,). Eftersom
bade f och fy dr kontinuerliga foljer fran Sats 3.2.7 att

f2(b) = lim_ folwn) = lim () = (D)

Alltsa, om f dr kontinuerlig i b sa &r fo(b) = f(b).

Antag nu istéllet att f(b) = f1(b) = fa(b). Tag € > 0. Eftersom f; &r kontinu-
erlig finns 07 > 0 sa att |fi(x) — f1(b)| < € for alla = € [a,b] med |z —b| < ;.
Med andra ord &r |fi(z) — f1(b)] < e om b — §; < x < b. Pa samma sétt ar
f2 kontinuerlig sa det finns d2 > 0 sa att |fa(x) — f2(b)| < e for alla x som
uppfyller b < x < b+ d2. Sitt 6 = min(dy,d2). Da giller att |f(x) — f(b)| < e
for alla x € [a,c] med |z — b| <, det vill séga att f dr kontinuerligib. O

Det som satsen séger ér helt enkelt att en funktion vars funktionsgraf &r uni-
onen av tva kontinuerliga funktioner dr kontinuerlig om och endast om dessa

tva grafer sitter ihop.
%

o

a b c a b c
Figur 3.4: Ett exempel pa en konti- Figur 3.5: Ett exempel pa en icke-
nuerlig funktion kontinuerlig funktion
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De geometriska figurer vi kommer intressera oss mest for framoéver &r upp-
byggda av flera linjesegment. Vi avslutar dérfor detta kapitel med att visa att
sadana figurer ges av kontinuerliga funktioner.

Exempel 3.3.2. Att linjesegment #r kontinuerliga vet vi fran Exempel 3.2.8.
En funktion f: [a,b] — R vars funktionsgraf bestar av n stycken samman-
hingande linjesegment &r ocksa kontinuerlig. For att visa detta tar vi p € [a, b].
Det finns da tva mdjligheter; antingen svarar p mot en punkt pa ett unikt
linjesegment eller sa svarar p mot en skirningspunkt mellan tva linjesegment.

Om p svarar mot en punkt pa ett unikt linjesegment sa &r f kontinuer-
lig i p eftersom linjesegment &r kontinuerliga. 1 fallet da p svarar mot en
skédrningspunkt sa foljer det fran Sats 3.3.1 att f &r kontinuerlig i p eftersom
de tva linjesegmenten sitter ihop.

Alltsa ér f kontinuerlig i p for varje p € [a,b], sa f &r kontinuerlig.

e

a

Figur 3.6: Funktionsgrafen av en funktion som &r kontinuerlig eftersom grafen
dr en union av sammanhéngande linjesegment.

A

Vi avslutar detta kapitel med ett fraktalexempel.

Exempel 3.3.3. Lat oss titta pa ett linjesegment som vi kallar for A;. Genom
att byta ut detta linjesegment mot tre mindre linjesegment som i bilden nedan
skapar vi en ny figur As. Byter vi déarefter ut varje linjesegment i As mot en
mindre kopia av Ay — dér de linjesegment med negativ lutning byts ut mot en
speglad version av A, — sa skapas dnnu en figur As.

Aq Ay As

Genom att upprepa denna procedur far vi en foljd (A,,) av figurer, varav de
forsta fyra termerna visas nedan.
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Enligt Exempel 3.3.2 &ar alla dessa figurer grafer till en kontinuerlig funktion
eftersom de bestar av sammanhingande linjesegment. Pa samma sétt som med
Sierpinskitriangeln kan man visa att denna f6ljd kommer att ”konvergera” mot
en figur. Denna figur &r uppbyggd av mindre kopior av sig sjilv och har déirfor
en fraktal struktur. Vi kan approximera denna figur med den femte termen i
foljden.

As

Jamfor man denna figur med bilderna i ekonomidelen av en valfri nyhetstidning
kan man se att A5 har flera likheter med grafen till en akties vardesférandring
over ett tidsintervall. En modell for att beskriva aktiemarknaden séger till och
med omvéindningen, att grafen till en akties véirde ofta har en fraktal struktur.
Med andra ord, de uppgangar och nedgangar som sker pa ett kort tidsintervall
upprepar sig dven under lingre intervall. En antydan till detta &r att om man
tittar pa grafen till en aktie som inte har markerat enheten pa sina axlar sa
kan det vara véldigt svart att se om tidsintervallet ges av nagra minuter, en
dag, en vecka, eller till och med ett ar. Strukturen pa graferna ser véldigt lika
ut. Att finansiella marknader uppvisar ett fraktalt beteende ar ursprungligen
en av Mandelbrots insikter.

Léasaren bor dock inte ta detta som nagot idiotsikert sétt att sia om aktiemark-
naden i hopp om att kunna sékra sin framtida ekonomi. Matematiska modeller
kan enbart beskriva verkligheten till en viss grad, och avvikelser férekommer
till stort fortret for ens planbok. A

Ovningar
Ovning 3.1 (). Rita upp funktionsgrafen till funktionen f: [0,1] — R med

om0 <z

00 N[ W=
VANVANVAN
8 &8 8
IAIA IA A
=l ol =

Ovning 3.2 (x). (i) Lat f: R — R vara definierad av f(z) = 5z + 1. Visa
att f ar kontinuerlig direkt fran definitionen av kontinuitet.

(ii) Lat nu f: R — R vara definierad av f(z) = kz +m déir k,m € R
och k # 0. Vad behover éndras i beviset ovan for att visa att f &r
kontinuerlig? Ar virdet pa k eller m av betydelse?
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Ovning 3.3 (). Visa att funktionen f: R — R med f(x) = 22 #r kontinuerlig
iz =0. (Anmdrkning: man kan visa att f ar kontinuerlig i alla punkter.)

Ovning 3.4 (x). Visa att funktionen f: R — R med f(x) = x* 41 #r kontinu-
erligiz = 0. (Anmdrkning: man kan visa att f &r kontinuerlig i alla punkter.)

Ovning 3.5 (xx%). Lat X = {x € R | > 1} och lat f: X — R vara
funktionen definierad av f(z) = % Visa att f ar kontinuerlig i varje punkt
peX.

Ovning 3.6 (). Ar funktionen f fran Ovning 3.1 kontinuerlig?

Ovning 3.7 (xx). Lat X C R. Antag att f: X — R och g: X — R ér
tva kontinuerliga funktioner. Visa att funktionen h: X — R definierad av
h(z) = f(z) + g(z) ar kontinuerlig.

Ovning 3.8 (x%). Lat X C R. Antag att f: X — R #r en kontinuerlig
funktion och tag ett ¢ € R. Visa att funktionen h: X — R definierad av
h(z) = c¢- f(z) &r kontinuerlig.

Ovning 3.9 (). Ar funktionen

flz) =

20+2 om0<zx<1
%4—1 oml<zxz<2

kontinuerlig? (Ledning: Anvénd 6vningarna ovan.)

Ovning 3.10 (xx*). Lat f: R — R och g: R — R vara tva kontinuer-
liga funktioner. Visa att funktionen h: : R — R, som &r definierad av sam-
manséttningen h(z) = f(g(x)), dr kontinuerlig. Visa detta pa tva siitt, det ena
med hjilp av Sats 3.2.7 och det andra direkt fran definitionen av kontinuitet.
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4 Talplanet och bilder av funktioner

I detta kapitel introducerar vi talplanet R? och gar igenom normer som &r
en generalisering av absolutbeloppet. Vi studerar dven funktioner F': R — R?
och definierar vad det betyder att en sadan funktion F' ar kontinuerlig. Flera
resultat fran Kapitel 3 gar att generalisera till denna situation.

Funktioner F': R — R? kommer vi senare anvinda for att rita upp de fraktaler
vi vill studera.

4.1 Funktioner fran R till R?

Definition 4.1.1. Tualplanet, alternativt det euklidiska planet, &r méngden
R? = {(2,y) | ,y € R}

som bestar av alla ordnade par (z,y) av reella tal = och y.

Att rita upp en figur i tva dimensioner gors matematiskt genom att markera
en delmiingd av mingden R2. I Kapitel 3 ritade vi upp funktionsgrafer till
funktioner f: R — R. Dessa ritades ocksa upp i R?, trots att sadana funktioner
enbart tar virden i R. Detta dr mojligt eftersom grafen till en funktion f &r
méngden {(z, f(z)) € R? | z € R}, vilket &r en delméingd av R?. Frén denna
beskrivning ser vi att en funktionsgraf har ett unikt y-vérde for varje z-vérde.
En konsekvens av detta dr att man till exempel inte kan rita upp en cirkel som
grafen av en funktion.

Vi vill nu istéllet studera funktioner F': R — R2, det vill siga funktioner F
som tar ett reellt tal ¢ och ger en punkt F(t) = (z,y) i R%. Om X #r en
delmiingd av R kan vi dven titta pa funktioner F': X — R2.

Definition 4.1.2. Lat X vara en delmingd av R. Bilden av en funktion
F: X — R? #r méngden Bild(F) = {F(t) e R? | t € X}.

Exempel 4.1.3. Lat F(t) = (¢,t3 — 3t +t + 1) for varje t € R. DA &r bilden
av F' samma figur som funktionsgrafen av funktionen f: R — R definierad av
ft) =13 —-3t2+ 2t + 1.

F(t) = (t, f(t))

/

/

Figur 4.1: Bilden till funktionen F' &r lika med funktionsgrafen av funktionen f.

I allménhet giller att funktionsgrafer av funktioner f: R — R &r specialfall
av bilder av funktioner F: R — R? dér vi later F(t) = (¢, f(t)). A
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Genom att betrakta bilder av funktioner F': R — R? kan vi rita upp fler
geometriska figurer &n de som uppkommer som funktionsgrafer till funktioner
f: R — R. Nedan visar vi nagra exempel.

Exempel 4.1.4. Lat F: R — R? vara definierad av F(t) = (cos(t),sin(t)).
Bilden till denna funktion dr cirkeln nedan.

A

! JF (1) = (cos(t).sin(0)

,
,
,
.
At
,

Y

Om ldsaren inte dr bekant med funktionerna sin och cos sedan tidigare behtver
man inte ldgga nagon storre tid pa detta exempel — dessa funktioner kommer
dven anvindas i Anmérkning 4.1.7 och Exempel 4.1.9 men de kommer inte
forekomma i nagon annan del av texten. A

Anmirkning 4.1.5. Vi noterar att en skillnad mellan bilder av funktioner
och funktionsgrafer &r att tal pa z-axeln i en bild inte kan tolkas funktionens
invarden. I Exempel 4.1.4 ar det istéllet vinkeln som &r funktionens invérde.
Eftersom invirdet till en funktion F': R — R? inte lingre behdver svara mot a-
koordinaten i bilden av funktionen sa anvénder vi oftast ¢ som variabel istéllet
for .

Vi skriver funktioner som tar virden i R? med versaler sa som F for att
sirskilja fran funktioner f som tar virden i R. Lasaren ska dock inte blanda
ihop detta med primitiva funktioner som ocksa brukar skrivas med versaler.
Dessa begrepp har ingenting gemensamt.

Exempel 4.1.6. Vi kan dven rita lodrita linjer som bilder av funktioner
F:R — R2 Om F(t) = (2,t) for varje t € R sa #r bilden av F den lodrita
linjen nedan.

51 Ft) = (2,1)
5 |
14
: : S
—1 1 3
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Exemplen ovan visar att vi har mojlighet att rita upp fler sorters figurer genom
att betrakta funktioner F': R — R? istillet for funktioner f: R — R.

Anmirkning 4.1.7. Notera att olika funktioner kan ha samma bild. Vi sag
i Exempel 4.1.4 att cirkeln med radie 1 och mittpunkt i origo var lika med
bilden av funktionen F(t) = (cos(t),sin(¢)) for ¢ € R. Anvénder vi grader som
vinkelenhet sa #r bilden av funktionen G(t) = (cos(t 4 90°), sin(t 4 90°)) lika
med samma cirkel, men F(t) # G(t) for nagot ¢ € R eftersom punkten G(t)
alltid ligger 90° moturs fran punkt F'(¢).

Exempel 4.1.8. Lat F: R — R? vara definierad av F(t) = (1,1) for t € R.
Da bestar bilden av F' enbart av punkten (1,1). A

Funktioner F': X — R? kommer vi kunna anviinda for att rita upp flera olika
fraktaler som vi vill studera. Ett exempel pa en fraktal som kan ritas upp med
en sadan funktion ar féljande.

Exempel 4.1.9. Lat X = {t € R |t > 0} och lat F': X — R? vara definierad

av F(t) = ( t;fg(é())z, tzsjrng(éz)z). Da blir bilden av F figuren nedan.

Denna figur dr spiralformad och gar ett varv runt origo varje gang ¢ vixer med
360° samtidigt som dess avstand till origo blir mindre och mindre. Oavsett hur
mycket vi forstorar upp figuren i origo kommer den alltid se likadan ut. Denna
spiral har namligen en fraktal struktur. Notera ocksa att figuren &r en relativt
bra modell f6r ett snéckskal. A

4.2 Normer och avstand

An sa linge har vi enbart betraktat talplanet som en mingd att rita upp vara
figurer i, men R? har mer struktur — vilket vi kommer studera nu.

Precis som med tal i R kan vi addera och subtrahera punkter i R?. Givet punk-
ter (z1,y1) och (z2,y2) definierar vi (x1,y1) + (22,y2) = (x1 + 22, y1 + Y2).
Subtraktion definieras analogt som (x1,y1) — (z2,y2) = (21 — Z2,y1 — Y2).
Bada dessa operationer kan forklaras geometriskt. Till exempel kan additio-
nen forklaras genom foljande figur.
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(x1 + 22,91 + Y2)

e
/ -7 ($27y2)

fo

Figur 4.2: En geometrisk beskrivning av summan av tva punkter (x1,y;) och
(r2,y2) i R%. Genom att ta pilen fran origo till punkten (z2,%2) och paral-
lellforflytta den sa att den startar i punkten (z1, y1) sa kommer den sluta i punkten
(21 + 22,91 +y2). Det blir samma resultat om man istéllet borjar med linjen fran
origo till (z1,y1) och parallellférflyttar den sa att den startar i punken (xs,ys).

Vi vill senare i detta kapitel definiera kontinuitet av funktioner F': R — R2.
For att gora detta behover vi ett begrepp som avgor hur néra tva punkter
ligger varandra. Néar vi i Kapitel 2 pratade om konvergens av talfoljder sa
anvande vi absolutbeloppet som ett redskap for att beskriva avstandet mel-
lan tva tal. Vi kommer nu ge en annan beskrivning av absolutbeloppet — en
beskrivning som &r enklare att generalisera. Kvadratroten /a ur ett positivt
tal a #r definierat som det positiva talet b sa att b> = a. Vi har dirmed att
absolutbeloppet av ett tal z € R ir |z| = v22. Punkter i R? bestar av ordnade
par (x,y), och for dessa gor vi nu foljande generalisering av absolutbeloppet.

Definition 4.2.1. Normen av en punkt (z,y) € R? &r ||(z,9)|| = /22 + 2.

0 X

Figur 4.3: Pythagoras sats visar att normen ||(z,y)| = /22 4+ y? &r lika med
avstandet fran (x,y) till origo.

Avstandet mellan tva punkter (x1,y1) och (z2,y2) ges av normen av differensen
(x17yl) - (x27y2) = (.Z'l —x2,Y1 — y2)7 som ar

[(z1 — 22,91 — v2)|| = V/(z1 — 22)% + (y1 — ¥2)2,
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Yy — Y2

T2 — I

Figur 4.4: Pythagoras sats visar att normen av (x1,y1) — (22, y2) dr lika med
avstandet mellan punkterna (z1,y1) och (z2,ys2).

Sats 4.2.2 (Triangelolikheten). Lt (x1,y1) och (x2,y2) vara tvd punkter i R?.
Da gdller att

[(z1,91) + (@2, 92) | < [[(@1, y)I + [[(z2, y2)|-

Bevis. Lat a = |[(z1,y1)|, b = [[(x2,y2)[| och ¢ = [|(z1 + 22,91 + y2)[|. Da kan
vi rita upp triangeln nedan.

A
(1 + 22,91 + Y2)

Y

Vi behover alltsa visa att sidorna i denna triangel uppfyller att ¢ < a + b.
Eftersom det kortaste avstandet mellan tva punkter #r en rak linje sa foljer
dérfor resultatet direkt. O

Anmirkning 4.2.3. Detta bevis motiverar ocksa namnet triangelolikheten.
Beviset giiller for alla val av (x1,y1) och (z2,y2), men i fallet da punkterna
(z1,y1) och (x2,y2) ligger pa en linje genom origo blir motsvarande triangeln
aningen forvirrande. Att forsta denna figur dr Ovning 4.7.

4.3 Kurvor

Med hjilp av avstandsbegreppet som vi definierade i foregaende avsnitt &r
vi nu redo att generalisera begreppet kontinuitet till funktioner F': R — R2.
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Lésaren uppmanas att jaimfora foljande definition med Definition 3.2.1.

Definition 4.3.1. Lat X vara en delmingd av R. En funktion F': X — R?
ar kontinuerlig i en punkt p € X om det for varje ¢ > 0 existerar § > 0 sa
att alla t € X med |t — p| < § uppfyller att ||F(t) — F(p)|| < e. Funktionen
F: X — R? dr kontinuerlig om den #r kontinuerlig i varje punkt p € X.

Definition 4.3.2. En kurva ar en kontinuerlig funktion F': R — R2. En kurva
med dndpunkter ir en kontinuerlig funktion F': [a,b] — R? for nagra reella tal
a < b.

Exempel 4.3.3. Visag i det forra kapitlet att funktioner vars funktionsgrafer
ar linjer dr kontinuerliga. Den enda typen av linjer som inte ges av funktions-
grafer &r lodréta linjer. Dessa &r istéllet bilder av funktioner F(t) = (a,t) for
nagot a € R. Sadana funktioner &r ocksa kontinuerliga, vilket vi visar nu. Tag
ett p € R och fixera ¢ > 0. Lat § = . Da giller att

[E(t) = F(p)ll = l[(a,t) = (a,p)| = 10, = p)[[ = /O* + (t —p)* =t —p| <¢
for alla t € R med |t —p| < d =e. A

Exempel 4.3.4. Funktionen F(t) = (cos(t),sin(t)) fran Exempel 4.1.4 &r
kontinuerlig. Ett sdtt att visa detta pa dr genom att anvianda vissa trigono-
metriska identiteter vi ej gatt igenom i detta kompendium, och vi uteldmnar
dérfor beviset for detta. A

Vi visar nu en generalisering av Sats 3.2.7.

Sats 4.3.5. Ldt X vara en delmingd av R och lat F: X — R? vara en funk-
tion. Da gdller att F' dr kontinuerlig © en punkt p € X om och endast om

lim F(t,) = F( lim tn) = F(p)

n—o0 (n—)oo

for varje talféljd (t,,) i X som konvergerar mot p.

Bevis. Lat forst F' vara kontinuerlig i punkten p och tag € > 0. Det finns da
ett § > 0saatt |F(t)— F(p)|| < e for alla t € X som uppfyller |t — p| < . Lat
(t,) vara en foljd som konvergerar mot p. Eftersom ¢ > 0 sa finns, enligt defi-
nitionen for konvergens, ett N > 1 sa att |t,, —p| < 0 for allan > N. Det foljer
att |[F(t,) — F(p)| < e for alla n > N. Detta visar att lim, o F(t,) = F(p).

Lat nu istéllet F' vara en funktion med egenskapen att lim,, o F'(t,) = F(p)
for alla foljder (t,) som konvergerar mot p. Vi behover visa att F' uppfyller
Definition 4.3.1 for kontinuitet i p. Vi antar nu motsatsen, det vill siga att F'
inte &r kontinuerlig i p. Det betyder att det finns ett € > 0 sa att, for varje
d > 0, finns nagot t € X med |t—p| < d men ||F(t)— F(p)|| > e. Speciellt finns
det da for alla n > 1 nagot t, € X med |t, — p| < L och [|F(t,) — F(p)|| > e.
Foljden (t,) konvergerar da mot p men lim,_,~ F(t,) # F(p), vilket motséiger
egenskapen som F' har. Alltsa maste antagandet att F' inte &r kontinuerlig i p
vara falskt, sa F' &r kontinuerlig i p. O
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Anmirkning 4.3.6. Notera att ovanstaende bevis néstan ar ord for ord iden-
tiskt med beviset av Sats 3.2.7. Beviset av nésta sats ar pa samma sitt vildigt
likt beviset av Sats 3.3.1, och vi lamnar det dérfér som en Gvning.

Sats 4.3.7. Ldt Fy: [a,b] — R? och Fy: [b,c] — R? wvara tvd kurvor med
andpunkter dir a < b < c. Dd dr funktionen F: [a,c] — R? definierad som

Fy(t <t<b
F(t) = 1(t) oma<t<hb,
Fy(t) omb<t<c

kontinuerlig om och endast om Fy(b) = F5(b).

Bevis. Se Ovning 4.5. 0

Sats 4.3.8. Ldt F: [a,b] — R? vara en kurva med dndpunkter. For varje par
c,d € R med ¢ < d finns en kurva med dndpunkter G: [c,d] — R? sd att
Bild(F') = Bild(G).

Bevis. Tag tva tal ¢ < d och definiera h: [c,d] — R som linjesegmentet med
foljande funktionsgraf.

Y

Man kan visa att h ges av formeln h(t) = a + 5=5 - (b — a) for alla t € [c, d],
men detta kommer vi inte behova. Lat nu G: [c,d] — R? definieras via
G(t) = F(h(t)) for alla t € [c,d]. For att visa att Bild(F) = Bild(G) visar
vi att dessa tva méngder dr delméingder av varandra.

Borja med att ta en punkt (z,y) € Bild(G). Da finns ett ¢ € [c,d] sa att
G(t) = (z,y). Lat s = h(t) € [a,b]. Per definition av G giller da att

(z,y) = G(t) = F(s).

Det betyder att (z,y) € Bild(F') sa Bild(G) C Bild(F).

Tag nu omvént ett (x,y) € Bild(F). Da finns ett s € [a, b] sa att F(s) = (x,y).
Vi ser fran figuren ovan att eftersom s € [a, b] finns ett t € [c,d] sa att h(t) = s.
Lésaren som inte forlitar sig pa bilder kan kontrollera att t = 3=2 - (d — ¢) + ¢

uppfyller h(t) = s. For detta t géller alltsa att

G(t) = F(h(t)) = F(s) = (z.y).



Diarmed géller att (x,y) € Bild(G) sa Bild(F') C Bild(G). Dessa tva méngder
ar alltsa delméngder av varandra vilket betyder att Bild(F') = Bild(G).

Det aterstar att visa att GG verkligen dr en kurva, det vill sdga att G ar kontinu-
erlig. Funktionen h &r ett linjesegment och ar kontinuerlig enligt Exempel 3.2.8.

Saledes dr G(t) = F(h(t)) en sammanséittning av tva kontinuerliga funktioner
och ett resonemang liknande det i Ovning 3.10 visar att G ar kontinuerlig. [

Foljande exempel ar viktigt da det forklarar varfor alla de funktioner vi kom-
mer studera i de kommande kapitlen ar kontinuerliga.

Exempel 4.3.9. Fixera ett heltal n > 1 och Lat F;: [i — 1,i] — R? vara

ett linjesegment for varje i = 1,2,3,...,n. Med andra ord, tag en samling av
funktioner

Fi: 0,1 = R? Fp:[1,2] = R? ..., Fp:[n—1,n]— R?
vars bilder alla &ér linjesegment. Antag ocksa att F;(i) = Fj41(i) for varje

i =1,2,...,n — 1. Till exempel giller att F;(1) = F5(1). Notera att Fi(1)
dr ena #ndpunkten av linjesegmentet F; och att F5(1) dr ena #ndpunkten av
linjesegmentet Fy. Kravet att Fy(1) = Fy(1) betyder alltsa att de tva linjeseg-
menten F och Fy mots i varsin &ndpunkt. Da vi dven kriver att F»(2) = F3(2)
sa géller att den andra d&ndpunkten av Fj sitter ihop med linjesegmentet F3,
som i sin tur sitter ihop med Fj. Dessa linjesegment sitter alltsa ihop i en
"kedja”. Ett enkelt exempel pa en sadan kedja ser vi i féljande bild.

F1(0) F3(3)

Fi(1) = Fy(1) Fy(2) = F3(2)

Lat F': [0,n] — R? vara funktionen definierad av F(t) = F;(t) om t € [i — 1,1].
Eftersom linjesegmenten sitter ihop sa foljer det fran Sats 4.3.7 att F' ar konti-
nuerlig, och vi kallar F' for en union av linjesegment. Bilden av F' &ir kedjan av
linjesegment FY, Fs, ..., F,. Har & nagra exempel pa bilder av kontinuerliga
funktioner som vi kan skapa pa detta sétt.

s g B

Alla dessa fyra figurer ger upphov till fraktala strukturer och vi kommer se
mer av dem i Kapitel 5 och 6. Vidare géller att alla dessa figurer &r bilder av
kurvor pa formen F': [0,n] — R? déir n 4r antalet linjesegment i bilden. Enligt
Sats 4.3.8 kan vi vilja andra kurvor G: [c,d] — R?, for vilka tal ¢ < d som
helst, sa att G har samma bild som F'. Speciellt kan vi, av bekvamlighetsskél,
anta att alla dessa figurer #r bilder av kontinuerliga funktioner pa formen
G:[0,1] — R2. A
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4.4 Dimensionsbegreppet

Vi kommer i Kapitel 6 ga igenom nagot som kallas for fraktal dimension. For
att kunna forklara varfor detta dr spannande vill vi hir ge en kort introduk-
tion till det klassiska dimensionsbegreppet. Att ge en rigords definition av
dimension &r dock svart. Vi har darfor valt att hir enbart ge en informell
beskrivning.

I vardagligt tal brukar man sédga att vi lever i en tredimensionell virld. Vad
betyder det egentligen? I matematiken brukar man tdnka pa dimensionen av
en geometrisk figur som det minsta antalet parametrar som behovs for att
bestdmma en punkts position i figuren.

Exempel 4.4.1. En linje kan modelleras med tallinjen R, och positionen av
en punkt pa denna linje ges av virdet i punkten. En linje 4&r ddrmed endimen-
sionell. A

Exempel 4.4.2. En plan yta kan beskrivas av talplanet R?. Positionen av en
punkt (z,y) € R? bestiims av sitt a-virde och sitt y-virde. Ett plan dr dirmed
tvadimensionellt — det har bade en bredd och en héjd. A

Exempel 4.4.3. Var verklighet bestar av bade en bredd, en hdjd och ett djup
sa rummet vi lever i brukar dérfor kallas for tredimensionellt. Detta rum kan
modelleras med mingden R = {(z,v, 2) | z,y, 2 € R}. DA de flesta punkterna
i var varld flyttar pa sig da tiden fordndras brukar man i fysiken dven ligga
in en tidsparameter och betrakta var verklighet som fyrdimensionell. A

Exempel 4.4.4. En punkt dr nolldimensionell eftersom det inte behévs nagra
parametrar for att beskriva var nagon punkt pa punkten dr — det finns bara
en punkt. A

Vidare vill vi att dimensionen av en figur ska vara invariant under sma modi-
fikationer av figuren, vilket betyder att dimensionen inte dndras nér vi vrider
och drar i figuren. Som exempel kan man ténka pa ett snore. Om snoret ligger
helt utstrickt sa &ar snoret en rak linje som dr endimensionell. Om man skulle
ta och boja pa snoret sa skulle vi vilja att dess dimension bevaras. Positionen
av en punkt pa snoret kan alltid bestimmas av hur langt in pa snoret fran ena
dnden som punkten &dr, och dérfér ar snoret alltid endimensionellt, &ven om
vi skulle boja det eller gora en knut pa det.

P& samma sétt ser vi att bilden av en kurva F': R — R? kan beskrivas av bara
en parameter — positionen av en punkt F'(t) i bilden av F' ges av parametern ¢.

Exempel 4.4.5. Cirkeln fran Exempel 4.1.4 &r endimensionell. Varje punkt
pa cirkeln dr unikt bestimd av vinkeln fran z-axeln. Vi behover alltsa bara
en parameter for att beskriva en punkts position, trots att cirkeln ligger i det
tvadimensionella planet R2. A

Naivt skulle man kunna forvinta sig att bilden av en funktion F: R — R?
alltid skulle vara endimensionell. Sa #r dock inte fallet; om F(t) = (0,0) for
alla t € R sa ar bilden bara en punkt — som dr nolldimensionell. Matematiker
under 1800-talets andra halft hade inte en rigords definition av ”dimension”,
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men de anvinde dnda ordet ofta, forstatt pa samma intuitiva sétt som vi
anvint det hir. Exemplet med F'(t) = (0,0) ovan visar att en kurva kan ha
dimension som &r ldgre &n 1, men det &r osannolikt att nagon av datidens
matematiker forvintade sig att en kurva skulle kunna ha en dimension som
ar hogre dn 1. Dock &r just detta mojligt, vilket den italienska matematikern
Guiseppe Peano visade med ett exempel ar 1890. Vi aterkommer till detta i
Kapitel 6. Detta visar att begreppet dimension &r tdmligen subtilt.

Anmirkning 4.4.6. Aven om den informella forklaringen vi gett hir har
problem sa &r resultaten i de exempel vi ndmnt ovan korrekta, med dimen-
sionsbegreppet som kallas for topologisk dimension.

Ovningar

Ovning 4.1 (x). Rita bilden till funktionen F(t) = (t2,¢) for —1 <t < 1.

Ovning 4.2 (). Rita bilden av funktionen F: [0,4] — R? som ér definierad
av
t,0) 0<t<l1

1,t—1) 1<t<2
3-11) 2<t<3
0,4—t) 3<t<4
Ovning 4.3 (). Markera punkterna (2,3) och (—1,1) i R%. Vad #r avstandet

mellan punkterna? Rita upp en bild som forklarar varfér normen av differensen
ar lika med avstandet.

Ovning 4.4 (x%). Visa att avstandet mellan tva punkter (z1,y;) och (22, %2)
dr noll om och endast om (z1,y1) = (2,y2).

Ovning 4.5 (x+). Bevisa Sats 4.3.7. (Ledning: Jamfor beviset av Sats 3.3.1.)
Ovning 4.6 (xx). Lat (x1,y1), (22,92), ..., (Zn,ys) vara n stycken punkter
i R2. Visa att

n

Z(a:,-,y,-)

i=1

n

< @iyl

i=1

Ovning 4.7 (x%). Rita upp "triangeln” fran beviset av Sats 4.2.2 i fallet da
(x1,y1) = (4,2) och (x9,y2) = (—2,—1). Forklara varfor beviset giller i detta
fall.

Ovning 4.8 (% % x). Nir ér triangelolikheten en likhet? Med andra ord, for
vilka (z1,y1) och (z2,y2) &r

(1, 91) + (22, 92) [ = (121, y)l| + (22, 92) |7
Forklara ocksa skillnaden mellan detta och Ovning 4.7.

Ovning 4.9 (xx%). Lat X vara en delméngd av R. Varje funktion F': X — R?
kan skrivas F'(t) = (f1(t), f2(t)) med funktioner f1, fo: X — R. Visa att F &r
kontinuerlig om och endast om fi och fo &r kontinuerliga.

(Ledning: Anvind att |z —y| = v/(z — y)2.)

Ovning 4.10 (x%). Ar funktionen F fran Ovning 4.2 kontinuerlig?
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5 Fraktala kurvor

I detta kapitel kommer vi studera kurvor med fraktala strukturer. Att en kurva
har en fraktal struktur betyder att kurvan &r uppbyggd av mindre kopior av
sig sjalv. Darfor dr det naturligt att konstruera fraktala kurvor genom iterativa
processer, vilket vi kommer forklara hir. Pa samma sédtt som vi i Kapitel 2
studerade konvergens av talfoljder kommer vi hir studera konvergens av foljder
av funktioner.

5.1 Konvergens av funktionsféljder

Lat X vara en delmingd av R. En f6ljd av funktioner (F),) &r da en foljd
F,Fy, F3, ... sa att F,,: X — R? #r en funktion for varje heltal n > 1. Det
finns flera olika konvergensbegrepp for foljder av funktioner. Det begrepp vi
kommer studera i detta kompendium kallas for likformig konvergens.

Definition 5.1.1. Lat X C R. En foljd (F,) av funktioner F,: X — R?
konvergerar likformigt mot en funktion F: X — R? om det for varje € > 0
finns ett heltal N > 1 sa att ||F(t) — F,(t)]| < e for alla t € X och n > N.

Om en f6ljd av funktioner (F),) konvergerar likformigt mot en funktion F
skriver vi F' = lim,_,oo F}, eller F,, — F da n — oo. Vi kallar dven F for
gransfunktionen av foljden Fy, Fy,.... Framover kommer vi, for att ldatta upp
texten, ofta utelimna adjektivet ”likformig” och enbart skriva att en foljd av
funktioner konvergerar.

Exempel 5.1.2. Lat (F,) vara foljden definierad av F,(t) = (¢,£+ 1) for

alla t € R och n > 1. For varje n &r detta en linje som skér y-axeln pa hojd %
Vi ritar upp bilderna av de forsta sju funktionerna i denna f6ljd nedan.

//
/
/ |
Ft)=(tLt+1) FRt)=ti+1) FBO=@Ci+1) RO)=Li+1)
// // // _ -
Ft)=(ts+3) FO=(s+tg) FO=tgz+7)  FO)=(t%)

Denna f&ljd konvergerar mot funktionen F(t) = (¢, £) som &r streckad i bilden
ovan. For att visa detta: Tag ¢ > 0 och lat N > % Da giller att

B0~ PO = ([0 5+2) — (18] = o+ ()P =2 < 1<
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for varje n > N och t € R. A

Fran exemplet ovan ser vi att man kan fa en intuition for en funktionsfoljd
genom att titta pa foljden av funktionernas bilder. En foljd av funktioner
konvergerar da om foljden av bilder stabiliseras pa ett specifikt sétt.

Definition 5.1.1 forklarar vad vi menar nér vi sdger att en foljd av funktioner
konvergerar. Lisaren kan ha noterat att en svarighet med konvergensbegreppet
fran Kapitel 2 ar att man forst behover gissa sig till vad gransvirdet av en
foljd dr innan man kan visa att f6ljden ar konvergent. Denna svarighet dr &nnu
véirre i fallet med foljder av funktioner da gransfunktionen kan vara vildigt
svar att skriva ner. En 16sning till detta &r att det récker att visa att foljden
har foljande egenskap.

Definition 5.1.3. Lat X vara en delméngd av R. En f6ljd (F},) av funktioner
F,: X — R? ir en likformig Cauchyfoljd om det for varje e > 0 finns ett heltal
N > 1 sa att || F,(t) — Fn(t)|| < e for alla t € X och m,n > N.

Denna definition séger ingenting om hur féljden &r relaterade till nagon maojlig
gransfunktion, utan kraver bara att funktionerna i féljden hamnar tillrickligt
néra varandra.

Exempel 5.1.4. For varje n > 1 later vi F},: [~1,1] — R? vara definierad av
F.(t) = (t, %) Vi ritar hdr upp bilderna av de forsta tre termerna i foljden.

-1 ‘ 1 -1 ‘ 1 -1 ‘ 1

F(t) = (t,12) Ry(t) = (t, %) By(t) = (.5)

Denna f6ljd dr en likformig Cauchyfoljd. For att visa detta tar vi € > 0 och
later N > % For alla t € [—1,1] och m,n > 1 har vi att

501 = 8) - (0 £) = o (58 =[]

Eftersom t € [—1,1] giller att t2 < 1 sa det foljer att |% — H 2 < ‘% — %|
Triangelolikheten ger nu att

1En () — Fa()] < |~ — 1

m n

<1+1<1+1_2<€
“m n~-N N N

om m,n > N. Alltsa har vi att ||F),(t) — F,(t)| < e for alla t € [-1,1] om
m,n > N. A

Anledningen till att vi inférde begreppet ”likformiga Cauchyfoljder” var pa
grund av foljande resultat.
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Sats 5.1.5. Lat X wvara en delmdngd av R, och lat (F,) vara en likformig
Cauchyfslid av funktioner Fy,: X — R2 for alla n > 1. Dad finns en unik funk-
tion F: X — R? sd att foljden (F,,) konvergerar likformigt mot F.

Anméirkning 5.1.6. Beviset av denna sats anvander en egenskap hos de reella
talen som gar utanfér detta kompendiums férmaga att visa — sérskilt eftersom
vi inte gett nagon rigords definition av de reella talen. Denna egenskap séger
att R ar fullstandigt, vilket i princip betyder att det inte gar att hitta en f6ljd av
reella tal som konvergerar mot nagonting som ligger utanfor R. Vi uteldmnar
déarfor det rigordsa beviset av Sats 5.1.5 och forklarar enbart kortfattat hur
beviset gar till nedan.

Fixera ett ¢t € X och betrakta foljden Fy,(t) = (zn(t),yn(t)) av talpar i R2
Denna f5ljd kommer vara en sé kallad Cauchyfsljd i R?, och genom att anvinda
egenskapen hos R som vi ndmnde ovan visar man att denna foljd konvergerar
mot en punkt som vi betecknar (z(t),y(¢)). Gor vi detta fér varje ¢ € X kan vi
dérefter definiera funktionen F som F(t) = (z(t),y(t)) for t € X. Att foljden
(F,) faktiskt konvergerar likformigt mot denna funktion F' kan man slutligen
visa dr en direkt konsekvens av konstruktionen av F'.

Exempel 5.1.7. Vi visade att foljden fran Exempel 5.1.4 var en likformig
Cauchyfoljd. Enligt Sats 5.1.5 existerar déarfor en gransfunktion F' som foljden
konvergerar mot. I Ovning 5.3 visas att denna funktion #r den horisontella
linjen F'(t) = (t,0) for alla t € [—1,1]. A

5.2 Konvergens och kontinuitet

Vi har hittills betraktat foljder av godtyckliga funktioner F: X — R2. I Ka-
pitel 4 studerade vi speciellt kurvor, det vill sdga sadana funktioner F' som
var kontinuerliga. En naturlig fraga att stélla sig &r darfor om en likformig
Cauchyfoljd av kurvor kommer konvergera likformigt mot en kurva? Med and-
ra ord, kommer gransfunktionen av en likformig Cauchyfoljd av kontinuerliga
funktioner vara kontinuerlig? Detta visar vi i foljande sats.

Sats 5.2.1. Lat X wvara en delmingd av R. En likformig Cauchyfoljd av kon-
tinuerliga funktioner (F,), med F,: X — R? for alla n > 1, konvergerar
likformigt mot en kontinuerlig funktion F: X — R2.

Bevis. Fran Sats 5.1.5 vet vi att f6ljden (F),) konvergerar mot en funktion F.
Det aterstar att visa att F' dr kontinuerlig. Vi behover alltsa visa att det for
varje givet tal € > 0 och punkt p € X finns ett tal § > 0 sa att alla ¢t € X med
|t — p| < ¢ uppfyller att ||F(t) — F(p)|| < e.

Fixera darfor ett p € X och tag ett € > 0. For alla n > 1 kan vi skriva
F(t) —F(p) :F(t) _Fn(t) +Fn(t) _Fn(p)+Fn(p) —F(p).
Fran triangelolikheten, se Ovning 4.6, fas dirmed att

[E(t) = F(p)l| = [[F(t) = Fu(t) + Fu(t) — Fu(p) + Fu(p) — Fp)|l <
< [IF(@E) = Fa@) + [ Fn(t) = Fu(@)]| + [[Fn(p) = F(p)l|

45



for alla t € X. Eftersom foljden (F,,) konvergerar mot F' sa existerar ett N > 1
sa att [|[F,(t) — F(t)|| < § for alla t € X och alla n > N. Vi har ocksa att
funktionen F,, &r kontinuerlig sa det finns ett § > 0 sa att |t —p| < 0 implicerar
att [|F5,(t) — Fu(p)|| < §. Alltsa har vi att

I1E@) = Fp)ll < |[F() = Fa(8)] + [[Fn(t) = Fa(p)l| + |[[Fn(p) — F(p)l| <€

<e/3 <e/3 <e/3

for alla t € X med |t — p| < §. Diarmed &r F kontinuerlig i punkten p, och
eftersom p var godtycklig &r F' kontinuerlig i alla punkter. O

Exempel 5.2.2. I Ovning 5.4 visas att f5ljden av kontinuerliga funktioner fran
Exempel 5.1.2 dr en likformig Cauchyfoljd, och vi ser dven att funktionen F
som foljden konvergerade mot &r kontinuerlig. A

Exempel 5.2.3. Betrakta foljden (F,) dir F,: [0,1] — R? #r funktionen
definierad av F,(t) = (¢,t") for ¢ € [0,1]. Man kan visa att dessa funktioner
ar kontinuerliga for varje n > 1. Ar denna foljd en likformig Cauchyfsljd? Vi
ritar nedan upp bilderna av F, Fs, F3 och Fjxg.

Fy Fy F3 Fs

Denna f6ljd av kurvor far brantare och brantare sluttning. Speciellt visade vi
i Ovning 2.6 att det for varje ¢ € [0,1] med ¢ < 1 giller att lim,, o, ¢® = 0.
Samtidigt galler att lim,, .~ 1™ = 1. Om det skulle finnas nagon gransfunktion
sa skulle den darfor behova vara funktionen
F) = {(t,O) om0 <t<1,
(1,1) omt=1.

Detta dr inte en kontinuerlig funktion. Foljden (F),) kan dérfor inte vara en
likformig Cauchyfoljd eftersom det skulle motsiga Sats 5.2.1. A

5.3 Kochkurvan

Helge von Koch var en svensk matematiker som levde 1870-1924. Han &r i
matematiska sammanhang mest kind for sitt exempel pa en kontinuerlig kurva
som inte har nagon vélbestdmd lutning i ndgon punkt, som han beskrev i sin
artikel Sur une courbe continue sans tangente, obtenue par une construction
géométrique élémentaire fran 1904. Den kurvan blev sedermera uppkallad efter
honom och kallas nu for Kochkurvan. Notera att von Kochs exempel kom
ungefar 70 ar innan Mandelbrot introducerade begreppet fraktal.
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Vi kommer hér studera Kochkurvan genom att konstruera den via foljande
iterativa process. Lat Ki: [0,1] — R? vara det enklaste exemplet pa en kurva
med dndpunkter — ett linjesegment av langd 1.

K1(0) o : : « K1(1)

De tva sma vertikala strecken dr enbart visuella hjilpmedel som delar in K i
tre lika langa delar. Gor nu foljande modifiering av detta linjesegment: byt ut
den mittersta tredjedelen mot de tva andra sidorna i den liksidiga triangeln
som har detta segment som bas som i figuren nedan.

Detta ger oss en ny figur som bestar av fyra linjesegment av lingd %

Vi vill nu definera en kurva Ky: [0,1] — R? som har denna figur som bild.
For alla t € [0,1] dar K;(t) inte ligger i den mittersta tredjedelen sa later vi
Ky(t) = K1(t). Om t € [0,1] &r sa att K (¢) ligger pa mittersta tredejedelen sa
definierar vi K3(t) som den unika punkten i figuren ovan som ligger vinkelréitt
rakt ovanfor punkten K (t).

Ks(ty)

« K(1)

K5(0) o

Om vi tillimpar samma process pa vardera av de fyra linjesegmenten i Ko —
dér 7vinkelrdatt” dr med avseende pa varje specifikt linjesegmentet — sa far vi
en ny kurva K3 vars bild bestar av 42 = 16 linjesegment av lingd 3% = %.
Genom att iterera denna process kommer vi fa en foljd av kurvor (K,) dar
bilden av K, bestar av 4"~ ! stycken linjesegment av lingd ?)n%l = % De
forsta atta kurvorna i denna sekvens ser vi hér.

VA NS tr SNt S0

Kl K2 K3 K4
For varje n = 1,2, ... ges alltsa kurvan K, 1 av att applicera proceduren vi
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forklarade ovan pa varje maximalt linjesegment i kurvan K,,. Att alla dessa
funktioner verkligen &r kontinuerliga foljer fran forklaringen i Exempel 4.3.9.

Vi har nu skapat en f6ljd av kurvor (K,). I bilden ovan ser Kg, K7 och Kjg
ganska lika ut. Man kan darfor gissa att denna foljd konvergerar likformigt
mot nagon gransfunktion K. Det ska vi visa nu, och for att gora detta racker
det, enligt Sats 5.1.5, att visa att foljden (K,) ér en likformig Cauchyfsljd.

Hjalpsats 5.3.1. For alla heltal n > 1 och alla tal t € [0,1] gdller att

[Knia(t) ~ Kn®)] < 51
Bewvis. Kurvan K, bestar per konstruktion av 4"~! stycken linjesegment av
langd 3% Kurvan K, 1 ar konstruerad genom att byta ut varje sadant linje-
segment mot 4 stycken linjesegment av langd 3% Det storsta avstandet mellan
K, (t) och K,41(t) ges dérfor av hojden pa den liksidiga triangeln med sidldngd
L som vi ser i figuren nedan. Med Pythagoras sats beriknar vi hojden till

—
\/(?%)2 - <2 -13n>2 - 2\-/:1

och vi sammanfattar allt detta i foljande bild.

o
&S

3”L
Eftersom @ ~ 0.866 < 1 far vi att ||Kp4+1(t) — Kn(t)]] < 2§L < o for alla

t e o,1]. O

Hjalpsats 5.3.2. Lat m,n vara positiva heltal med m > n. Da gdiller att

(0 = Kol < 5 (5~ 3

for alla t € [0,1].
Bevis. Eftersom m > n kan vi skriva

K ()= Fn(t) = Koy(t)— K1 (1) 4 K1 (t) — K2 ()4 . .+ K1 (t)— Kn(t).

Med summasymbolen Y kan vi skriva detta kortfattat som

m—1

Kn(t) = Kn(t) = Y (Kita(t) - Ki(1)).

i=n
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i=n

Diirmed giiller att |[Kom(t) — Kn(t)]| = Hzm—l(mﬂ(t) — K(t)) H Med hjilp
av triangelolikheten och Hjélpsats 5.3.1 far vi att

m—1
1Ko () = Kn(®)] = || (Kiga(t) — Ki(1))|| <
m—_l m—1 1
< Z [Kiv1(t) — Ki(t)] < 30
Fran Ovning 2.10 giller dessutom att
mz‘l 1)) /3™ 31 1
3 N 1-1/3 N 2/3 S 2\3n 3m)°

Dessa tva resultat ger alltsa att

m—1
1 3/ 1 1
In®) ~ Kol < 3 5= 3 (55~ )
Sats 5.3.3. Foljden (K,,) dr en likformig Cauchyfolid av kurvor. Speciellt
finns det en kurva K som denna foljd konvergerar likformigt mot.

Bewvis. Tag ¢ > 0. Vilj N sa stort att 3V > % . é Da ar % . 3%\, < e. Tag

m,n > N.Omm =n sa ér [|[K,,(t) — K,(t)|| =0 < e. Vi kan dérfor anta att
m > n. Da géller enligt Hjélpsats 5.3.2 att

3

1
1m0 - K < 3 (5~ 3 ) <

<§ — <¢€
-2 3

L
37L
for alla t € [0,1]. Ddrmed &r (K,) en likformig Cauchyfoljd av kurvor, och
enligt Sats 5.2.1 konvergerar darfor denna foljd mot en kurva K. O

Anmirkning 5.3.4. Vi har inte formagan att skriva ner hur kurvan K ser
ut, den bestar av odndligt manga kantigheter, men satsen visar att det finns en
unik kurva som var foljd konvergerar mot. Vi skulle &ven behdva titta valdigt
noga for att se skillnad mellan denna gransfunktion K och kurvan Kg.

Definition 5.3.5. Kurvan K fran Sats 5.3.3 kallas for Kochkurvan.

Anmirkning 5.3.6. Denna sidokommentar &r for lisaren som sedan tidigare
kénner till derivatabegreppet. Anledningen till att Helge von Koch ursprung-
ligen konstruerade Kochkurvan var for att ge ett exempel pa en kontinuerlig
funktion [0,1] — R? som inte &r deriverbar nigonstans, det vill siiga en kon-
tinuerlig funktion som inte har nagon vildefinierad lutning i nagon punkt.

Exempel 5.3.7. Om vi utfor samma process som skapade foéljden som kon-
vergerade mot Kochkurvan, men borjar med en liksidig triangel istéllet for ett
enda linjesegment, far vi en annan foljd av kurvor.
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Hér ovan visar vi de forsta atta termerna i denna foljd, och kurvan som denna
foljd konvergerar mot kallas Kochsndflingan. A

5.4 Fler exempel pa fraktala kurvor

Vi ger hir tva andra exempel pa fraktala kurvor som konstrueras av foljder av
funktioner. Bevisen for att dessa foljder konvergerar kan goras pa ett analogt
sitt till beviset for att Kochkurvan existerar.

Exempel 5.4.1. Foljden (P,) nedan kallas for Sierpinskis pilspetskurva (eng.
the Sierpinski arrowhead curve).

M SU Sh A

Den forsta termen i foljden ar ett linjesegment av langd 1, och i varje steg har
vi bytt ut ett maximalt linjesegment av lingd a mot tre andra linjesegment
av lingd 5. For varje n giller da att P, bestar av 3"~! stycken linjesegment
av lingd 2"%1 Om vi jamfor med f6ljden fran Exempel 2.2.12 ser vi att denna
foljd till en borjan konvergerar langsammare, men jimfor vi figurerna nedan

Sg i Exempel 2.2.12

kan vi notera att de ser vildigt lika ut, och féljden ovan konvergerar faktiskt
ocksa mot Sierpinskitriangeln. A
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Exempel 5.4.2. Foljden (D,,) nedan konvergerar mot en kurva som &r ett
exempel pa en sa kallad drakkurva och brukar kallas for Heighwaydraken. Den
ar aven kind under namnet Jurassic Park-draoken efter att forfattaren 14t den
vaxa fram pa kapitelsidorna i boken Jurassic Park fran 1990.

T S 5

M N

W5

Den forsta termen Dy dr ett linjesegment av langd 1 och i varje steg har vi bytt

a
e
som mots i en rét vinkel. For varje n géller da att D,, bestar av 27! stycken

linjesegment av ldngd L

ut varje maximalt linjesegment av langd a mot tva linjesegment av lingd

AT Ovning 5.10 gar ut pa att visa att denna foljd

faktiskt konvergerar. A

Ovningar

Ovning 5.1 (%). Rita upp bilderna av de forsta tre termerna i foljden (F),)
dir Fj,: R — R? &r definierad av F,(t) = (t, nt).

Ovning 5.2 (x). Visa att foljden (F,), dir F,,: R — R? #r definierad som
F,(t) = (t,t + 1), konvergerar likformigt mot funktionen F(t) = (t,?).

Ovning 5.3 (). Visa att foljden (F,) fran Exempel 5.1.4 konvergerar lik-
formigt mot F: [~1,1] — R? dir F(t) = (¢,0) for alla t € [~1,1]. (Ledning:
Observera att 2 < 1 for alla t € [~1,1].)

Ovning 5.4 (x). Visa att foljden fran Exempel 5.1.2 iir en likformig Cauchy-
foljd.

Ovning 5.5 (xx*). Lat (F},) vara en foljd av funktioner dir F,: R — R? ges
av F,(t) = (¢, %) for varje n > 1. Ar (F,) en likformig Cauchyfoljd? Jamfor
resultatet med Exempel 5.1.4. Vad &r skillnaden?

(Ledning for forsta fragan: For varje N > 1, vilj n = N och m = N + 1.)
Ovning 5.6 (xx%). Ar foljden (F,) fran Ovning 5.1 en likformig Cauchyfcljd?

Ovning 5.7 (xx*). Lat X vara en delmingd av R, och lat (F},) vara en foljd
av funktioner F,: X — R?. Vi kan for varje n skriva F,,(t) = (fa(t), gn(t))
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dar f,gn: X — R. Antag att f6ljden (F},) konvergerar mot F'(t) = (f(t), g(t))
dér f,g: X — R. Visa att foljden (G,), med Gp(t) = (gn(t), fu(t)) for alla
t € X, konvergerar.

Ovning 5.8 (). Lat (F,) vara en foljd av kurvor med F,: [a,b] — R? for
varje n. Antag att (F},) konvergerar likformigt mot en funktion F': [a,b] — R2.
Fixera n > 1. For varje m > n later vi

Gon(t) = Fu(t) + 3 (Fipa(t) — Fi(t)).
Detta ger en foljd (G,,). Visa att lim,,—,oo Gy, = F. Med andra ord, visa att
F(t) =Fu(t) + Y _(Fia(t) — F(1)).

(Ledning: Borja med att forenkla G, (t).)

Ovning 5.9 (x). Lat (D,) vara foljden fran Exempel 5.4.2. Vi definierar
foljden sa att det for varje n > 1 och t € [0,1] géller, ndr vi tittar pa ett
maximalt linjesegment i D,,, att punkten D,,11(¢) ligger vinkelritt rakt under
D,,(t) som i bilden nedan.

Dn+1 (t)

Visa att [|[Dp41(t) — Dp(t)]] < for alla ¢ € [0, 1].

11
(vo)" T T (V)"
(Ledning: Jamfor med beviset av Hjélpsats 5.3.1.)

Ovning 5.10 (x%x). Visa att foljden (D,,) fran Exempel 5.4.2 ér en likformig
Cauchyfoljd.
(Ledning: Jamfor med beviset av Sats 5.3.3, och anvind Ovning 5.9.)
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6 Fraktal dimension

N#r man arbetar med fraktala strukturer visar det sig att var intuitionen
gillande geometri och dimension inte riktigt fungerar. Ett exempel pa detta
ar Kochkurvan — vi visar i detta kapitel att den har en oéndlig lingd, trots
att dess dndpunkter ligger pa avstand 1 fran varandra. Ett annat exempel
pa att intuitionen inte fungerar ar att det finns fraktala kurvor som técker
tvadimensionella ytor. Sadana kurvor kallas for plantdckande kurvor och vi
kommer i detta kapitel konstruera Hilbertkurvan som &r ett exempel pa en
sadan.

Dessa icke-intuitiva resultat kan till viss grad forklaras av begreppet fraktal
dimension. Den fraktala dimensionen av en geometrisk figur #r en annan typ
av dimension dn den som vi forklarade i slutet av Kapitel 4. Det visar sig
att den fraktala dimensionen inte ens behover vara ett heltal — det finns till

exempel fraktala kurvor med fraktal dimension %

I detta kapitel kommer vi férklara detta dimensionsbegrepp. Som illustrerande
exempel visar vi d&ven att Sveriges kust har en fraktal struktur.

6.1 Langden av en fraktal kurva

En metod for att berdkna lingden, arean eller volymen av en geometrisk figur
dr att approximera figuren med en samling av enklare figurer och berikna
summan av dessas langder, areor eller volymer.

Exempel 6.1.1. Lat F': [-1,1] — R? vara kurvan definierad av F(t) = (t,t?).
Vi kan approximera lingden av denna kurva genom att approximera kurvan
som en union av flera sma linjesegment. Eftersom liangden av ett linjesegment
dr enkelt att berikna, det &#r bara avstandet mellan dndpunkterna, kan vi
summera dessa lingder for att fa en approximation av kurvans liangd.

(-1,1) JECE NG RY

|
1 (1)

Tva linjer: lingd =~ 2.83 Fyra linjer: ldngd ~ 2.92

(1,1)

A
(1,1 (LD

A

Sex linjer: lingd ~ 2,94 Exakt: /5 + log, (v 2 \/5) ~ 2.96

Vi ser hir att ju mindre vi goér var indelning, desto battre approximation far vi.
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Redan med sex linjer far vi en approximation av kurvans lingd pa 2.94 vilket
ar ungefar 0.02 ifran det korrekta vérdet som man med hjilp av integralkalkyl

kan beréikna till [1, v+ 422dz = /5 + log, ( 2+ \/3> ~ 2.96. A

Om man vill berékna léngden av en fraktal kurva &r det dock inte lika enkelt
som i fallet ovan. Kurvan F(t) = (t,t%) har egenskapen att varje liten bit gar
att approximera med ett linjesegment nér man forstorar kurvan tillrackligt
mycket. Tittar man vildigt néra pa en liten del av kurvan sa ser den néstan
rak ut. En kurva med denna egenskap kallas sldt. Man kan tdnka att man
slatar ut kurvan genom att dela upp den i vildigt sma delar och studera dessa
delar en i taget. En fraktal, ddremot, har en sjélvupprepande struktur och kan
vara ”odndligt” kantig — oavsett hur nira man tittar sa ser den likadan ut.

Exempel 6.1.2. Lat oss beriikna lingden av Kochkurvan fran Kapitel 5. Ef-
tersom den ges av gransfunktionen av foljden (K,) berdknar vi forst lingderna
av K, for n > 1. Lat [,, vara langden av K,,. For varje n s ar K,, 41 en béttre
approximation av K #n K, och foljden (l,,) konvergerar mot lingden av K.

Kurvan K7 bestar av ett enda linjesegment som har langd 1, sa l; = 1. Lingden
av Ky ar ly = % eftersom den bestar av fyra linjesegment som alla har lingd %

Kurvan K3 bestar av 4> = 16 linjesegment av lingd glg = %, sa lg = é;.

3
K1 K2 K3
Pa samma sitt har vi att K, har lingd [, = gZ—j = (%)n_l. En ”dalig”

approximation av lingden av Kochkurvan ges da av ljg = (%)9 ~ 13.32. En

lite béattre approximation ges av ligg = (%)99 ~ 2-10'2. Notera att ljgp &r
mycket storre én 9. Eftersom % > 1 sa kommer ndmligen foljden

(O

viixa obegrinsat. Det betyder att Kochkurvan #r odndligt lang, trots att det
dr en kurva med en start och en slutpunkt.

Anledningen till att foljden (I,) gar mot odndligheten &r fér att nimnaren 3
dr for liten i jamforelse med téljaren 4. Vi véljer nu att istéllet titta pa mot-
svarande foljd dér vi forstorat ndmnaren genom att byta ut 3 mot 3% fér nagot
d € R. Later vi d = 2 sa ar 512 = % < 1 och foljden

2(5) ()

\g)lg)
gar mot 0 enligt Ovning 2.6. Om vi istillet viljer det d som uppfyller att
3¢ = 4 sa kommer :,;id = % =1 och foljden 1,1%, 12, ... konvergerar mot det
positiva talet 1. Ar man bekant med logaritmer ser man att losningen till
3% = 4 ges av d = logg(4). Med hjilp av riknelagar for logaritmer far vi att
d = logs(4) = 1200} ~ 1.26. A
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Utifran resultatet i foregaende exempel gor vi nu foljande definition.

Definition 6.1.3. Lat (F,) vara en foljd av kurvor med #ndpunkter som
konvergerar likformigt, dér F;, dr en union av k,, stycken linjesegment av langd
ry, for varje n > 1. Antag att r,, — 0 ndr n — oo. Den fraktala dimensionen av
F =lim,,_, o F), dr det minsta icke-negativa tal d sa att f6ljden (z,,) definierad
av &, = ky, - rfll konvergerar nir n — oo.

Exempel 6.1.4. T Exempel 6.1.2 studerade vi foljden (K,) déar r, = 3,%1
och k, =4""!. Kochkurvan har alltsi fraktal dimension logs(4) ~ 1.26. Vi
kan forklara det med att kurvan har ”for mycket” struktur for att vara endi-
mensionell, men inte tillrdckligt mycket for att vara tvadimensionell. A

Anmirkning 6.1.5. Denna definition for den fraktala dimensionen av en
kurva F beror pa valet av foljden (F),). For de exempel som vi ger i detta
kompendium &r dock detta inget som vi behdver bekymra oss om.

6.2 Sveriges kust

Lat oss nu betrakta Sveriges kust, och speciellt dess liangd. Detta gor vi for att
ge ett exempel som visar att fraktala dimensioner &ven forekommer i ”verk-
ligheten”.

Sveriges fastlandskust gar fran vist vid grinsen till Norge, ner till Oresund,
upp forbi Stockholm och sedan upp dnda upp till Visterbotten dér

gransen till Finland tar vid. Hur lang &r denna striacka? Pa samma

sétt som med Kochkurvan beror det pa hur noggrant man tittar.

Nedan réknar vi ut uppskattningar fér Sveriges kust. Forst an-
vander vi en métsticka pa ungefir 400km, och da fyra sadana
behovs for att ga langs kusten sa far vi en total lingd pa 1600 km.
Anvéander vi istédllet en métsticka pa 200 km far vi plats med nio
stycken stickor, vilket ger en total lingd pa 1800 km. P& samma
sitt raknar vi ut en approximation med en métsticka pa 100 km
respektive 50 km.

25144

linjal ~ 400 km linjal ~ 200 km linjal ~ 100 km linjal ~ 50 km
lingd ~ 1600 km lingd ~ 1800km lingd ~ 2000km ldngd ~ 2250 km
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Precis som i Exempel 6.1.1 och Exempel 6.1.2 ser vi att ju kortare métsticka
vi anvinder desto storre blir var uppskattning av kusten. Skillnaden mellan
foljderna i Exempel 6.1.1 och Exempel 6.1.2 &r att den forstndamnda konver-
gerar medan den andra vixer obegransat. Fragan &r hur det &r i fallet med
Sveriges kust — konvergerar lingden nér métstickans langd gar mot 07

I bilden ovan ser det kanske ut som att métningen lidngst till hoger borde
ge en bra uppskattning av kustens lingd. Pa samma sétt som med Kochkur-
van behover vi dock ta hinsyn till fler och fler detaljer ju kortare métsticka
vi anvinder, vilket i sin tur kommer kridva att vi anvinder dnnu kortare
maétstickor. Nedan ger vi tva forstoringar av kusten, den ena mer detaljerad
&n den andra.

Figur 6.1: En forstoring av en remsa Figur 6.2: En mer detaljerad for-
av Sveriges kust. storing av en mindre del av kusten.

Det man ska ta med sig fran dessa bilder &r att vi ser fler och fler detaljer
som behover métas ju hogre upplosning vi anvinder. Det &r precis som med
fraktaler, deras strukturer upprepar sig nir man tittar noggrannare. Om man
ar en riktigt hangiven kustlingdsmétare sa bestimmer man sig kanske till slut
for att ga lings med kusten och mita den meter for meter. Aven hir stoter
man pa problem eftersom en godtycklig kustbit ser ut som pa bilden nedan.

Notera att dven denna lilla kustremsa ar véldigt kantig av sig. Tittar man
dnnu noggrannare behover man méta runt alla grus- och sandkorn. Varenda
litet sandkorn &r i sig sjélv ocksa kantigt, och sa fortsitter det. Ju noggrannare
man tittar, desto fler detaljer ser man. Man inser till slut att Sveriges kust,
precis som Kochkurvan, dr odndligt lang. Kusten har ndmligen en fraktal di-
mension d som man kan uppskatta till d ~ 1.1. Det dr nagot som en ordentlig
kustlingdsmiitare far ta i beaktande.

Anmirkning 6.2.1. Vi vill poangtera att de bilder pa Sveriges kust och de
vérden av dess ldngd som vi presenterar dr approximationer och kan skilja sig
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fran verkligheten. De ska ses som hjédlpmedel for vara forklaringar, inte som
detaljstudier 6ver exakta virden av Sveriges kustlingd. Notera ocksa att man
i verkligheten enbart kommer se atommoln nér vi tittar allt for noga och da
blir begrepp som lingdmatt meningslosa. Vi bortser fran detta i férklaringen
ovan.

Att langden blir oéndligt lang géller dven for vissa landgranser, och det héir
upptécktes forsta gangen av Lewis Fry Richardson som noterade att lingden av
gransen mellan Portugal och Spanien varierade mycket beroende pa vem man
fragade. Han insag att detta berodde pa noggrannheten i deras métningar.
Ar 1967 publicerade Mandelbrot en artikel med namnet ” How Long Is the
Coast of Britain? Statistical Self-Similarity and Fractional Dimension” dar
han forklarade detta fenomen matematiskt med hjélp av den fraktala dimen-
sionen. Notera att Mandelbrot kallade det ”fractional dimension” och inte
"fractal dimension”. Anledningen till detta var att han vid denna tidpunkt
inte kommit pa ordet "fraktal” — det var forst ar 1975 som han myntade be-

greppet.

6.3 Plantickande kurvor

Nu nér vi sett att kurvor kan ha fraktala dimensioner som #r storre dn 1 kan
man fraga sig om det kan finnas ett exempel pa en kurva som har fraktal
dimension 2. Sadana kurvor existerar faktiskt! Vi kallar en kurva med fraktal
dimension 2 for plantickande da de ticker ett tvadimensionellt omrade. Den
forsta kurvan med fraktal dimension 2 upptéicktes av Giuseppe Peano ar 1890,
och plantidckande kurvor brukar ofta kallas for Peanokurvor efter honom. Den
kurva vi kommer betrakta hir beskrevs forst av David Hilbert ar 1891, bara
ett ar efter Peanos exempel, och den kallas dirfor for Hilbertkurvan.

Hilbertkurvan éir en kurva med dndpunkter H: [0,1] — R? som fullstindigt
ticker en kvadrat med sidlingd 1 i R%. P4 samma sétt som med Kochkurvan
kommer vi definiera denna kurva som en grins av en foljd av kurvor. For att
definiera den forsta kurvan i denna f6ljd sa delar vi in kvadraten i fyra mindre
kvadrater med sidldngd % och markerar mittpunkterna pa dessa. Dra sedan
linjesegment mellan dessa punkter som i figuren nedan. Denna kurva kallar vi
for Hl-

Fyra mittpunkter. Kurvan H;.

I nésta steg sa delar vi in vardera av vara fyra mindre kvadrater i fyra &nnu
mindre kvadrater med sidlangd % och markerar dessas mittpunkter. Vi har da
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16 punkter, en for varje kvadrat, och vi vill ha en kurva som gar igenom alla
dessa punkter genom att bestka varje kvadrat precis en gang. Det gor vi pa
foljande sétt.

16 mittpunkter. Kurvan Hs.

For nésta steg sa ser vi i figuren nedan till vanster att Hs i princip bestar utav
fyra kopior av Hq. For att konstruera Hg véljer vi darfor att byta ut de fyra
kopiorna av H; mot fyra kopior av Ho.

Fyra kopior av Hj. Fyra kopior av Ho.

Slutligen sa lagger vi till linjesegment som sammanliankar de fyra kopiorna av
Ho, precis som de linjesegment som sammanlidnkade de fyra kopiorna av Hj.
Detta kommer skapa en kurva H3 som per konstruktion kommer ga igenom
alla 64 mittpunkter i de 64 kvadraterna med sidléngd %.

64 mittpunkter. Kurvan Hs.

Vi har nu visat hur man konstruerar kurvorna Hi, Hy och Hs. Genom att
iterera denna procedur far vi en f6ljd av kurvor (H,). Nedan visar vi de atta
forsta kurvorna i denna foljd.
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Hy Hy Hs Hy

Anmirkning 6.3.1. Beroende pa vilken upplosning, alternativt kvalitet pa
trycket, som man har sa kan det se ut som att Hg enbart ges av en svart
ruta, men det dr inte sant. Om man forstorar bilden sa ser man att det &r
stora ”hal” i figuren. Vi kan inte skapa en plantdckande kurva efter enbart ett
dndligt antal iterationer med denna procedur, men vi kommer visa att denna
foljd konvergerar mot en kurva som técker hela kvadraten.

Per konstruktion kommer kurvan H,: [0,1] — R? gd igenom vardera av de 4"

kvadraterna med sidléangd 2—1,, precis en gang. Lat oss numrera dessa kvadrater
i den ordning som kurvan H,, passerar genom dem — med borjan i det ovre

vénstra hornet. Enligt Sats 4.3.8 kan vi da dela in intervallet [0,1] i de 4"

delintervallen
1 1 2 4" —1
07 ol ol Tan s A | ) 1 ’
4n 4n’ 4n 4n

i—1 1
4n F

sa att H,(t) ligger i den i:te kvadraten precis da t € [ ] Lat oss forklara

detta med ett exempel.

Exempel 6.3.2. Betrakta kurvan Hy. Vi numrerar de 4> = 16 kvadraterna

med sidlangd 2% = % som i figuren nedan.
RIS 2| 15 16
4] 3 o113
5108 9 12
6 710 11
Kurvan Hs.
Till exempel géller att Ho(t) ligger i kvadrat 3 precis da t € [1%, %] A

Vi vill nu visa att foljden (H,) konvergerar mot en kurva H: [0,1] — R2
Detta gors pa ett liknande sétt till hur vi visade att f6ljden (K,) fran Kapitel 5
konvergerade mot Kochkurvan.
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Hjalpsats 6.3.3. For alla heltal n > 1 och alla tal t € [0,1] gdller att

2
|Hoa(6) ~ Ha(t)] < o

Bevis. Enligt konstruktionen av foljden (H,,) har vi att H,11(¢t) och H,(t)
ligger i samma kvadrat med sidlingd - for varje t. Det storsta avstandet

2n
mellan tva punkter i en kvadrat med sidlangd 2% ar langden av kvadratens

diagonal som &r (2%)2 + (2%)2 =2 2% Vi har darfor att

2

1
|Hosa(8) = Ha®) £ V2o <

Hjalpsats 6.3.4. Lat m,n vara positiva heltal med m > n. Da gdiller att

| Hyp(t) — Ho(t)]] < 4 <_ _ _>
for alla t € [0,1].

Bevis. Pa samma séitt som i beviset av Hjdlpsats 5.3.2 kan vi skriva

m—1

Hp(t) — Hy(t) = Z (Hisa(t) — Hi(t)).

1=n

Fran triangelolikheten och Hjélpsats 6.3.3 far vi nu att

m—1 m—1 9 m—1 1
[ Hon(t) = Ha(B)|| < Y [[Higa(z) — Hi(t)]| < > 5 =2 > 5
=n =n =n

Formeln fran Ovning 2.10 ger nu att

|mmw—mﬁw<z§§;=z(ﬂﬁiﬂz§:4(1 1).5

1—1/2 o gm

Sats 6.3.5. Fdljden (H,) dr en likformig Cauchyfoljd. Speciellt konvergerar
denna foljd likformigt mot en kurva H: [0,1] — R2.

Bewvis. Tag ¢ > 0. V&lj N sa stort att 2V > g. Da har vi att 4 - 2%\, < e. Tag
m,n > N.Om m =mnsa ir ||H,,(t) — Hy(t)|| = 0 < . Vi kan dérfor anta att
m > n. Da foljer fran Hjidlpsats 6.3.4 att

1 1

1 1
H,,(t) — H,(t 4| — — — 4. —<4.—
Hn(®) = B0l <4 (55~ 5 ) <4037 <40 e <

for alla ¢t € [0,1]. Dérmed har vi visat att foljden (H,) dr en likformig

Cauchyfoljd. Enligt Sats 5.2.1 konvergerar déarfor denna foljd mot en kurva
H:[0,1] — R2 O

Definition 6.3.6. Kurvan H fran Sats 6.3.5 kallas for Hilbertkurvan.
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An sa linge har vi inte visat att kurvan H verkligen téicker hela kvadraten,
dven om bilderna ovan ger oss hopp om att det kan vara sant. Detta visar vi
nu.

Sats 6.3.7. Hilbertkurvan H gar igenom varenda punkt i kvadraten.

Bevis. Tag en punkt (z,y) i kvadraten. Vi vill da visa att det finns ett tal

€ [0,1] sa att H(t) = (z,y). Fixera ett heltal n > 1. Da giller att (z,y)
hgger inagon av de 4" kvadraterna med 51dlangd . Per konstruktion kommer
kurvan H,, ga igenom mittpunkterna av alla de 4” kvadraterna. Speciellt finns
det ett t, € [0,1] sa att H,(t,) ir lika med mittpunkten i den kvadrat som
(x,y) ligger i. Med samma argument som i beviset av Hjilpsats 6.3.3 far vi
att

|Ha(tn) ~ (2, 9)] < o

Lat I,, beteckna det delintervall [ O 4;L] [0,1] som innehaller ¢,. Vi vill
nu relatera denna information till Hllbertkurvan H. Ett till synes komplicerat
séitt att skriva H(t,) pa dr som H(t,) = Hp(tn) + > oi0,, (Hiv1(tn) — Hi(tn)),
se Ovning 5.8. Detta kommer dock visa sig vara anvindbart, och fran triang-
elolikheten far vi nu att

HH(tn) - (x,y)|| = H (Hn(tn) + Z(Hi—l—l(tn) - Hz(tn))> - (x,y) §
< [ Hn(tn) = (2, )] + Z(Hi—l—l(tn) — Hi(ty)) ‘

Ovning 6.10 visar att triangelolikheten, under vissa forutsittningar, dven gil-
ler for ”odndliga summor” av tal. Samma bevis kan man &dven anvénda for
att visa att triangelolikheten géller, under vissa forutsiattningar, for ”oandliga
summor” av punkter i R?. Anvinder vi detta, tillsammans med Hjilpsats 6.3.3,
far vi att

[H(tn) — (@, y)l| < [ Hn(tn) — (2, 9)| + ZHi-i-l(tn) — H;(tn)

i=n

< |[Hn(tn) = (z,9)| + Z [His1(tn) — Hi(tn)]| <

o0 o0

2 2 2 1
i=n =n
Fran Ovning 2.10 har vi att
i 112 2
La2i 1 —1/2 2n’
1=n
Alltsa giller det att
2 6
|H (tn) — (z,9) \< +2 Z ——+2 > =
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For varje n > 1 far vi alltsd ett t, € [0,1] s& att |[H(t,) — (z,y)] < =.
Eftersom % — 0 niir n — oo har vi visat att det finns en foljd (¢,) si att
|H(t,) — (x,y)|| — 0 da n — co. Med andra ord har vi hittat en f6ljd (¢,) sa

att H(t,) — (x,y) da n — oc.

Konstruktionen ovan ger dven en foljd av intervall Iy D Iy D I3 D ... vars
laingd gar mot 0 och dér ¢, € I, for varje n. Eftersom ldngden av interval-
len gar mot 0 sa kan man visa att foljden (t,) konvergerar da n — oo, se
Anmérkning 5.1.6. Lat t = lim,,_, t,. Da H &r kontinuerlig foljer det nu fran
Sats 4.3.5 att

(z,y) = lim H(t,) = H< lim tn) = H(t).

n—oo
Det finns alltsa ett tal ¢ € [0,1] sa att H(t) = (x,y). Eftersom (z,y) var en
godtycklig punkt i kvadraten foljer det nu att H maste ga igenom varenda
punkt och darmed técka hela kvadraten. O

Resultatet av denna sats dr hidpnadsvickande eftersom det visar att nagot
tvadimensionellt kan téckas av nagot endimensionellt. Detta gar i strid med
den intuitiva bilden av dimension som vi gav i slutet av Kapitel 4 och visar
att dimensionsbegreppet dr svart att arbeta med. Teorin som behovs for att
forklara dimensioner mer ordentligt dr bade intressant och spannande, men vi
har tyvérr inte mojlighet att ga igenom denna teori hér.

Anmirkning 6.3.8. Plantickande kurvor existerar inte enbart for att skapa
huvudbry hos matematiker utan har dven tillimpningar i industrin. Kurvor i
foljden (H,,) har anvénts for att konstruera antenner i mobiltelefoner. Eftersom
mobiler dr s& sma har man en vildigt liten yta att fa plats med en antenn, och
darfor ar nastintill plantickande kurvor vildigt anvindbara da de anvénder
sa mycket av utrymmet som maojligt och kan dérfor ge effektiva antenner.

Ovningar

Ovning 6.1 (%*). Visa att Hilbertkurvan H = lim,,_,», Hy, har fraktal dimen-
sion 2.

Ovning 6.2 (x%). Berikna den fraktala dimensionen av Sierpinskitriangeln
genom att anvénda foljden av kurvor fran Exempel 5.4.1.
(Ledning: Om 2% = 3 sa dr d = log,(3) ~ 1.58).

Ovning 6.3 (). Beriikna den fraktala dimensionen av Kochsnéflingan fran
FExempel 5.3.7.

Ovning 6.4 (). Berikna den fraktala dimensionen av Jurassic Park-kurvan
fran Exempel 5.4.2.

Ovning 6.5 (%% *). Lat F: [0,1] — R? vara ett linjesegment av lingd 1.

(i) Hitta en f6ljd (F),) som konvergerar mot F' ddr F), &r en union av n
stycken linjesegment av langd %
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(ii) Visa med denna f6ljd att F' har fraktal dimension 1.

Ovning 6.6 (x *x). Lat F: [0,1] — R? vara definierad av F(t) = (0,0) for
alla ¢t € [0,1]. V&lj en foljd (F,) som konvergerar mot F' dir F), dr ett enda
linjesegment av langd % for n > 1. Vad &r den fraktala dimensionen?

Ovning 6.7 (%). Rita upp Hs och numrera kvadraterna med sidlangd % pa
samma sitt som i Exempel 6.3.2. For vilka t € [0,1] géller att Hs(t) ligger i
kvadrat 187

Ovning 6.8 (x). Kopiera av bilden fran Exempel 6.3.2 och rita in kurvan Hs
i den. Markera i bilden den 18:de kvadraten med sidldngd % fran Ovning 6.7.

Forklara nu med hjilp av bilden varfor ||Hs(t) — Ha(t)|| < @ for t =

(Ledning: t € [%, %] - [%v 1_56])

17
64°

Ovning 6.9 (%%). Denna och ndsta dvning kan lésas med teorin fran Kapi-
tel 2. Anledningen till att de dr med hdir dr for att forklara ett steg i beviset av
Sats 6.3.7.

(i) Visa den omwdnda triangelolikheten

||z = [yl| < |z —y]
for alla z,y € R. (Ledning: Anvind triangelolikheten pa |z — y + y|.)

(ii) Lat (x,) vara en talfoljd som konvergerar mot a € R. Visa att |z,| — |a]
nar n — oo.

Ovning 6.10 (x ). Denna 6vning gar ut pa att visa att triangelolikheten
dven gar att tillimpa pa ”oédndliga summor”.

(i) Lat (zy,) och (y,) vara tva talféljder som konvergerar mot a respektive
b och antag att xz, <y, for alla n > 1. Visa att a < b. (Ledning: Visa
att @ —e < b+ ¢ for alla € > 0 och hitta en motséigelse om a > b.)

(i) Lat (a,) vara en talfsljd. For varje heltal n > 1 skriver vi p, = > " a;
och ¢, = > | |a;|. Antag att foljderna (p,) och (g,) konvergerar och
skriv

0.] (0. ]
lim p, = E a, och lim g, = E lan|.
n—o0 — n—00 —

1= 1=

o0 o0
Do <) lail
i=1 i=1

(Ledning: Anvind Ovning 6.9.)

Visa att
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7 Mandelbrotméingden

Ett bade intressant och spdnnande matematiskt problem #r att studera sa
kallade dynamiska system. Som exempel kan ndmnas viderprognoser dar man
forsoker forsta hur vidret kommer foréandras med tiden, eller nagot sa ”enkelt”
som att forsta hur en biljardboll ror sig over ett biljardbord utan friktion.

Det var just for att studera dynamiska system som Benoit Mandelbrot i slu-
tet av 1970-talet borja underscka egenskaperna hos en viss méngd som senare
fick hans namn — Mandelbrotmdngden. Vi kommer i detta kapitel definiera
denna méngd och visa nagra egenskaper hos den. Dérefter kommer vi dven
definiera sa kallade Juliamdngder och férklara hur de hinger ihop med Man-
delbrotméngden.

Eftersom Mandelbrotméngden dr definierad som en delméngd av det komplexa
talplanet borjar vi med en kort introduktion till komplexa tal.

7.1 Komplexa tal

Det imagindra talet i &r ett tal med egenskapen att i> = —1. Med andra ord

giller att
1=+v-1.

Vidare skriver man ett godtyckligt komplext tal som ett tal pa formen a + bi,
dédr a,b € R. Denna konstruktion kan mahénda kénnas mérklig, vilket dven
de som forst studerade dessa tal tyckte — dérav adjektivet imagindrt som i
icke-existerande. Vi kommer hér istéllet ge en annan definitionen av talet ¢
och de komplexa talen. Denna definition kan till en borjan synas artificiell,
men den har fordelen att det inte gar att ifragasidtta om talet ¢ verkligen finns
— givet att man tror pa att de reella talen existerar. Om man sedan tidigare
sett definitionen vi forklarade ovan sa ombeds ldsaren att forsidkra sig om att
dessa tva definitioner i slutdndan ger samma sak.

Vi har under hela kompendiet betraktat talplanet R? som bestar av ordnade
talpar (z,y) med z,y € R. I Kapitel 4 definierade vi &ven en addition mellan
punkter i R2. An sa linge har vi dock inte definierat nagon multiplikation
mellan punkter.

Definition 7.1.1. De komplezxa talen ar mangden
R? = {(a,b) | a,b € R}

tillsammans med operationerna:

e addition: (al, b1) + (CLQ, by) = (a1 + ag, by + ba),
e multiplikation: (a1,b1) - (ag,b2) = (a1as — bybe, a1be + biasg),

for alla a1, b1, a9,bs € R. Vi betecknar méngden av de komplexa talen med C.

Denna definitionen séger alltsa att de komplexa talen C bestar av de ordnade
talparen i R?, tillsammans med de tva operationerna addition och multiplika-
tion. Notera att varje punkt (a,b) € R? kan skrivas (a,b) = (a,0) + (0,b).
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Vi kan se R som en delméngd av C genom att identifiera ett tal a € R
med punkten (a,0). Det giller dven att (a1,0) + (a2,0) = (a1 + a2,0) och
(a1,0) - (a2,0) = (ajag,0), sa additionen och multiplikationen i C dr kompa-
tibel med multiplikationen i R. For att slippa skriva ut parenteser ¢verallt sa
infor vi foljande notation.

Notation 7.1.2. For alla a,b € R skriver vi (a,0) = a och (0,b) = bi. Ett
komplext tal (a,b) skrivs dédrmed

(a,b) = (a,0) 4+ (0,b) = a + bi.
Vi kommer oftast anvédnda z eller ¢ for ett godtyckligt komplext tal a -+ bi.
Fordelen med denna definition ar att det imaginédra talet ¢ #r nagonting sa
enkelt som en punkt i ett koordinatsystem, ndmligen punkten (0, 1). Detta dr

varken mer abstrakt eller onaturligt &n vanliga reella tal — protester mot att
vi bara "hittat pa” talet i &r saledes inte ldngre aktuella.

Sats 7.1.3. Talet i uppfyller att i = —1.

Bevis. Enligt definitionen av multiplikation har vi att
i =(0,1)2=(0,1)-(0,1) =(0-0-1-1,0-1+1-0) = (-1,0) = -1. O

Anmirkning 7.1.4. T allménhet har vi att multiplikationen fran Defini-
tion 7.1.1 fungerar som vanlig produkt av parenteser, sasom

(a1+b1i)-(ag+bai) = ajag+arbei+biagi-+bibei® = (ajag—biba)+(arba+bias)i.
Eftersom ett komplext tal z per definition motsvarar en punkt (a, b) i talplanet
R? kan vi dven anviinda koncept fran geometrin for att studera komplexa tal.

Definition 7.1.5. Lat z = a + bi € C. Absolutbeloppet av z &r normen av
punkten (a,b) € R?, och vi skriver

12l = lI(a, b)|| = Va* + b2

Definition 7.1.6. Lat z = a + bi € C. Det komplexa konjugatet av z &r det
komplexa talet Z = a — bi.

z=a+ b
b+ 3 .
b
VAT
|
) a
bl e zZ=a—bi

Figur 7.1: Den geometriska tolkningen av absolutbeloppet av z = a + bi &r
som avstandet fran punkten (a,b) till origo. Den geometriska tolkningen av det
komplexa konjugatet av z dr som speglingen av punkten (a,b) i z-axeln.
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7.2 Mandelbrotméingden

I Kapitel 2 definierade vi en talfoljd av reella tal som en funktion f: Z, — R.
P& samma siitt dr en komplex talfoljd en funktion f: Z, — C. Med andra ord
ar en komplex talfoljd en f6ljd 21, 29, ... dér z, = f(n) &r ett komplext tal for
varje n € Z.

Definition 7.2.1. Lat (z,) vara en komplex talfoljd. Vi séger att (z,) &r en
begrinsad f6ljd om det finns nagot D € R sa att ||z,|| < D for alla n > 1.

Vi dr nu redo att definiera Mandelbrotméngden.

Definition 7.2.2. For varje ¢ € C bildar vi den komplexa talféljden (c;,)
genom att lata ¢; = ¢ och ¢,11 = ¢ + ¢ for alla n > 1. Mingden

M ={c e C| (¢) &r en begrinsat foljd}

kallas for Mandelbrotmdngden.

Enligt definitionen &r Mandelbrotméngden den delméngd av C som bestar av
de komplexa tal ¢ sa att foljden

¢, +e, (+c)P?+e, ((c2+c)2+c)2+c,
ar begriansad. For att forsta denna definition borjar vi med nagra exempel.
Exempel 7.2.3. Lat ¢ = 0. Da ér
c1=0,c=0240=0, c5=0*+0=0, ....

Vi ser att ¢, = 0 for alla n sa foljden (c,) &r begransad — vi kan till exempel
vilja D = 1 i Definition 7.2.1. Darmed géller att 0 € M. A

Exempel 7.2.4. Talet ¢ =2 ¢ M. Det gar att se eftersom foljden
c1=2 0=2242=6, c3=6>2+2=38, ...
kommer ga mot odndligheten och &r darfor inte begransad. A

Exempel 7.2.5. Om vi sédtter ¢ = i blir de forsta termerna i f6ljden
® ¢ =1,
ecr=c+c=i+i=-1+i,
ecs=citc=(-1+i) +i=1-2i—1+i=—i,
eci=c+c=(—i)?+i=—-1+i.

Notera nu att ¢4 = —1 + 7 = ¢o. Saledes ser vi att foljden efter ¢4 kommer att
upprepa sig. Till att borja med &r
C5:CZ+C:C%+C:C?,

och i allménhet har vi att ¢,12 = ¢, for alla n > 2. Det betyder att det storsta
vérdet som absolutbeloppet av (¢,) kan ta i denna foljd dr nagot av talen
lé]|, || — 1+ och || —i||. Enligt Ovning 7.2 &r dessa tre tal mindre &n D = 2.
Dérmed &r denna foljd begrénsad vilket betyder att ¢ € M. A
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Metoden vi anvénde i det forra exemplet gar att anvianda i storre allménhet,
sa vi gor foljande definition.

Definition 7.2.6. En komplex foljd (z,) &r periodisk med period m € Z, om
Zn = Zn4m for alla m > 1 och m &dr minimal med denna egenskap. En f6ljd ar
semi-periodisk med period m om det finns nagot k > 1 sa att z, = 2,1, fOr
alla n > k.

Exempel 7.2.7. Foljden 1,0,1,0,1,0,... &r periodisk med period 2. Om
vi istéillet betraktar foljden 1,2,3,1,0,1,0,1,0,... sa ser vi att den &r semi-
periodisk med period 2 eftersom den borjar upprepa sig efter ett tag. A

Sats 7.2.8. En komplex talfoljd (z,) som dr semi-periodisk med period m € Z
ar begrdansad.

Bevis. Vi maste visa att det finns nagot reellt tal D sa att normen ||z,| < D
for alla n > 1. Eftersom foljden (z,) &r semi-periodisk med period m sa
finns det ett k& > 1 sa att z, = z,1, for alla n > k. Speciellt géller att
2k = Zkam. Det betyder att de enda olika termerna som férekommer i f6ljden
ar z1,22,...,2k+m—1, och for alla n > k 4+ m sa giller att z, &r nagot av de
tidigare viirdena. Lat D,, = ||z,| for n = 1,2,...,k +m — 1 och sétt D till
det storsta av dessa. Da giller att ||z,|| < D for alla n > 1 sa foljden &r
begransad. O

Exempel 7.2.9. Visag i Exempel 7.2.5 att f6ljden vi far fran att vélja ¢ =i
ar semi-periodisk, och beviset ovan &r en generalisering av metoden vi anvénde
i det exemplet for att visa att (¢,) var begrénsad. A

Vi har nu definierat Mandelbrotméngden och har for hand bestdmt huruvida
nagra enstaka punkter tillhor méngden eller inte. Eftersom det finns odndligt
manga punkter i C sa kan vi inte testa alla punkter for att undersoka om
de ligger i Mandelbrotméngden, men det gar dnda att skissera méngden med
hjalp av datorer. Ett anvindbart resultat for detta &ndamal dr foljande.

Sats 7.2.10. Lat ¢ € C. Om det finns ett n > 1 sa att ||c,|| > 2 sa drc g M.
Speciellt gdller att om ||c|| > 2 sa dr ¢ ¢ M.

Bevis. Lat n > 1 vara det minsta heltalet sa att ||c,| > 2. Da giller &ven att
llenll > |lc|| eftersom om ||c|| > 2 sa viljer vi n = 1 med ¢; = c.

Vi kan alltsa anta att |c,|| > ||c|| och ||cp|| > 2. Fran den omvénda triangelo-
likheten, se Ovning 7.5, har vi att

lensill = llen +ell = llen ]l = llell-
Eftersom ||c|| < ||ey || foljer att
lenall = eqll = llell > lleall = llenll
Enligt Ovning 7.3 géller att ||c2|| = ||c,||?. Vi kan dérfor skriva

lensall = ezl = llenll = llenll® = llenll = llenll - (llenll — 1)
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Eftersom ||, || > 2 sa &r [|c,|| — 1 > 1. Lat = [|¢, || — 1. Vi har da visat att
llens1]l = x - ||en|| > 2. Genom att upprepa argumentationen for ¢, utbytt mot
Cn1 far vi att

lentall = @ - llensall = 22 - lleal.

I allménhet far vi att ||cpml| > 2™ - [[cn|| > 22™. Eftersom o = ||, || — 1 > 1
vaxer denna f6ljd obegrinsat nir m véxer, sa ¢ ¢ M. ]

Detta resultat sdger speciellt att alla element i M ligger inuti cirkeln med
radie 2 och centrum i origo. Vi kan dérfor rita upp en skiss av Mandel-
brotméngden genom att vélja massor av punkter inom denna cirkel och med
dator testa om de forsta tusen termerna i de motsvarande foljderna haller sig
innanfor cirkeln. Gor vi detta far vi foljande figur som &r en bra approximation
av den riktiga Mandelbrotméangden.

08k
06k
04k

02k

0zl
04k
06 -

08

Figur 7.2: Mandelbrotméngden fran Definition 7.2.2.

I denna figur ser det ut som att Mandelbrotméngden &r symmetrisk i z-axeln.
Med andra ord, det ser ut som att ¢ € M medfor att konjugatet ¢ € M. Detta
visar vi nu.

Sats 7.2.11. Lat ¢ € M. Da gdller att ¢ € M.

Bevis. Lat d = ¢ och lat (d,) vara foljden som definieras av d; = ¢ och
dpi1 = d? +d for allan > 1. Vi behover visa att foljden (d,,) #r begrinsad om
(cn) dr det. Detta kommer vi gora genom att forst visa att d,, = ¢, for alla
n > 1.

Eftersom ¢; = c¢ &r det per definition sant att d; = ¢ = ¢y. Vi visar nu att om
d, = ¢, for nagot n, da giller det att d,11 = Ch11. Antag darfor att d,, = &,.
Fran Ovning 7.6 har vi att z2 = 22 for alla z € C och &dven att z; + 22 = z21+ 722
for alla z1, 20 € C. Anvander vi dessa tva resultat far vi da att

dpp1=d2+c=c2+c=c2+c=c2+c=G71.
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Alltsa, om d,, = ¢, for nagot n > 1 sa &r dven d, 11 = ¢,11. Eftersom vi vet
att det dr sant for n = 1, det vill sdga att di = ¢y, foljer det att do = ¢3.
Eftersom det &r sant for n = 2 sa dr det darfor ocksa sant for n = 3, det vill
siga att d3 = ¢3. Darfor ar det ocksa sant for n =4,5,. ...

Vi har alltsa visat att d,, = &, for alla n > 1. Enligt Ovning 7.6 &r ||z]| = ||Z||
for alla z € C, sa det foljer nu att foljden (d,,) = (¢,) dr begriansad om foljden
(cn) dr begrénsad. O

Man kan visa att alla de sma utloparna vi ser i Figur 7.2 har fraktala struktu-
rer. Ett typexempel pa den fraktala strukturen hos Mandelbrotméngden kan
vi se nedan.

1.9 -1.85 1.8 175 1.7 165 1.6 4179 1785 178 1775 Li7 1765 .78 1755 175 1745

Figur 7.3: Upprepade forstoringar av Mandelbrotméngden.

Vi har hittat en mindre kopia av Mandelbrotméngden inuti Mandelbrotméng-
den! Med andra ord bestar Mandelbrotméngden av mindre kopior av sig sjélv.

7.3 Juliamingder

Vi vill hér forklara varfor Benoit Mandelbrot borjade studera méngden som
senare fick hans namn.

Tag en funktion f: C — C och vilj ett komplext tal z € C. Vi definierar nu en
specifik f6ljd 21, 22, ... genom att lata z; = f(z) och z,4+1 = f(z,) for n > 1.
Det betyder till exempel att zo = f(z1) = f(f(z)) och att z3 = f(f(f(z)))
Vi infér notationen f™(z) = f(f(...(f(2))...)) for n stycken upprepningar
av f. Da kan vi skriva z, = f"(z) for alla n > 1.
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Exempel 7.3.1. Lat f: C — C vara definierad av f(z) = 22. Lat oss studera
foljden f(i), £2(i), £3(i), . ... Eftersom f(i) =142 = —1, f%(i) = (—1)?> =1, och
f3(i) = 12 = 1, sa ser vi att denna foljd blir

~1,1,1,1,1,....

P4 ett liknande séitt fas att foljden (f™(2)) &r lika med 4,16, 256, . . .. A

Notera att den forsta foljden fran Exempel 7.3.1 &r begrénsad och att den
andra foljden inte dr det. En funktion f kan alltsa ha vissa startvirden som ger
begrénsade foljder och vissa startviarden som ger obegréinsade foljder. Det kan i
praktiken vara vildigt viktigt att forsta vilka startvirden som ger begriansade
foljder. Speciellt ndr véldigt sma fordndringar i startvirde kan ge oerhérda
skillnader i effekt.

Viérd att ndmna i detta sammanhang dr Edward Lorenz (1917-2008) som var
en av de forsta att anvinda datorer for att berikna vaderprognoser med hjilp
av matematiska modeller. Givet en viss form av indata hade han en avancerad
och berikningstung formel for att berdkna vidret for nésta dag. Forenklat
kan vi sdga att han hade en funktion f som, givet vidret z som indata, kunde
berikna vidret f(z) for nistkommande dag. Pa sa sitt kunde f2(z) ge vidret
efter tva dagar, f3(z) ge vidret efter tre dagar, och s& vidare.

Som vi kdnner till fran dagens véderprognoser, speciellt langtidsprognoser,
sa dr de sidllan korrekta. En anledning &r att de matematiska modellerna som
anvands ar vildigt kdnsliga for sma forandringar av startvirdet. Detta mérkte
dven Lorenz som noterade att samma berdkning med véldigt sma forédndringar
i indatat kunde ge helt olika prognoser for vidret efter nagra dagar. Det &r
dérifran den engelska termen the butterfly effect harstammar, som siger att
en fjérils vingslag kan skapa en storm pa andra sidan jordklotet. Med andra
ord, sma forandringar i indatat, motsvarande en fjirils vingslag, kan skapa
enorma skillnader i hur vadret forédndras over tiden, och kan till och med
orsaka stormar.

Ett intressant forskningsdmne ar dérfor att forsta hur dessa foljder ( f"(z))
beter sig for olika funktioner f och olika startvéirden z. Speciellt kan det vara
viktigt att forsta nir dessa foljder borjar vixa och bli valdigt stora, som i fallet
med de stormar som kan orsakas av en fjarils vingslag. I syftet att studera vilka
startviarden som ger begriansade funktioner gor vi foljande definition.

Definition 7.3.2. Lat f: C — C vara en funktion. Mingden
Ky ={z e C|foljden (f"(z)) ér begrénsad }
kallas for den ifyllda Juliamdngden till funktionen f.

Givet en funktion f: C — C sa bestar alltsa den ifyllda Juliamingden K av
de startvarden z € C sa att foljden

f(2), F2(2), £2(2),...

ar begriansad. Dessa méangder kan, precis som Mandelbrotméngden, ha valdigt
speciella utseenden.
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Exempel 7.3.3. Nedan visar vi tre exempel pa ifyllda Juliaméngder K for
tre olika funktioner f: C — C.

P Ra,
@ o~
€ e’

f(z) = 2° — 0.8 + 0.64i. f(z) =2 —0.2.  f(2) =24 1.085 +0.2.

Alla dessa har fraktala strukturer. A

Vi kommer framover enbart intressera oss for fallet da f: C — C &r pa formen
f(z) = 2% + ¢ for nagon konstant ¢ € C.

Exempel 7.3.4. Lat f: C — C vara definierad av f(z) = 22 + ¢ for nagon
konstant c¢. Nedan visar vi de ifyllda Juliaméngderna for fyra olika val av
konstanten c.

c=1. c=—0.8 —0.154.

c= —0.75 + 0.25¢. c=—0.8—-0.19:.

Notera att de ifyllda Juliaméngderna kan se vildigt olika ut, for olika vérden
pa konstanten c. De tva hogra bilderna har vérden pa ¢ som skiljer sig at med
enbart 0.04¢, men méngderna ser dnda helt olika ut. Vi ser dven att de tva tvre
méngderna bada ser ut att besta av varsin komponent medan de tva undre
bestar av flera separata bitar. Detta kommer vara av intresse for resultatet av
Sats 7.3.8. A

For att kunna forklara det sista resultatet i detta kompendium behdver vi ga
igenom nagra fler begrepp.

Definition 7.3.5. Lat X vara en delméingd av C. Randen av X bestar av de
punkter z € C som for varje ifylld cirkelskiva med z som mittpunkt innehaller
punkter bade i och utanfor X.
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Oftast kan man enkelt ténka pa randen sa som i figurerna nedan.

En méngd X. Randen till méngden X.

Exempel 7.3.6. Man kan till exempel betrakta randen av Mandelbrotméng-
den. Hipnadsvickande nog har denna méngd fraktal dimension 2 — precis som
Hilbertkurvan. A

Definition 7.3.7. Lat ¢ € C och definiera funktionen f : C — C genom
f(2) = 2%+ c. Vi definierar Juliamingden J; till f som randen av den ifyllda
Juliaméngden K.

Juliaméngder #r uppkallade efter matematikern Gaston Julia (1893-1978)
som, samtidigt med matematikern Pierre Fatou (1878-1929), studerade oli-
ka system som gav upphov till sidana méngder. Deras resultat inspirerade
senare Benoit Mandelbrot att studera Mandelbrotméngden.

Ett sista matematiskt begrepp som vi behéver ndmna ar sammanhdngande
méngder. En sammanhéngande méngd kan intuitivt beskrivas som en méngd
som sitter ihop och bestar av en enda komponent. Vi utelimnar den matema-
tiskt rigortsa definitionen fér detta och ber om lidsarens 6verseende.

Man kan med relativt avancerade metoder visa att Mandelbrotméngden &r
sammanhéngande. Detta bevisades av matematikerna Adrien Douady och
John Hubbard i borjan av 1980-talet. De var dven de forsta som kallade denna
méngd for just Mandelbrotméngden.

En intressant poéng i sammanhanget dr att man ldnge trodde att Mandel-
brotméngden inte var ssmmanhéngande. Anledningen var att datidens datorer
inte klarade av att gora lika manga berdkningar som dagens datorer, och den
datorgenererade bilden man fick fram av Mandelbrotméngden sag ut att besta
av flera separata komponenter. Detta kan vi d&ven se i Figur 7.2, dér nagra fa
punkter inte d&r sammanbundna med resten av figuren, eftersom bilden inte dr
tillrackligt hogupplost.

Foljande sats har vi inte mojlighet att bevisa i detta kompendium — sérskilt
eftersom vi inte gett nagon rigorts definition for begreppet sammanhéngande
— men som motiverar varfér Mandelbrotméngden &r intressant.

Sats 7.3.8. Mandelbrotmdngden M ges av de ¢ € C sd att Juliamdngden Jy,
med f.(z) = 2% + ¢ dr sammanhdingande.

Exempel 7.3.9. I Exempel 7.3.4 har vi ritat upp de ifyllda Juliaméngderna
och inte bara deras rander som ar de egentliga Juliaméngderna. Oavsett géller
att de tva Ovre figurerna har sammanhingande rander sa de motsvarande
konstanterna c¢ tillhér Mandelbrotméngden. De tva undre dr inte samman-
héngande sa de motsvarande konstanterna ¢ for dessa figurer tillhor inte Man-
delbrotméngden.
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Notera att konstanterna i de tva hogra bilderna skiljer sig at med enbart 0.044,
trots att den ena méingden dr sammanhéngande och den andra inte &r det.
Detta kan vi nu forsta fran Figur 7.2 eftersom ¢ = —0.8 — 0.15¢ ligger vildigt
nédra randen av Mandelbrotméngden. Da Juliaméngden till ¢ = —0.8 — 0.19
inte &r sammanhéngande inser vi att detta ¢ ligger precis utanfor Mandel-
brotméngden. Punkter pa randen av Mandelbrotméngden ar alltsa instabila
och vildigt sma fordndringar av dessa, motsvarande en fjérils vingslag, kan ge
upphov till helt olika Juliaméngder. A

Ovningar

Ovning 7.1 (). Visa att z = 1 + 3i ér en 16sning till 22 — 2z + 10 = 0.

Ovning 7.2 (). Berikna |i||,|| — 1 — || och || —il|.

Ovning 7.3 (). Visa att [|2%|| = ||z||? for alla z € C.

Ovning 7.4 (x). Visa att z -z = ||2||2.

Ovning 7.5 (%). Visa den omwdnda triangelolikheten i C som séger att
Iz = 2zl = [lz1]] = [zl

for alla 21,29 € C. Anviind detta for att visa att ||z1 + 22| > [|21]| — ||22]| for
alla z1, 29 € C. (Ledning: Jamfér med Ovning 6.9.)

Ovning 7.6 (#%). Visa foljande egenskaper hos det komplexa konjugatet.

(i) Visa att ||Z|| = ||z] for alla z € C.
(il) Visa att z1 + 29 = z1 + 23 for alla z1, 29 € C.
(iif) Visa att 22 = 22 for alla z € C.
Ovning 7.7 (). Tillhor talet 1 Mandelbrotmingden?

Ovning 7.8 (). Bestdm om c tillhér Mandelbrotmingden for:

c=—1,

Ovning 7.9 (). Visa att talet % tillhér Mandelbrotméngden. (Ledning: Lat
f(2) =22 + L och visa att om z € [0, 3] sa giller att f(z) € [0,3].)

Ovning 7.10 (xx*). Lat f: C — C definieras av f(z) = z2. Rita upp den
ifyllda Juliaméngden K till f.

73



8 Fraktaler i naturen

Benoit Mandelbrot hivdade att var virld bestar av fraktaler. Ar det sant?
Teorier &r aldrig perfekta utan kan enbart ge modeller som approximerar
verkligheten till en viss grad. Tittar vi pa foljande bilder, tagna av kompen-
dieforfattarna, sa kan man dock fa en kinsla av att Mandelbrot hade ritt.

Figur 8.5: Ett trid. Figur 8.6: Frost.
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Losningar till udda 6vningsuppgifter

Ovning 1.1.

(i) BUC = A.
(i) BNC = 0.

(iv) {re D|2z€ B} =DnB={1,19,101}.

)
i)

(ili) DNC = {4,36}.
)

(v) {x € A|xz=y+1 for nagot y € D} = {2,5,20,37,102}.
)

(vi) {z+1 |z e D} ={2,5,20,37,102}.

Ovning 1.3. Tag = € N, det vill siiga att = &r nagot av talen 0,1,2,3,.... T
synnerhet géller x € {0,1,2,...,2} = B, och dirmed x € ByU B UByU....
Eftersom x var godtycklig visar detta att NC ByU By UBy U .. ..

Omviént, antag att © € BoU B1 U By U.. .. Det betyder att det finns ett heltal
n>1saatt x € B, ={0,1,2,...,n}. I synnerhet giller x € {0,1,2,...} =N.
Detta visar att ByUB1UByU... CN.

Eftersom bada inklusioner N C BU B UByU... och BUB{UByU... CN
géller kan vi dra slutsatsen att N= BoU By U By U .. ..

Ovning 1.5. (i) Nej, /7 finns inte i R f6r negativa 2. Men f(x) = \/z ger
en funktion fran Ryg = {z € R | z > 0} till R.

(ii) Nej, det sdgs inte vad f(1) ska vara. Med om vi till exempel sétter
f(1) = blir det en funktion.

(iii) Nej, det finns tva olika virden for f(a). Om vi tar bort det ena blir det
en funktion.

Ovning 1.7. Alla utom ”Mingden av de naturliga talen” &r pastaenden. Det
enda pastaendet for vilket vi kan avgdra om det dr sant eller falskt &r ” Varje
méngd innehaller minst ett element”, och detta pastaende dr falskt eftersom
den tomma méngden inte innehaller nagot element.

Ovning 1.9. Vi ger tva exempel som visar att kravet behovs. Om vi inte har
att x,y > 0 sa finns tva fall. Antingen dr bade x och y negativa eller sa &r
precis en av dem negativa.

Om bada &r negativa sa kan vi ta foljande exempel: Lat z = —1 och y = —2.
D4 giller att x > y. Vi beriiknar 22 = (—1)? = 1 och y? = (—2)? = 4, sa det
foljer att

2 =1<4=4>°
Om precis en &r negativ, sig y, sa kan vi till exempel vélja: z = 1 och y = —2.
DA giller att z >y men 22 =12 =1 < 4 = (-2)? = ¢%

Ovning 2.1. Vi riknar ut dem en efter en.
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1242

e n=1:Dadr 1 = —= = 3.
.’I’L:2:D§/ér$2:22—+2:3.
on:3:Dééira:3:32T+2:%.
on:4:Déér$4:4QZ2:%:%.

De forsta fyra termerna ar alltsa 3, 3, %, %.

Ovning 2.3. Denna fraga kan omformuleras till: vilka z ligger pa avstand
som mest 4 fran talet 2. Ritar vi upp tallinjen och markerar talet 2 sa ser man
da direkt att —2 <z < 6.

Man kan ocksa rikna ut det pa foljande sétt. Det finns tva fall, antingen ar
z—2>0ellersaarz—2<0.

I fallet da x —2 > 0 sa dr x > 2 och x — 2 = |z — 2| < 4. Dessa olikheter ger
att 2 < x <6.Ifalletdaz —2<0saérz<2och —(r—2)=|r—2 <4
Detta kan skrivas om till x < 2 och © — 2 > —4, vilket ger att —2 < x < 2.

Sammanstéller vi resultaten ovan far vi att |z — 2| < 4 precis da —2 < z < 6.

Ovning 2.5. Tag € > 0. Eftersom (x,,) konvergerar mot a sa finns ett N; sa
att |z, — a| < e for alla n > Nj. Eftersom det bara finns dndligt manga tal
n med x, # y, sa finns ett tal Ny sa att x, = y, for alla n > Ns. Lat nu
N = max(Ny, No). For alla n > N giller da att x,, = y, vilket ger att

|yn_a|:|xn_a|<€'

Foljden (y,) konvergerar dérfér mot a.

Ovning 2.7. (i) Foljden (a,) ir definicrad av a, = V3

4n
Observera at?‘f 3”:;)/5 = @ . Z_Z = @ (2)". Enligt Ovning 2.6 konverge-

rar foljden (Z)n mot 0 eftersom % < 1. Enligt Sats 2.3.1 géller da dven

att a, = @ . (%)n konvergerar mot 0.

for varje n > 1.

(ii) Foljden (I,) &r definierad av I, = 2,‘3—:} for varje n > 1. Notera att
23—: =2 ;’—Z =2 (%)n Tag K > 0. Efterﬁom % > 1 finns, enligt
egenskapen som namnts i uppgiftslydelsen till Ovning 2.6, N > 1 sa att

(%)n > K for alla n > N. Da giller dven att [,, = 2 - (%)" > K for alla

n > N sa foljden gar mot odndligheten.

Ovning 2.9. (i) Det ir klart att hojden av denna figur #r summan av
r 4+ d dér d &dr diagonalen av kvadraten med sidlangd % Med hjalp av
Pythagoras sats beréknas diagonalen av kvadraten till

(CIRICIREE

Dérmed ar hojden lika med r+d =1r 4+ r = 2r.

76



(i)

(iii)

Eftersom den ursprungliga kvadraten har sidlingd 1 géller att héjden
av Ty dr 2 -1 = 2 enligt (i).

Notera att vi skapat Ty genom att placera flera kopior av Y, ovanpa 15
dar r &ar sidlingden av de minsta kvadraterna i 73, och enligt Exem-
pel 2.2.13 ar r = % Per konstruktion ar hojden av T} lika med summan
av hojden av Th och hojden av Y, = Y7 5. Hojden av T5 riknade vi ovan
ut till 2 och hojden av Y7o ér lika med 1 enligt (i).

Déarmed &r hojden av Ty lika med 2 + 1 = 3.

Pa samma sitt dr Tg konstruerad genom att placera figurer Y} /4 ovanpa
T}. Eftersom hojden av Ty &r 3 och hojden av Yy /4 dr %, enligt (i), far vi
att hojden av Ty ar 3 + % = %

N[

[\)

Lat h, vara hojden av Tb, for n > 1. Fran ovan har vi att hy = 2,
ho =2+ 1 =3 och hj :2+1+% = % Vi inser att Ty kommer ha hojd
hy=2+1+ % + % = % och i allménhet att

1 1 1 n—2 1 i
1=
Nér n — oo far vi héjden av Pythagoras trad till
11 2 /1)’
h=24+14+_-+—-+4+...=2 — .
Hl+g+7+ +§<2>

Enligt Exempel 2.3.2 fas darmed att

MEPUE oY E A NPT SRS
=2+ (3 =2hqop=2ea=d
=0

Lat b,, vara bredden av T5, for n > 1. Vi ser pa samma som ovan att
bredden av T5 &r by = 2, att bredden av Ty dr b =2+ 2 -1 = 4 och att
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hojden av Tg dr b3 =2+2-14+2- % = 5. I allménhet inser vi att bredden
av Ty, ar
1 1 1 1N
bn:2+2-1+2-—+2-—+...+2-w:2+2-Z<§> .
i=0

Nar n — oo far vi bredden av Pythagoras trad som vi med Exempel 2.3.2
kan ber#kna till
b=2+2- -] =242

- ;( 2) +2 :

Ovning 3.1. Vi ritar ut de tva hjilplinjerna y = = — % och y = —x + %.
Med hjalp av dessa kan vi rita upp funktionsgrafen som unionen av de feta

=2+2-2=6.

linjesegmenten nedan:

A

3
R

N[

oL
1

Ovning 3.3. Tag ¢ > 0. For x € R giller att
f(z) — £(0)] = [2® — 0?| = [2?] = |z]* = |z — 0]
Vi viiljer nu § = /e vilket ger att
@) =0 = |z -0 <62 = (ve)’ =¢

for alla € R som uppfyller |x — 0] < .
Ovning 3.5. Fixera p € X och tag ¢ > 0. For alla x € X giiller att
1_}‘ _|lp=2z| _|z—p|

el Ipl

|[f(z) = o)l = |- p o
Eftersom ﬁ < 1 for alla z > 1 giller att
et /RO N | P et
p| p|

Vilj 6 = |ple. Da géller att
w—pl 0 _lple _

[f(z) = fp)] < " FiT

for alla € X med |z — p| < 9.
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Ovning 3.7. Tag p € X och och lat (x,) vara en foljd i X som konvergerar
mot p. Eftersom f &r kontinuerlig sa séger Sats 3.2.7 att lim, o f(x,) = f(p).
Pa samma sétt giller att lim, o g(2,) = g(p). Nu foljer det fran Sats 2.3.1
att

i ien) = Jim (FGon) + o)) = iy Fan) + Jig g(cn)
— 1(9) + 9(p) = h(p).

Enligt Sats 3.2.7 ar dérfor h kontinuerlig i p. Eftersom p var godtycklig géller
det att h dr kontinuerlig i varje punkt p € X.

Ovning 3.9. Lat fi(z) = 2z+2for0 < x < loch fo(zx) = 2+1for1 <a < 2.
Vi har att fi(x) dr kontinuerlig fran Exempel 3.2.8. Enhgt Ovning 3.5 &r
g(x) = % kontinuerlig for alla x > 1. Speciellt dr g kontinuerlig for 1 <z < 2.
Fran Ovning 3.7 och Ovning 3.8 sa dr déarfor fo(x) = 3g(x) + 1 kontinuerlig.
Eftersom f1(1) =4 = fo(1) sa ér f kontinuerlig enligt Sats 3.3.1.

Ovning 4.1. Bilden av funktionen G [ 1] — R?2 med G(t) = (t,t?) ar
den vilkinda andragradskurvan y = 2 For varje t giller har istéllet att
F(t) = (x,y) dir = y2. Detta &r den Vanhga kurvan y = 22 dér vi bytt plats
pa x och y. Bilden av F ar déarfor foljande bild.

14

—

1L

Ovning 4.3. Vi har att (2,3) — (=1,1) = (2 — (—=1),3 — 1) = (3,2). Dérfor
ar [|(2,3) — (=1L, 1] = I3,2)] = \/— Bilden visar att normen rdknar ut
avstandet med hjélp av Pythagoras sats.

\J
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Ovning 4.5. Tag ett p € la,c]. Om p # b sa ligger p i precis ett av intervallen
[a,b] och [b,c]. Eftersom bade F; och Fy #r kontinuerliga sa foljer det att
F &r kontinuerlig i p. Det &r alltsa klart att F': [a,¢] — R dr kontinuerlig i
alla punkter utom b. Eftersom F}(b) = F(b) aterstar darfor att visa att F &r
kontinuerlig i b om och endast om F(b) = F»(b).

Antag att F' ar kontinuerlig i b. Lat (¢,,) vara definierad av t, = b+ % for alla
n > 1. Da giller att ¢, > b for alla n sa F(t,) = Fy(t,). Eftersom bade F' och
Fy &r kontinuerliga foljer fran Sats 4.3.5 att

Fy(b) = lim Fy(t,) = lim F(t,) = F(b).

n—oo n—oo

Alltsa, om F' dr kontinuerlig i b sa dr Fy(b) = F(b).

Antag nu istéllet att F'(b) = Fi(b) = Fy(b). Tag ¢ > 0. Eftersom F; &r
kontinuerlig finns §; > 0 sa att [|[Fy(t) — F1(b)| < e for alla ¢t € [a,b] med
|t —b] < 6. Med andra ord &r [[Fi(t) — Fi(b)|| < e om b—6; <t < b. Pa
samma sétt dr Fy kontinuerlig sa det finns dy > 0 sa att ||[Fa(t) — Fo(b)|| < e
for alla ¢ som uppfyller b < ¢t < b+ do. Sétt § = min(d1,d2). Da giller att
|E(t) — F(b)| < e for alla t € [a,c] med |t — b|] < ¢, det vill siiga att F &r
kontinuerlig i b.

Ovning 4.7. Vi har att (4,2) + (—2,—1) = (2,1). I detta fall ser vi att
"triangeln” enbart ér ett linjesegment eftersom (4,2) och (—2,1) ligger pa
samma linje genom origo. Argumentet i beviset haller dock fortfarande — den
kortaste vigen fran origo till (2,1) &r linjen med ldngd ¢, och strickan a + b
svarar mot att forst ga hela viigen till punkten (4, 2) och sedan ga tillbaka till

(2,1).

. -
(_27_1)

Ovning 4.9. Vi ska visa att tva pastaenden dr ekvivalenta.

Antag forst att F' dr kontinuerlig. Fixera p € X och tag € > 0. Enligt anta-
gandet finns da § > 0 sa att |F(t) — F(p)|| < e for alla t € X med |t — p| <.
Eftersom F(t) = (fi(t), f2(t)) for alla t € X far vi att

1F(t) = Fp)|l = [|(f1(1), f2(t) = (f1(p), f2 ()|
(O = 1)+ (a0) — ) <=

for alla t € X med |t — p| < J. Detta ger att

(Fi(t) = £ + (f2(t) — fo(p))” < €2
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Eftersom kvadrater aldrig &r negativa sa betyder det att bade

(i) = hW)* < och  (fa(t) = fo(p)* <

Genom att applicera kvadratroten pa bagge sidorna av den véinstra olikheten
far vi nu med hjélp av ledningen att

A0 = A= () - Ap) <<

Alltsa giller att |f1(t) — fi(p)| < e for alla t € X med |t — p| < J, sa f; dr
kontinuerlig i p. Da p € X var godtycklig sa géller att fi dr kontinuerlig i alla
punkter. Pa samma sétt foljer att fo dr kontinuerlig.

Omviént, antag att fi och fo &r kontinuerliga. Fixera p € X och tag € > 0. Sétt
= % Eftersom f; dr kontinuerlig sa finns ; > 0 sa att | f1(t) — f1(p)| < & for

allat € X med |[t—z| < 01. Pa samma sétt finns dy > 0 sa att | fo(¢t)— fo(p)| < €
for alla [t — | < d9. Lat 6 = min(dy, d2). Da géller att

|F(t) = F(p)ll = \/(fl(t) — 1)+ (falt) — fap))? < V2 + 2 =22 =¢

for alla t € X med |t — p| < J. Detta betyder att F' &ar kontinuerlig i p. Da
p € X var godtycklig sa galler att F' ar kontinuerlig i alla punkter.

Vi har alltsa visat att om F' &r kontinuerlig sa ar f1 och fo kontinuerliga, samt
omviandningen.

Ovning 5.1. For varje n > 1 sa &r bilden av F), lika med linjen y = nz som
gar genom origo med lutning n.

1+ 1+ 1+

=
—t
—_

Fi(t) = (t,¢t) Fy(t) = (t,2t) F5(t) = (¢, 3t)

Ovning 5.3. Tag ¢ > 0 och lat N > % For alla t € [-1,1] och n > 1 géller

att
170 = Rl =0 - (1 5) [ = (0. 5) [ =y (5) = %

Eftersom t € [—1,1] s& giller att 0 < #? < 1 sa

I1F(t) = Fa()] =

t2< <1<
— —<ec
n_—n_ N

S

for alla n > N. Foljden (F),) konvergerar alltsa likformigt mot F.
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Ovning 5.5. Antag att (F},) ér en likformig Cauchyfoljd och tag e > 0. Da ska
det finnas ett N > 1 sa att ||F,(t) — F,,(t)]| < e for alla t € R och m,n > N.
Fixera N. Speciellt ska ovanstaende olikhet da gilla for n = N och m = N+1.

Fort € Roch m =N +1 och n= N har vi att
2 2 2
IF(t) = Eva®ll = | (65) - (6 o52) | = | (0% — #5)|

12 12

S — |2
N N+1 H‘N N+1‘
o W+ =N 5
N(N+1) N(N+1)
Oavsett hur stort N #r giller alltsa att om 2 > & - N(N + 1) sa ar
1 1
Fy(t) - F ] =t ——— -N(N+1) ——— =-=.

Det kan alltsa inte finnas ett N med den 6nskade egenskapen, sa foljden (F,)
ar inte en likformig Cauchyfoljd.

Exempel 5.1.4 visar att samma foljd &r en likformig Cauchyfoljd i fallet da
€ [—1,1]. Ovanstaende resonemang &r inte giltigt i det fallet eftersom vi inte
kan vilja t godtyckligt stort.

Ovning 5.7. Det verkar troligt att (G,,) konvergerar mot G(t) = (g(t), f(t)).
For att visa detta: tag ¢ > 0. Eftersom (F,) konvergerar mot F' sa finns N > 1
sa att ||F(t) — F,(t)]| < e for alla t € X och n > N. Notera att

IF(t) = Fu(®)]l = [|(f(t — (fa(®), gn(®)) |
= || (£t n7<w—%ww

:¢U@—n@f+@w—%wf
for alla t € X. Pa samma satt far vi att
|mw—aﬁm=¢(w—%@f (F() — fu()’

— VO = F0)* + (9t) — ga(1))?
— () - Exw<s

for alla t € X och n > N. Foljden (G,,) konvergerar alltsa mot G.

W for langden av varje linjesegment i D,,.
Per konstruktion géller att det maximala avstandet mellan D,,(t) och D,,41(t)
kommer vara héjden i triangeln:

Ovning 5.9. Skriv r, =
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Denna hojd berdiknas med Pythagoras sats till

() - 63 - <

Ovning 6.1. Fran konstruktionen gar varje kurva H,, genom mittpunkterna
av de 4" kvadraterna av sidlédngd 2%, vilket medfor att H, bestar av 4™ — 1
stycken linjesegment av lingd 2% Med notationen fran Definition 6.1.3 later
vi déarfor r, = 2% och k, = 4™ — 1. Da géller att

o e (AY (A)

Vi soker det minsta d > 0 sa att denna foljd konvergerar mot nagot dndligt
tal da n — oco. Det &r klart att denna f6ljd viixer obegrinsat om d = 0 sa vi
kan anta att d > 0. Eftersom 2% <1 om d > 0 sa foljer det fran Ovning 2.6
att lim,, oo (2%)” = 0. Vi har darmed att

4\" 1\" 4\" 1\"
. AT S R 1 [l R F il
i ) = i (50) -~ (30) ) = i (30) i ()
————
. 4\"
= ()

Denna f6ljd kommer vixa obegrinsat om % > 1. Notera att % < 1 om och

endast om 4 < 29 vilket ger att d > 2. Om d = 2 sa ar % = % = 1 och vi

far att lim,,—y o0 (zi)n = lim,,_yoo 1 = 1. Alltsa ar den fraktala dimensionen lika
med d = 2.

Ovning 6.3. Lat (J,,) vara foljden i Exempel 5.3.7. Vi visade i Exempel 6.1.2
att det for Kochkurvan gillde att K, bestod av 4" ! stycken linjesegment av
langd 3%1 Kochsnoflingan &ar konstruerad pa samma sitt som Kochkurvan,
den enda skillnaden &r att forsta termen i féljden &r bestar av tre linjesegment
av langd 1 istéllet for bara ett linjesegment. I varje steg kommer dérfor J,, besta
av tre ganger sa manga linjer som K,,. Dirmed giller att .J,, bestar av 3471
stycken linjesegment av langd 3%1 Med notationen fran Definition 6.1.3 har

vi alltsa att r,, = 3,1%1 och k, = 3-4""1. Da giller att

1 4 n—1
— . d — . n—1 « — = . R
Ty =kp-1r,=3-4 34(T) 3 <3d> .

for allan > 1.

Faktorn 3 spelar ingen roll fér konvergensen sa det foljer att den fraktala
dimensionen av Kochsnoflingan &dr samma som for Kochkurvan, vilket var

d =logs(4) ~ 1.26.

Ovning 6.5. (i) For varje n > 1 later vi F,(t) = F(t). Bilden av F ér
per definition ett linjesegment, och ett sadant &r en union av n styc-
ken linjesegment av lingd % Darfor géller uppenbart att foljden (F,)
konvergerar mot F'.
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(ii) Med notationen fran Definition 6.1.3 har vi att r, = 1 och k, = n.
Da giller att z,, = kn-rg = n-% = % =nl4 Om d < 1 sa &r
a=1—d>0.1Isafall & x,, = n® vilket vixer obegrinsat. Om d = 1
sa géller att x, = 1 vilket konvergerar mot 1. Alltsa &r d = 1 det
minsta talet sa att foljden konvergerar, sa den fraktala dimensionen &r

lika med 1.

Ovning 6.7. Vi numrerar kvadraterna pa foljande siitt:

1 4 ---5 ----- 6- ---59- ---6(:‘)----6} 64

SR LT e

Bl R I IR I

-17---'-1-8 31 323334 :_4_7 :_4§;

SO I DO Ut B BT N

22 :23 526 : 27 :38 :39 542 :43
Kurvan Hs.

Per konstruktion har vi valt Hs sa att Hj(t) ligger i kvadrat ¢ precis da
te [%, é] Med i = 18 giller alltsa att Hs(t) ligger i kvadrat 18 precis

da
17 18
64’64 |
Ovning 6.9. (i) Vi foljer ledningen och ser att

x| =z —y+y| <]z —y|+ |yl

Detta &r ekvivalent med |z| — |y| < |z — y|. P4 samma sétt far vi att
ly| = |z < [y — @ = [z — y|. Eftersom [y| — |z| = — (|| — |y[) foljer det
att [z — [yl[ < o —yl.

(ii) Tage > 0. Eftersom (z,,) konvergerar mot a finns N > 1 sa att |z, —a| <
e for alla n > N. Med hjilp av den omvénda triangelolikheten far vi nu
direkt att

||@n| = a]| < |zn —a| <&

for alla n > N. Alltsa konvergerar (|z,|) mot |al.
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Ovning 7.1. Vi riknar ut 22 = (1+30)2 = 14+ 6i4+9i®> = 14+6i —9 = —8+6i.
Darmed ser vi att

22— 22410 = (=8 +6i) — 2(1 + 3) + 10 = (—8 — 24 10) + (6i — 6i) = 0.
Ovning 7.3. Lat z = a + bi. Da giiller att
22 = (a + bi)* = a® + 2abi + b*i* = (a® — b*) + 2abi,

sa

122]] = [|(a® — b?) + (2ab)i| = /(a2 — b?)2 + (2ab)?
= Va* — 20202 + b + 4a2b2 = Vat + 2a2b2 + bt
=/ (a? +b2)2 = a® + b*.

Vi har dven att
2
12112 = [la + bil|? = <m> 2

Vi har alltsa att [|22| = a? + b2 = ||2]]2.
Ovning 7.5. Vi har att
Izl = |21 — 22 + 22|l < |21 — 22l + (|-
Genom att subtrahera bada sidorna med || 22| far vi att ||z1]|—[|z2]] < [|z1 —=22]|.

Ovning 7.7. Lat ¢ = ¢; = 1. Med notationen fran Definition 7.2.2 far vi da
att cg =c?+c=12+1=2o0ch c3 = c%—i—c = 2241 =5> 2. Enligt Sats 7.2.10
foljer déarfor att 1 inte tillhor Mandelbrotméngden.

Ovning 7.9. Lat ¢ = 1. Da vill vi visa att féljden (c,) frén Definition 7.2.2
ar begréinsad.

sa
sa

z2—|—%.0m0§z§

Vi foljer ledningen och studerar funktionen f(z)
%g . Alltsa, om 0 < z <

giller att 0 < 22 < %. Dérmed &r 0 < 22 +
giller att 0 < f(z) < 1.

Med ¢ = ¢; = I noterar vi nu att ¢o = ¢ + ¢ = > + ¢ = f(c). P4 samma
sett ser vi att ¢ = ¢ + ¢ = f(c2) = f(f(c)) = f?(c), och i allménhet att

cn+1 = ["(c). Eftersom

ol |
N[0 —

1
0<e< -
SC> 5
géller fran ovan att
1
Av samma anledning giller att 0 < f2(c) < %, och i allménhet att
1
0<f n(C) < 5

for allan > 1. Eftersom ¢, 1 = f™(c) géller alltsa att foljden (¢, ) dr begrénsad,
sa ¢ = i tillhor Mandelbrotméangden.
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A Traning i bevisforing

D& man i gymnasiet inte &r van vid att gora bevis och liknande évningar som
de vi ger i detta kompendium sa har vi lagt med detta avsnitt som en tréaning
i hur man kan ténka.

En av de viktigaste lardomarna man ska ta med sig hérifran dr att ndr man
stélls infor ett problem sa dr den forsta fragan man ska stélla sig:

"Vad dr definitionerna av objekten som ingar i fragan?”

Om man till exempel ska visa att en talfoljd konvergerar (se Kapitel 2) sa borde
man alltid borja med att sla upp definitionerna for talféljder och konvergens
om man inte larts sig dessa utantill. Anvinder man inte den exakta definitionen
for konvergens av en talfoljd sa kan man inte 16sa en sadan uppgift korrekt.

Nedan ger vi nagra mer specifika tips pa olika bevismetoder.

A.1 Tekniker i mingdlira

Ska man visa nagonting om méngder ar foljande tips anvindbara. Har ar A
och B godtyckliga méngder, och x ett godtyckligt element.

(i) Visa att x € A.

Har ska man alltsa visa att x uppfyller de villkor som definierar vilka
element som tillhér méngden A. Om exempelvis A = {1,2,3} #r det
uppenbart att 2 € A, men om A = {z | villkor pa x} sa maste man visa
att x uppfyller de namnda villkoren. Om A = B N C sa maste man visa
att x € B och x € C, medan om A = B U (' sa ricker det att visa att
x € Beller z € C (eller bada).

(ii) Visa att A C B.
Tag ett godtyckligt element x € A. Anvéand nu definitionen fér méangden
A for att skriva ner vilka villkor som finns pa x. Visa sedan att detta

medfor att x € B. Eftersom x var godtyckligt sa betyder detta att alla
element i A dven ligger i B, det vill sdga att A C B.

(iii) Visa att A = B.
Visa forst att A C B och sedan att B C A. Da har vi visat att alla

element i A ligger i B och att alla element i B ligger i A. Det maste
betyda att A = B.

(iv) Visa att A = 0.
Minns att ) betecknar den tomma méngden, det vill sdga en mangd

som inte innehaller nagra element alls. Det som ska visas dr alltsa att
det inte kan finnas nagra element i A.

Antag till att borja med att x € A. Anvéind definitionen av A for att
skriva ner vilka villkor som da stéills pa x. Visa att dessa villkor &r
omdjliga (att de leder till en motsiigelse). Alltsa kan det inte vara sa att
x € A, oavsett vilket z vi viljer, sa A innehaller inga element.
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Exempel A.1.1. Lat A vara en méngd och lat B vara en delméngd av en
annan mangd C. Visa att AN B C C.

Lésning. Vi vill har visa att en méngd &r en delméngd av en annan méangd
sa vi anvander tips (ii) ovan. Tag ett godtyckligt 2 € AN B. Definitionen av
snitt av méngder (Definition 1.1.5) séger att AN B bestar av de element som
ligger i bade A och B. Speciellt giller att alla element i A N B ligger i B,
sa det foljer att x € B. Da B &r en delméngd av C géller enligt definitionen
for delméingd (Definition 1.1.2) att alla element i B #ven ligger i C'. Speciellt
maste da x € C. Alltsa, om x € AN B sa giller att € C. Eftersom = var
godtycklig sa har vi visat att AN B C C. O

Exempel A.1.2. Lat A={r € R |2 >3} ochlat B={x € R|2? — 1 = 0}.
Visa att AN B = 0.

Lésning. Har anvinder vi tips (iv). Tag ett z € AN B. Definitionen av snittet
siger da att © € A och att € B. Att € B betyder att x uppfyller z2—1 =0
vilket endast dr sant om z = +1. Eftersom bade 1 och —1 &r mindre &n 3 sa kan
inte x € A, vilket betyder att x inte ligger i AN B. Eftersom x var godtycklig
foljer det att AN B = . O

A.2 Tekniker i logik och bevisforing

Hér ger vi tips pa tekniker for att visa saker i logik. Vi skriver P och @ for
tva godtyckliga pastaenden.

(i) Visa att P = Q.
Anta att P &r sann. Om vi fran detta kan skapa en foljd av implikationer
som visar att () 4r sann sa dr vi klara.
(ii) Visa att P < Q.
Hér ska vi visa att pastaendena P och @ &r ekvivalenta. Detta gors
genom att visa att bade P = @ och Q = P.
(iii) Visa att P ar falskt.

En teknik for att visa att ett pastaende dr falskt dr att anta motsatsen
och visa att detta skapar en motsigelse. Med andra ord antar vi att
pastaendet P dr sant och visar att detta implicerar ett pastaende @ som
vi vet &r falskt sasom 1 = 0. Vi kan da dra slutledningen att antagandet
att P ar sant inte kan stdmma sa P maste vara falskt.

Exempel A.2.1. Visa att om n ér ett jimnt heltal sa ar n? + 1 udda.
Losning. Vi borjar med att fraga oss vad definitionen fér udda och jimna

tal dr. (Forfattarna: Eftersom vi inte gett nagon definition for detta tidigare i
kompendiet ger vi en hdr).
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Definition A.2.2. Ett tal n € Z &r jamnt om det finns ett m € Z sa att
n = 2m. Vi kallar n udda om det finns ett m € Z sa att n = 2m + 1.

Lésning (forts.) Nu nér vi vet definitionerna sa kan vi borja 16sa uppgiften.
Vi vill alltsa visa pastaendet ”n dr jimnt” implicerar pastaendet "n? + 1 &r
udda”. Detta gor vi genom att anvinda teknik (i) ovan. Antag att n &r jamnt.
Da finns per definition ett heltal m sa att n = 2m. Det foljer ddrmed att
n? =4m? sdn?+1=4m?+1=2-(2m?) + 1. Eftersom k = 2m? #r ett heltal
ser vi att n? = 2k + 1 med k € Z. Alltsa &r n® 4+ 1 udda om n &r jimnt. O

A.3 Tekniker for konvergensbevis

Nar det géller att visa saker rérande konvergens av foljder sa kan det vara bra,
innan man bérjar med nagon form av bevis, att rdkna ut nagra av de forsta
termerna i foljden for att fa en kédnsla for om foljden konvergerar och i sa fall
mot vad. Nér det vil kommer till att visa ett resultat om konvergens sa ska
man i princip alltid borja med meningen:

"Tag e > 0.7

_n_

Exempel A.3.1. Visa att féljden (z,,) definierad av z, = 15

mot 1.

konvergerar

Lésning. Vi borjar med att kolla upp definitionen fér konvergens (Defini-
tion 2.2.4) och ser att vi maste visa att det for varje ¢ > 0 gar att hitta
ett N > 1 sa att |z, — 1| < e for allan > N.

Tag ¢ > 0. For varje n > 1 giller att

|z — 1] =

n N n n+1
Cn+1 n+41

-1] 1
n+1| n+1

For N > 1 ser vi att ﬁ < ¢ ar ekvivalent med N > % — 1. Vi valjer déarfor

N>%—1ochfératt
1 1
<
n+1 -~ N+1

|z, — 1| = <e

for alla n > N. Eftersom vi hittade ett N for ett godtyckligt ¢ > 0 &r vi
klara. ]
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Forslag till vidare lasning

Det kan vara svart att hitta bocker som matematiskt forklarar fraktaler och
som passar att ldsa efter detta kompendium — de flesta bockerna har anting-
en vildigt hoga forkunskapskrav eller d&r mer populdrvetenskapligt skrivna.
Undantag finns dock, och vi ndmner héir tva exempel som kan ge en trevlig
lasning.

Mandelbrots bok The Fractal Geometry of Nature &r boken som i princip gjor-
de fraktaler kinda. Boken saknar satser och bevis, men gar igenom alla mdojliga
sorters fraktaler med hjilp av manga bilder. Schroeders bok Fractals, Chaos,
Power Laws &r mer populdrvetenskaplig men har dnda mycket matematiskt
innehall. Den forklarar bland annat hur fraktaler forekommer i biologi, fysik
och sannolikhetsteori.

Ar man enbart ute efter att lira sig mer om matematisk analys sa kan man
titta ndrmare pa foljande bocker.

De tva bockerna Analys i en variabel och Analys i flera variabler av Persson
och Bdéiers ar standardbocker i analys for forstaarselever pa hogskolan som
anvinds pa bade KTH och Stockholms universitet. De géar igenom begrepp som
kontinuitet och deriverbarhet men ar mer inriktade pa praktiska tillimpningar,
och att faktiskt kunna riakna ut saker, én vad detta kompendium ér.

Rudins bok Principles of Mathematical Analysis &r en klassiker i matematisk
analys och har anvints virlden 6ver i mer &n 50 ar. Den gar igenom alla de
begrepp som vi tagit upp, sasom konvergens, Cauchyfoljder och kontinuitet,
men gar dven igenom mycket annat. Boken har ocksa med ett bevis for att
de reella talen ar fullstindiga — nagot vi inte hade utrymme med i detta
kompendium. Léisaren ska dock vara medveten om det dr en avancerad bok
vars text ar bade kort och koncist skriven, och kan darfor vara svarlast som
en forsta bok i analys.

[1] Benoit Mandelbrot: The Fractal Geometry of Nature.
W. H. Freeman and company, 1985

[2] Arne Persson & Lars-Christer Boiers: Analys i en variabel.
3:e upplagan. Studentlitteratur AB, 2010

[3] Arne Persson & Lars-Christer Boiers: Analys i flera variabler.
3:e upplagan. Studentlitteratur AB, 2005

[4] Walter Rudin: Principles of Mathematical Analysis.
3:e upplagan. McGraw-Hill, 1976

[5] Manfred R. Schroeder: Fractals, Chaos, Power Laws.
Dover Publications Inc., 2009

Bockerna ovan finns att lana pa KTH:s huvudbibliotek. Biblioteket dr 6ppet
for alla och ligger pa Osquars backe 31.
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