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Nagra ord pa vigen

Detta kompendium &r skrivet for att anvindas som kurslitteratur till STOCK-
HOLMS MATEMATISKA CIRKEL under ldsaret 2026—2027 och bestar av atta
kapitel. Det &r en omarbetning av materialet till cirkeln given 2014-2015 skri-
ven av Anders Lundman och Gustav Sazeden Stahl.

Kompendiet dr inte tdnkt att ldsas enbart pa egen hand, utan ska ses som
ett skriftligt komplement till undervisningen. Alla elever rekommenderas att
ldsa igenom varje kapitel sjélv innan foreldsningen. Det &r inte nédvéandigt att
forsta alla detaljer vid den forsta genomlésningen.

Som de flesta matematiska skrifter pa hogre niva &dr kompendiet kompakt
skrivet. Detta innebér att man i allménhet inte kan ldsa det som en vanlig
bok. Istdllet bér man prova nya satser och definitioner genom att pa egen
hand exemplifiera. Darmed uppnar man oftast en mycket béttre forstaelse av
vad dessa satser och deras bevis gar ut pa.

Till varje kapitel finns ett antal dvningsuppgifter. De udda 6vningarna har
16sningar lingst bak i kompendiet. Syftet med dessa &r att eleverna ska kunna
16sa dem och pa egen hand kontrollera att de forstatt materialet. Ovningar
med jamna nummer saknar facit och kan anvidndas som examination. Det
rekommenderas dock att man forsoker 16sa dessa uppgifter &ven om man inte
examineras pa dem.

Om man kor fast kan man alltid fraga en kompis, en ldrare pa sin skola eller
nagon av forfattarna. Under arets gang kommer det att finnas 6vningstillfillen
dér eleverna kan jobba med uppgifterna, sjilva eller i grupp, och fa hjilp av
0Ss.

Vissa ¢vningar kan ha flera 16sningar och det som star i facit bor i detta fall
endast ses som ett forslag.



Nagra ord om cirkeln

STOCKHOLMS MATEMATISKA CIRKEL dr en kurs for matematikintresserade
gymnasieelever, som arrangeras av Kungliga Tekniska hogskolan och Stock-
holms universitet. Cirkeln startade 1999. Vid starten hade den namnet KTH:s
MATEMATISKA CIRKEL och holls i KTH:s ensamma regi. Ambitionen med cir-
keln ar att sprida kunskap om matematiken och dess anviéndningsomraden
utover vad eleverna far genom gymnasiekurser, och att etablera ett ndrmare
samarbete mellan gymnasieskolan och hogskolan. Cirkeln ska sérskilt stimulera
elevernas matematikintresse och inspirera dem till fortsatta naturvetenskapli-
ga och matematiska studier.

Till varje kurs skrivs ett kompendium som distribueras gratis till eleverna.
Detta material, foreldsningsschema och vrig information om STOCKHOLMS
MATEMATISKA CIRKEL finns tillgdngligt pa

https://www.math-stockholm.se/cirkel.

Cirkeln godkénns ofta som en gymnasiekurs eller som matematisk breddning
pa gymnasieskolorna. Det ar upp till varje skola att godkdnna cirkeln som en
kurs och det ar lararna fran varje skola som sétter betyg pa kursen. Lararna &r
sjalvklart ocksa vilkomna till cirkeln och manga har kommit éverens med sin
egen skola om att fa cirkeln godkénd som fortbildning eller som undervisning.

Vi vill gdrna understryka att foreldsningarna ar 6ppna for alla gymnasieelever,
larare eller andra matematikintresserade.

Vi har avsiktligt valt materialet for att ge eleverna en inblick i matematisk
teori och tankesétt och presenterar darfor bade nagra huvudsatser inom varje
omrade och bevisen for dessa resultat. Vi har ocksa som malséttning att bevisa
alla satser som anvinds om de inte kan forutsittas bekanta av elever fran
gymnasiet.

Arets tema #r Polytoper. Kapitel 1 &r en grundliggande introduktion till
méangdlira och matematisk argumentation. I Kapitel 2 moter vi Picks sats
for polygoner som relaterar arean av en polygon i ett rutnit med antalet
rutnétshorn inuti och pa kanten av polygonen (sa kallade gitterpunkter). Tre-
dimensionalla manghorningar, polyedrar, introdueras och beskrivs algebraiskt
som konvexa holjen i kapitel tre. Malet &dr hitta en generalisering av Picks sats
i tre dimensioner genom att studera hur antalet gitterpunkter Lp(n) vixer
nir en polyeder P skalas med n - den sa kallade Ehrhartfunktionen. For detta
gor vi ett avsteg till kombinatorik och genererande funktioner i kapitel tre och
fyra. Med kombinatorik kan vi rikna gitterpunkter i tetraedrar. Genererande
funktioner dr ett verktyg vi anvénder for att hitta Ehrhartfunktionen for en
polyeder. Givet talféljden Lp(n) skapar vi en formell serie Y >° ) Lp(n)t" kal-
lad Ehrhartserien som &r den genererande funktionen till Lp(n). I kapitel sex
ger vi ett uttryck for Ehrhartserien av tetraedrar. I det avslutande kapitlet
visas att Ehrhartfunktionen av en polyeder &r ett tredjegradspolynom. Koef-
ficienten for n® ges av volymen och kan uttryckas i Lp(1), Lp(2) och Lp(3).
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1 Mingdliara

Temat for arets matematiska cirkel dr Polytoper. Detta kapitel dr en introduk-
tion i den matematiska metoden och ett antal grundbegrepp som vi kommer
anvinda oss av i kursen.

1.1 Definition, axiom, sats och bevis

I detta avsnitt ska vi beskriva den matematiska metoden utifran fyra begrepp:
definition, sats, bevis och axiom.

En definition bestdmmer vad en term betyder sa att man kan arbeta matema-
tiskt med den. Till exempel kan vi definiera udda och jamna tal pa foljande
satt.

Definition 1.1.1. Ett heltal n dr udda om det finns ett heltal £ som uppfyller
att n =2k + 1.

Definition 1.1.2. Ett heltal n ar jimnt om det finns ett heltal & som uppfyller
att n = 2k.

Ofta har man en intuition om vad en term betyder redan innan man definierar
den. Lésaren hade till exempel sékert en uppfattning om vad udda och jaimna
tal dr innan vi definierade dem. Syftet med en definition &r att precisera detta.

Nér definitionen &r gjord, sa Overger man sina tidigare uppfattningar om vad
termen betyder och utgar endast ifran definitionen. Man séger att definitionen
ar stipulativ. En definition &ar alltsa inte rétt eller fel, utan bara mer eller
mindre anvéndbar och intuitiv.

Definitioner bygger ofta pa begrepp som lidsaren ar bekant med. Till exempel
utgar Definition 1.1.1 och 1.1.2 fran att ldsaren redan vet vad ett heltal &r.

En sats ar ett pastaende som bevisats vara sant. Varje sats hér samman med
ett bevis: ett argument for att pastaendet ar sant.

Sats 1.1.3. Om n dr udda, sa drn+ 1 jamnt.

Bevis. Om n dr udda sa finns det ett heltal k sa att n = 2k 4+ 1. Da géller att
n4+1=2k+1+1=2k+2=2>k+1).

Eftersom k + 1 ar ett heltal, sa &r n 4+ 1 ett jimnt tal. O

Bevisen kombinerar definitioner och olika logiska slutledningsregler for att na
den 6nskade slutsatsen. Sats 1.1.3 har en syskonsats. Beviset &ar mer eller
mindre identiskt, och lamnas som &vning.

Sats 1.1.4. Om n dr jimnt, sa drn+ 1 udda.

En sats vars framsta syfte &r att anvéindas i beviset av en annan sats kallas for
en hjilpsats eller ett lemma. En sats som f6ljer omedelbart ur en annan sats,
till exempel som ett specialfall, kallas for en foljdsats eller ett korollarium.



Ett pastaende maste vara bevisat for att fa kallas for en sats. Om man har
goda skl att tro att ett pastaende ar sant men inte formellt bevisat det kallas
pastaendet for en formodan, eller hypotes. Tva exempel ar Riemannhypotesen
och primtalstvillingsférmodan.

En férmodan kan forbli obevisad i hundratals ar. Ett beromt exempel ar Fer-
mats stora sats, som formulerades av Pierre de Fermat (1607-1665) ar 1637
men bevisades forst av Andrew Wiles ar 1995. Riemannhypotesen, som &nnu
dr obevisad, formulerades 1859 av Bernard Riemann (1826-1866).

Eftersom bevisen utgar ifran definitionen, och inte var intuition, sa behover
man ibland bevisa saker som kédnns uppenbara. Lasaren vet till exempel att

(i) alla tal &r antingen udda eller jamna, och

(ii) ett tal kan inte vara udda och jamnt samtidigt.

Men om man ldser Definition 1.1.1 och 1.1.2 sa ingar inte dessa pastaenden.
Kan man inte tédnka sig tal som varken &r udda eller jamnt? Eller tal som &r
bade och?

Bevis utgar ifran antaganden och tidigare kénda satser. Dessa tidigare satser
maste ocksa bevisas innan de kan anses giltiga. Men dessa bevis maste ocksa
bygga pa antaganden och satser, som ocksa maste bevisas, och sa vidare.

For att undvika en odndlig kedja av bevis, eller ett cirkulidrt bevis (ett bevis
som anvénder sig av det man forsoker bevisa) sa maste man gora grundanta-
ganden som inte behdver bevisa. Dessa kallas for axiom. Exempel pa axiom dr
att méngden av heltal existerar och att addition uppfyller

(Associativitet) For alla heltal n, m, p giller (n+m)+p =n+ (m+ p).

(Identitet) Det finns ett element 0, som vi kallar nollan, sadan att for
alla heltal n sa géller 0+n=n+0=n.

e (Inverser) For varje heltal n existerar ett heltal (—n), som vi kallar for
minus n, sadan att 0 =n + (—n) = (—n) + n.
e (Kommutativitet) For alla heltal n,m sa géller n +m = m + n.

1.2 Bevistekniker

Ett bevis for en sats &dr ett argument som forklarar varfor satsen &dr sann. Vi
har redan sett ett exempel nér vi bevisade Sats 1.1.3. I detta avsnitt ska vi
gd igenom tva metoder for att bevisa matematiska satser: direkta bevis och
motségelsebevis.!

Ett direkt bevis utgar ifran satsens antaganden och definitioner och bevisar
satsen rakt pa, sa att sidga. Beviset av Sats 1.1.3 dr ett exempel pa direkt
bevis. Ett annat dr foljande sats.

Ibland forekommer termen indirekt bevis. Vissa anvinder det som synonym till
motségelsebevis, andra som en synonym till bevisregeln modus tollens. Vi undviker den
helt.



Sats 1.2.1. Antalet funktioner fran en mdngd A med n element till en mdngd
B med m element dar m™.

Bevis. Varje funktion fran A till B kan beskrivas som en tabell dir varje
element i A motsvaras av precis ett element i B. Listan innehaller totalt n
platser, och pa varje plats kan vi vilja bland m element att vélja bland. Alltsa
finns det totalt
m-m---m-m=m"
n stycken

olika funktioner. O

Ibland gar det inte att anvénda direkta bevis, till exempel ndr man ska bevisa
att nagot inte dr fallet. Da kan det vara enklare att anta att det man vill bevisa
ar falskt, och visa att detta leder till en motségelse. Om alla steg i beviset &r
korrekta sa maste det ursprungliga antagandet vara fel. Detta kallas for ett
motsdgelsebevis.

Sats 1.2.2. Fit tal kan inte vara udda och jimnt samtidigt.

Bevis. Antag att n dr ett tal som ar bada udda och jamnt. D& finns det tva
heltal, k£ och [, sa att n = 2k och n = 2] + 1. D& géller att

Ue=mn=20+1 = 2%k—2=1 = 2(k—1)=1.

Med andra ord finns det heltal m = k — [ sa att 2m = 1. Kan det finns ett
sadant tal? Det finns tva fall.

(i) Om m <0, sa dr 1 = 2m < 0. Motségelse!

(ii) Om m > 1 sa ar 2m > 2 > 1. Motségelse! O

Ett beromt motsigelsebevis ér foljande.

Sats 1.2.3. Talet /2 dr irrationellt.

Bevis. Antag motsatsen, det vill siga att v/2 = a/b for nagra heltal a och b.
Antag att a och b &dr forkortade sa langt som mojligt. Da kan endast en av a
eller b vara jadmn, eftersom om bada dr jimna kan vi skriva

a 2c c
2 = - = — = —
V2 b 2d d
och da var inte a och b forkortade sa langt som mojligt.
Av definitionen av /2 far vi att

a2

2
V2 =2=1 = 2b% = a?.
Den sista ekvationen siger att a? #r jaimn. Eftersom kvadrater av udda tal &r
udda (se Ovning 1.20), sa maste a vara ett jimnt tal, det vill siga a = 2k for

nagot heltal k. Da far vi att

20% = (2k)? = 4k? = b* = 2K°.



Eftersom b? &r jimnt, s& maste b vara jimnt. Men nu har vi bevisat att bade a
och b dr jimna, vilket var omdjligt eftersom vi hade forkortat braket sa langt
som mojligt. Detta &r en motsigelse. O

Att bevis inkluderar antaganden och sma hjilpsatser som inte nimns &r sna-
rare regel &n undantag, till exempel ldgger vi ndstan aldrig tid pa att visa
2 > 0 i mitten av ett bevis. Ifall man bevisade precis vartenda antagande
och pastaende utifran axiomen varje gang skulle bevisen bli valdigt langa och
komplicerade. Lisaren forvintas sjilv fylla i de luckor som uppstar.

Det hénder dock att uppenbara antaganden &r mycket svara, till och med
omojliga, att bevisa utifran definitionerna. Historien dr fylld av matematiker
som gjort till synes sjdlvklara antaganden som sedan visat sig vara svara att
bevisa.

Beviset av Sats 1.2.3 &r ett exempel pa det. Vi antar att ett brak kan forkortas
sa langt som mojligt. Detta &r inte sjdlvklart, utan bygger i sjalva verket pa
aritmetikens fundamentalsats som vi inte kommer att behandla i kursen.

Den tredje bevistekniken som finns kallas for induktionsbevis men den kommer
vi inte beh6va i den hér kursen.

1.3 Olika satser och hur man bevisar dem

I foregaende avsnitt diskuterade vi olika bevistekniker. Men vilka tekniker &r
lampliga for vilka typer av satser?

e Implikation: Man séger att P implicerar Q) om @ dr sant nér P &r det.
Ett exempel dr Sats 1.1.4, som séger att om ett tal n &r jamnt, sa ar
talet n + 1 udda. Man brukar beteckna implikationer med en tjock pil
— , sa att P medfor @ skrivs

P = Q.

En implikation kan bevisas med ett direkt bevis. Da antar man att P
dr sant, och sedan visar man att @) ocksa maste vara sant (det &r sa
vi bevisar Sats 1.1.4). Man kan ocksa anvénda ett motségelsebevis. Da
antar man att P &dr sann och att @ &ar falsk, och bevisar en motsigelse.

Ett tredje sdtt att bevisa att P implicerar () ar att bevisa att om () ar
falsk, s& &r P falsk. Detta kallas for omuvdndningen av en implikation.

e Ekvivalens: En ekvivalens dr nir tva pastaenden P och @ implicerar
varandra, alltsa att om P sa @, och om @ sa P. Man brukar anvinda
frasen P om och endast om (). Man anvénder tjocka dubbelpilar for att
beteckna ekvivalenser, sa att P om och endast om @ skrivs som

P = Q.

Ekvivalenser bevisas genom att forsta visa att P implicerar (), och sedan
att @ implicerar P.



e Universalsats: En universalsats séiger att alla n i en méangd M uppfyller
nagot villkor P. Universalsatser kan bevisas som implikationer, genom
att omformulera universalsatsen som att om n ligger i méngden M, sa
uppfyller n villkoret P, det vill siga

n € M = n uppfyller P

Man kan &ven bevisa en universalsats genom ett motsigelsebevis. Da
antar man att det finns ett n i M som inte uppfyller P, och bevisar att
det dr omdjligt.

¢ Existenssats: En existenssats sidger att finns ett objekt n som har egen-
skapen P. Den typiska existenssatsen dr ekvationslosning. Att 22 = 3
har en 16sning &r en existenssats, och kan omformuleras som att det finns
ett tal z sd att 2% = 3.

Ett sitt att bevisa en existenssats ar att konstruera det sokta objektet
utifran objekt man redan vet finns. Till exempel s& kan man bevisa att
det finns ett udda kvadrattal genom att notera att 32 = 9 dr udda och
ett kvadrattal.

Man kan ocksa anvinda ett motsigelsebevis. D4 antar man att det inte
existerar nagon objekt med egenskapen P och visar att det leder till en
motséagelse. Dessa bevis har fordelen att vi inte behdver beskriva hur
objektet konstrueras. I gengéild kan bevisen vara mycket komplicerade.

En variant pa universalsatsen &r att inget n i M uppfyller P. Den kan omfor-
muleras som att alla n i M saknar egenskapen P. For dessa typer av satser &r
motségelsebevis ofta smidiga: man antar att det finns ett n i M som uppfyller
P och hérleder en motséagelse.

Universal- och existenssatser ér duala till varandra, i bemérkelsen att om du
ska bevisa en existenssats med hjilp av ett motsigelsebevis sa antar du en
universalsats, och vice versa, se bevisen av 1.2.2 och 1.2.3.

1.4 Maéangder

En mdngd 4r en samling objekt. Man kan samla néistan vad man vill i en
méngd: tal, katter, och andra mingder.? Det viktiga #r att man alltid kan
avgora ifall ett objekt tillhor mingden eller inte. De objekt som ligger i
méangden kallas for element.

Det lattaste sdttet att beskriva en méngd &r att ridkna upp elementen som
ingar i den. For att markera att objekten ligger i en méngd, sa omger man
listan med mdangdklamrar { och }. Méngden som innehaller 1, 2 och 3 skrivs
alltsa som

{1,2,3}.

2Vi skriver néstan av en anledning. Det finns samlingar av objekt som kan beskrivas men
som inte utgér en méngd. Detta kallas Russells paradoz, efter Bertrand Russell (1872-1970).
Russells exempel dr samlingen av alla méngder som inte innehéaller sig sjilv.



Tva méngder A och B &r lika om de innehaller samma element, vilket skrivs
A = B. Det spelar ingen roll i vilken ordning man skriver elementen eller hur
manga ganger de listas. Darfor géller att

{1,1,2,3} = {1,2,3} = {2,3,1}.

Om ett element z tillhor en méngd A brukar man skriva = € A, vilket uttalas
som z tillhér A. Om x inte tillhor A skriver man x ¢ A. Antalet element som
tillhor en méngd A brukar betecknas med |A].

Méngden pa formen {} innehaller inte nagra element alls och kallas den tomma
mdngden. Den brukar betecknas med @ och ar unik i aspekten att den saknar
element, vi skriver alltsa |@| = 0.

En méngd kan innehalla andra méngder som element. Mangden

A= {{17 2}73}

har tva element vilket skrivs som |A| = 2. Dess element dr: méngden {1, 2}
och talet 3. Méngden {1,2} innehaller i sin tur elementen 1 och 2. Déremot
innehaller A varken 1 eller 2, det vill sédga

{1,2} € A men 1 ¢ A.

Att méngder kan innehalla andra méngder kan ha paradoxala konsekvenser.
Till exempel kan vi ligga den tomma méngden i en méngd, och bilda méngden
av den tomma méngden.

A={g}={{}}

Méngden A innehaller ett element, den tomma méngden, och &r darfor inte
tom. Méngden av den tomma méingden dr alltsa inte lika med den tomma
méngden.

Detta verkar motsigelsefullt. Den tomma m#ngden &r ju tom, sa méingden
av den tomma mingden borde ju ocksa vara tom? Tricket ar att skilja pa
méngden och elementen i méngden. Den tomma méngden &r ju ett element
i sig, &ven om den inte innehaller nagra element, precis som att 0 &r ett tal,
trots att representerar ett antal som inte finns. Man kan ténka sig att en pase
som innehaller en annan tom pase, inte ir tom.

Det finns ingen begrénsning pa hur stor en méngd kan vara, och de flesta
méngder man studerar innehéaller odndligt manga element. Dessa méngder
kan naturligtvis inte skrivas ut som en lista. Istéllet beskriver man dem med
mangdbyggaren, som har foljande allménna form {z | villkor pa x}. Den hér
méngden bestar av alla element som uppfyller villkoret. Ett exempel &r méngden

{n|nérjaimnt} ={...,—4,-2,0,2,4,...}

som innehaller alla jamna tal.

En mingd B ir en delmdngd av en méingd A om alla element som tillhor B
dven tillhor A. Man skriver detta som B C A. Till exempel sa dr {1,2} en
delmingd av {1, 2,3}, eftersom 1 och 2 &r element i bada méngderna. Om tva
méngder dr delméngder av varandra sa &r de lika.
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En icke-tom méngd har alltid minst tva delméngder: sig sjalv och den tomma
méngden. En delméngd B av A dr dkta om B # A.

Det &r litt att blanda ihop element och delméngder. Det beror pa att méngder
kan innehalla andra méngder, sa att en delméngd av en méngd kan vara ett ele-
ment i midngden. Miangden A = {@&} &r ett bra exempel. Den tomma méingden
dr bade ett element i och en delméngd av A.

I méngden A = {1,2,{1,2}} &r {1,2} bade en delméngd och ett element.
Déremot sa ér {1} enbart en delmingd av A, medan 1 enbart dr ett element.

De olika talsystemen kan ses som méngder av tal, och har fatt egna beteck-
ningar. De naturliga talen betecknas med N och bestar av talen 0, 1, 2, 3, och
sa vidare.?

Naturliga tal kan adderas och multipliceras utan problem. Resultatet &r alltid
ett nytt naturligt tal. For att subtrahera behover vi infora de negativa talen
—1, —2, och sa vidare. De naturliga talen tillsammans med de negativa talen
kallas for heltalen, och betecknas med Z (av tyskans Zahl = tal).

Heltal kan adderas, subtraheras och multipliceras. Man kan dédremot inte di-
videra dem med varandra. For detta kridvs rationella tal. De definieras som
alla kvoter a/b, dar a och b dr heltal och b &r skilt fran 0. Méngden av alla
rationella tal betecknas med Q.

6 -4 2 0 2 4

\

Figur 1.1: Tallinjen runt 0.

De rationella talen ligger pa den sa kallade tallinjen, som gar fran negativa
tal till véinster och till positiva tal till hoger (se Figur 1.1). Det finns dock tal
som inte dr rationella, men som #nda ligger pa tallinjen. Ett exempel &r /2,
som #r lingden pa diagonalen i en kvadrat med sidan 1. Ladgger man till dessa
tal far de reella talen, som betecknas med R.* Reella tal som inte ér rationella
kallas for irrationella.

3Vissa exkluderar 0 fran de naturliga talen. Att inkludera 0 har dock férdelar. Om man
borjar rdkna fran 0 och gar ett steg i taget kommer man ha gatt n steg ndr man réknat till
n. Exempel: om vi riknar till 3 fran 0 sa far vi 0 — 1 — 2 — 3, vilket &r 3 steg. Om vi
borjar fran 1 far vi istéllet 1 — 2 — 3, vilket ar 2 steg.

1Reella tal &r mycket mystiska. Den matematiska cirkeln 2016-2017, Vad dr ett tal?,
handlade om hur man kan definiera dem i termer av rationella tal. Den intresserade l&saren
uppmanas att stka upp kompendiet pa Cirkelns hemsida: https://www.math-stockholm.
se/samverkan/cirkel/
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27 et2i C
e, R
3/2-5/3 O
1.2 7
0,1,2 N

Figur 1.2: De olika talsystemen fran N till C.

De reella talen kan utvidgas ytterligare till de kompleza talen, men det utelamnar
vi i detta kompendium.

1.5 Funktioner

En funktion f fran en méngd X till en méngd Y beskriver ett séitt att para
ihop element i en méngd X med element i en méngd Y. Det brukar skrivas som
f: X = Y. Mangden X kallas for definitionsmdngd och méngden Y kallas for
malmdngd. Man kan se f som en process som tar ett element i méngden X
och avger ett element som ligger i méngden Y. Néar man tillimpar en funktion
pa ett element x i X sa kallas x for funktionens argument. Mangden av alla
véirden en funktion i praktiken antar kallas for funktionens wvdrdemdngd, och
denna betecknas ofta med V. Virdeméngden &r da alltsa en delméngd av
malméngden, och kan beskrivas som Vy = {f(x) | x € X}. Till exempel &r
sin(z) en funktion fran R till R, sa funktionens malmingd dr alltsa R, men
viardeméngden &r [—1,1].

Tva funktioner ar lika nér de har samma definitionsméingd, samma malméngd
och de ar lika pa alla element i definitionsméngden. Definitions- och malméangden
dr alltsa en del av funktionen.

Figur 1.3: En funktion f fran X till Y.

Funktioner beskrivs ofta med formler. Exempelvis sa kan funktionen f: N — N
som tar ett naturligt tal och returnerar dess kvadrat beskrivas som f(n) = n?.
Alla polynom kan ses som en funktion fran R till R, som beridknas genom
att man sétter in talet x i uttrycket. En funktion maste dock inte ges av en
formel. Det enda som kravs dr att funktionen dr definierad for alla element

i definitionsméngden, och att den alltid ger samma svar. Vi ger nu ett par
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exempel pa detta och hur man istéllet kan beskriva en funktion.

Exempel 1.5.1. Vart forsta exempel &r absolutbeloppet |z| av ett reellt tal x,
som definieras som avstandet pa tallinjen fran x till origo. Detta &r en funktion
vars definitionsméingd och malméingd dr R. Man kan berdkna den genom att
man tar bort eventuella minustecken framfor talet, det vill séiga

o] T omax >0
€Tl =
—xr om x < 0.

Exempelvis sa giiller | — 3| = —(—3) = 3 och |2| = 2. A

Exempel 1.5.2. Golvfunktionen ar funktionen som avbildar reella tal x pa
heltalet man far néir man avrundar x nedat. Vi bendmner den funktionen med
|...]. For att fortydliga hur denna och andra funktioner anvénds brukar vi
skriva pa foljande sétt

|...]: R—=Z

x|z

eftersom det kanske inte &r uppenbart for ldsaren att man ska skriva |x| nér
man vill referera till funktionens vérde vid punkten z istéllet for |...| . eller
|...](x). Exempelvis sa géller |7| = 3. A

En funktion f: R — R kan beskrivas genom sin graf, som definieras som
méngden av punkter i planet pa formen (z, f(z)).

9 —

— -2

-2

(a) Grafen av f(z) = |z] (b) Grafen av funktionen f(z) = |z

Figur 1.4: Golv- och absolutbeloppsfunktionen.

1.6 Maingdoperationer

I detta avsnitt ska vi beskriva ett antal olika sétt att fran en eller flera méangder
skapa en ny méngd. Vi kallar dessa for mdngdoperationer. 1 nésta kapitel
kommer vi dven att se hur vissa av dessa mangdoperationer gar att generalisera
till andra situationer.
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For att illustrera méngder anvinder man ibland Venndiagram, efter matema-
tikern John Venn (1834-1923). Dir representeras méngder som enkla former,
oftast cirklar, och formernas forhallanden till varandra motsvarar méngdernas.
Till exempel kan man illustrera att B ar en delmingd av A genom att rita
dem som tva cirklar, dar B ligger inuti A.

@

Figur 1.5: Venndiagram for B C A.

Unionen

Unionen av méngderna A och B dr mingden som bestar av alla element som
ligger i A eller i B. Den betecknas med A U B och definieras som

AUB={z |z € Aeller z € B}.

Ett exempel #r {1,2,3} U {2,3,4} = {1,2,3,4}.

AUB

Figur 1.6: Venndiagram for AU B.

Snittet

Snittet av mangderna A och B &r méngden som bestar av alla element som
ligger i A och i B. Den betecknas med A N B och definieras som

ANB={z |z € Aochz e B}.

Ett exempel &r {1,2,3} N{2,3,4} = {2,3}.
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ANB

Figur 1.7: Venndiagram for AN B.

Tva méngder A och B ségs vara disjunkta om de inte har nagra gemensamma
element, det vill siga om AN B = &.

Differensen och komplementet

Differensen av en méngd A och B &r méngden som bestar av alla element som
ligger i A men inte i B. Den betecknas med A\ B och definieras som

A\B={z|x € Aochz ¢ B}.

Ett exempel &r {1,2,3}\ {2,3,4} = {1}.

A\B

Figur 1.8: Venndiagram for A\ B.

Notera att A\ B inte &r lika med B\ A, exempelvis giller
(2,3,40\ {1,2,3) = {4} £ {1} = {1,2,3}\ {2,3,4}

Om alla upptridande méngder &r delméngder av en viss mer eller mindre
underforstadd grundméngd M talar man ofta om M \ A som komplementet
till A (med avseende pa M). Vi kommer att beteckna komplementet till A
med A®. Om vi till exempel pratar om méngder av heltal, och vi till exempel
betraktar méngden A = {1,2,3}, sa avser komplementet till A méngden av
alla heltal forutom 1,2 och 3.
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Den kartesiska produkten

Den kartesiska produkten av tva mingder A och B &r mingden som bestar
av alla par av element sa att det forsta ligger i A och det andra i B. Den
betecknas med A x B och definieras som

Ax B={(z,y) | v € Aochye B}.

Tva olika exempel &r

{a,b, ¢} x{z,y} = {(a,2), (a,y), (b, 2), (b, y), (¢, x), (¢, y)}
{1,2,3} x {2,3,4} = {(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4), (3,2),(3,3),(3,4) }.

Notera att ordningen #r viktig, exempelvis giller (1,2) € {1,2,3} x {2,3,4}
men (2,1) & {1,2,3} x {2,3,4}.

B AxB

/ (ay) (b.y) (cy) \
L 2 L 2 L ]

yol

xe \ ° ® ) J

L ,/

Figur 1.9: Venndiagram for A x B.

Nar vi tar den kartesiska produkten av en méingd med sig sjilv brukar vi
anvinda notationen A2 = A x A. Mer allméint skriver vi

A"=Ax...x A={(a1,...,a,) | allaa; € A}.
—_——

n ganger

Till exempel r det reella talplanet R x R vilket vi brukar beteckna med R2.

1.7 Det euklidiska talplanet och dess delmingder

I det hér avsnittet kommer vi studera méngder av ordnade talpar och nagra
egenskaper hos sddana méngder.

Definition 1.7.1. Det euklidiska planet, eller talplanet, &r méngden

RQ = {(3}1,1‘2) ’ xr1,T9 € R}
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som bestar av alla par (x1,x2) av reella tal 1 och xs. Vi anvinder notationen
x for elementet (z1,z2) och tolkar z1 och x5 som koordinater fér punkten x.
Speciellt anvéinder vi notationen 0 f6r punkten (0,0) som kallas for origo.

Notation 1.7.2. Néar vi skriver for hand, till exempel pa foreldsningen, drar
vi ofta ett streck ovanfor bokstaven istéllet for att anvinda fetstil sa att till
exempel x betecknas med 7.

Det euklidiska planet dr en miangd med manga geometriska egenskaper. En
sadan egenskap #r att vi kan illustrera R? med hjilp av ett koordinatsystem.

\J

x

Koordinaterna for varje punkt x = (z1,z2) € R? kan i bilden avlisas fran
koordinataxlarna. Dérfor kallar vi koordinataxlarna for xi-axeln respektive
To-axeln.

Exempel 1.7.3. I det hér avsnittet kommer vi intressera oss for delméngder
av R?. Nagra exempel pa delmingder i R? ges nedan.

Yy

x/

Figur 1.10: Linje-

segmentet fran x till

y. Figur 1.11: En cirkel-
skiva med mittpunkt p.

Figur 1.12: En
manghorning.

Med en cirkelskiva med mittpunkt p menar vi hir méngden av alla punkter
med avstand som mest r fran p for nagot tal r > 0. Vi kallar r for radien av
cirkelskivan. Linjesegment och cirkelskivor kommer vi ofta anvinda framover
och manghorningar kommer vi speciellt studera i Kapitel 2. A

Definition 1.7.4. Lat M vara en delmingd av R2.

(i) En punkt x € M kallas fér en inre punkt om det existerar en cirkelskiva
C med x som mittpunkt sa att C ligger helt inuti M, det vill sdga att
C C M. Vi kallar méngden av alla inre punkter for det inre av M.
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(ii) En punkt x € R? kallas for en randpunkt till M om varje cirkelskiva C
med x som mittpunkt har egenskapen att C innehaller bade punkter som
ligger i M och punkter som ligger utanfér M, det vill sdga att CNM # &
och CN(R?\ M) # @. Vi kallar méingden av alla randpunkter fr randen
av M.

Exempel 1.7.5. Lat M vara mangden
{(xl,x2)€R2|0§$1§3och0§x2§2}
och lat x = (1,1) och y = (2,2) vara tva punkter i M.

T2 )

N
2

y

I

Eftersom cirkelskivan C; med x som mittpunkt ligger helt inuti M sa dr x en
inre punkt till M. Samtidigt ser vi att cirkelskivan Cy runt y innehaller bade
punkter som ligger i M och punkter som ligger utanfér M. Da vi ser att varje
cirkelskiva med y som mittpunkt kommer ha denna egenskap sé foljer det att
y &r en randpunkt till M. A

Anmiirkning 1.7.6. I Ovning 1.27 visas att varje element i en méngd M C
R? maste vara en inre punkt eller en randpunkt.

Definition 1.7.7. En delmingd M C R? &r konver om det for varje par av
punkter x,y € M géller att alla punkter pa linjesegmentet mellan x och y
ligger i M.

Exempel 1.7.8. Hér ser vi tva méngder M och N.

Eftersom linjesegmentet mellan varje val av tva punkter i M ocksa ligger i
méngden sa ar M konvex. Daremot dr N inte konvex eftersom N innehaller
punkterna x och y men inte alla punkter pa linjesegmentet mellan dem. A
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Exempel 1.7.9. Linjesegmentet, cirkelskivan och manghtrningen fran Exem-
pel 1.7.3 &r alla konvexa. Man kan till och med 6vertyga sig om att varje linje-
segment och cirkelskiva dr konvex. Det finns dock exempel pa manghérningar
som inte ar konvexa, sasom foljande figur.

Ovningar

Ovning 1.1 (%). Lista elementen i foljande mingder.
(i) A={neN|n <5}
(i) B=11,2,{2,3}}.

)
)
(iil) C ={k € Z | k* < 16}.
(iv) AnB.

)

(v

Ovning 1.2 (%). Lista elementen i foljande mingder.

(C\A)UB.

(i) A={reQ|2?=2}.
(i) B=1{0,1,2,3)}.

(iv

)
)
(i) C={p/q|p.geN,0<p<3ochl<q< 3}
) (BUA)NC.

)

(v

Ovning 1.3 (x). For nedanstaende par av méngder A och B, avgér om A och
B é&r lika, disjunkta, nagon av dem &ar en dkta delméingd av den andra eller
ingetdera.

(CNB)\ A

(i) A
(i) A=1{0,1,2} och B={n e N|n?<9}.
A

) A={1,2,3} och B ={1,1,2}.

)
(i)

)

)

={{}} och B={z € N |2z = —2}.
(iv A={z eR||z|<1}och B={z eR ||z — 1| < 1}.

(v) A={z€Q|2?2=2}och B={x e R|2%?=2}.
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Ovning 1.4 (x). For nedanstaende par av méngder A och B, avgér om A och
B ar lika, disjunkta eller nagon av dem &r en #dkta delméngd av den andra.

(i) A={-2,0,2} och B={z € Z | |z| < 3 och x dr jamnt}.
(i) A={r eR |22 <2} och B={z€Q|x? <2}

(ili) A={zr € Z | x &r jamnt} och B = {x € Z | = &r kvadrattal}.
(iv) A={z €Z|2x = -2} och B={zx € N| 2z =2}

(v) A={2,{2}} och B ={o}.

Ovning 1.5 (x). Anvind mingdbyggaren for att definiera foljande méngder.

(i) Méngden av jimna, positiva heltal.
(ii) Méngden av rationella tal r sa att 2r &r ett heltal.
(iii) Méngden av irrationella tal som ligger inom avstand 1 fran origo.

Ovning 1.6 (x). Anvind mingdbyggaren for att definiera foljande méngder.

(i) Méngden av alla kvadrattal som &r storre &n 2.
(i) Mingden av rationella l6sningar till 24 4+ 22 — 1 = 0.

(iii) Méngden av rationella tal som &r volymen av en kub med rationella
sidor.

Ovning 1.7 (x). Ange méjlig definitionsmingd och malméngd for foljande
funktioner.

(i) Funktionen som ger det n:te kvadrattalet.
(ii) Funktionen som beréknar arean av triangel.
(iii) Funktionen beridknar derivatan av ett andragradspolynom.

Ovning 1.8 (%). Ange méjlig definitionsmiingd och malmingd for foljande
funktioner.

(i) Funktionen som ger arean av cirkel med radie r.
(ii) Funktionen som ger avstandet mellan 1 och ett tal r pa tallinjen.

(iii) Funktionen som ger de rationella nollstéllena till ett forstagradspolynom
med rationella koefficienter.

Ovning 1.9 (%). Ar fsljande funktioner eller inte? Om inte, motivera varfor.

(i) f:R— R dér

_Jlomze@Q
f(x)_{OOmxgéQ.
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(ii) f:N—Qdéar f(n) = vn.

(iii) f : R — R sa att f(z) = 0 med sannolikhet 1/2 och f(z) = 1 med
sannolikhet 1/2.

(iv) f:{0} — R dér f(0) = 1 om ordet Balkong bérjar pa B.

Ovning 1.10 (x). Ar foljande funktioner eller inte? Om inte, motivera varfor.

(i) f:Z — N, dér f(n) &r siffersumman i det vanliga (decimala) talsyste-
met. Obs, alla siffror ar icke-negativa.

(ii) f:R— Q, dar f(x) = z/2.
(i) f:N—=R, dir f(n) = "Vn+1.
(iv) f:Q—Z, dér f(p/q) = p.

Ovning 1.11 (). Avgor om foljande funktioner ér lika eller inte? Motivera
varfor.

(i) f:R—R, f(z)=|z|och g: R = R, g(z) = V2.
(i) f:Z—Q, f(n)=1/noch g:N—Q, g(m)=1/m.
(iii) f:N—=Q, f(n)=n/(n+1)och g:N—=R, g(z) =z/(z+1).

Ovning 1.12 (%). Avgér om foljande funktioner #r lika eller inte? Om inte,
motivera varfor.

(i) fR=>R, f(z)=2>+22+1ochg:R =R, g(x) = (z+1)%
(i) f:Z—1Z, f(x) =2% och g : Z — Z, g(z) = |z|>.
Ovning 1.13 (). Visa att A och B ir disjunkta om och endast om A\B = A.

Ovning 1.14 (xx). Visa att for tva méingder A, B sa uppfyller operationerna
U,N, AY (diar A® betecknar mingdkomplement) foljande rikneregler,

(AUB)Y =4°nBY (AnB)“ = A°uB°.
Ovning 1.15 (%x). Visa att foljande riknereglel haller
A\B=A\(ANB).

Ovning 1.16 (x*). Visa att sammansittningen av tva bijektioner #r en bi-
jektion.

Ovning 1.17 (x). Visa att antalet element i A x B #r produkten av antalet
element i A och antalet element i B.

Ovning 1.18 (%x). Visa att den kartesiska produkten av tva delmingder &r
delméngd till den kartesiska produkten av grundméngderna. Alltsi om B C A
och Y C X giller det att

BxY CAxX.

21



Ovning 1.19 (x). Anvind ett direkt bevis for att bevisa att om n #r ett
jamnt tal sa &r n + 1 ett udda tal (detta &r Sats 1.1.4).

Ovning 1.20 (*). Anvind ett direkt bevis for att bevisa att om n #r udda
s& #r n? udda.

Ovning 1.21 (). Anvind ett motsigelsebevis for att bevisa att summan av
ett irrationellt tal och ett rationellt tal &r irrationellt.

Ovning 1.22 (*). Anviind ett motsigelsebevis for att bevisa att om a+b > ¢
sa ar antingen a > ¢/2 eller b > ¢/2

Ovning 1.23 (). Bevisa att om ab = ¢ sa ér a > +/c och b < \/c, eller
tvartom.

Ovning 1.24 (x). Bevisa att det finns tva irrationella tal a och b sa att a® &r
rationellt. Tips: anviind att /2 dr irrationellt.

Ovning 1.25 (x%). Bevisa att alla rationella tal kan skrivas som en produkt
av tva irrationella tal.

Ovning 1.26 (x). Visa foljande pastaenden for heltalen (du bér anviinda det
du bevisat i ena for att bevisa nésta).

(i) Multiplikation med ett positivt tal bevarar olikheter. Alltsa for m > 0
géller

r<n = mr<mn.
(ii) Ett positivt heltal kan inte dela ett mindre positivt heltal. Alltsa

0<r<n = n delar inte 7.

(iii) Differensen av tva heltal delbara med n &r ocksa delbar med n.

Ovning 1.27 (x%). Lat M vara en delmingd av R? och lat x € M vara en
punkt. Visa att x &r en inre punkt eller en randpunkt till M.

Ovning 1.28 (xx). Lat M vara mingden
M:{(azl,azg) GRQ ‘ 1< 2 §4,1§CE2<3}.

Notera att en av olikheterna i definitionen av M &r strikt. Rita méngden M
och avgor vilka av punkterna (1,2),(3,2),(4,4),(2,3) som ligger i M. Avgor
dven vilka av dessa som &r inre punkter till M och vilka som ér punkter pa
randen till M.

Ovning 1.29 (x+). Om tva parallella linjer skiirs av en tredje linje enligt den
vénstra figuren nedan dr de markerade vinklarna lika stora. Anvénd denna
egenskap for att visa att summan av vinklarna i en triangel &r 180° med hjalp
av den hogra figuren.
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Ovning 1.30 (x%). Hir betraktar vi den tomma méngden &.

(i) Visa att @ &r en delmingd av R2.

(ii) Ar @ konvex?
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2 Polygoner

Ordet polygon &r ett finare ord for manghorning och hirstammar fran grekis-
kans poly som betyder flera och gon som betyder vinkel. Trots sjilva ordets
ursprung har méanniskor intresserat sig for polygoner och geometri betydligt
léngre tillbaka i tiden &n antikens Grekland. Till exempel har man hittat tre till
fyra tusen ar gamla skrifter fran datidens Egypten som bland annat beskriver
hur arean av en triangel kan beréiknas. An idag anviinds manghdrningar flitigt
och samma trianglar som egyptierna nedtecknade anvinds nu inom till exem-
pel datorgrafik och naturvetenskap. Aven inom matematiken finns det mycket
kvar att uppticka om polygoner och deras hogredimensionella motsvarigheter.

Vi borjar hiar med att ge en ordentlig definition av vad en polygon &r och visar
sedan Picks sats som &r ett uttalande om polygoner som ”bara” &r cirka 100
ar gammalt.

2.1 Definition av polygoner

Definition 2.1.1. En konvex delmingd P av R? som innehaller sin rand och
har ett icke-tomt inre kallas fér en (konvex) polygon om randen till P bestar
av dndligt manga linjesegment som innesluter P.

Exempel 2.1.2. Figuren nedan &r en polygon.

Vi noterar att dess rand bestar av fem stycken linjesegment som innesluter
polygonen och att polygonen har ett icke-tomt inre. A

Anmérkning 2.1.3. Anledningen till att vi kréver att en polygon maste
ha inre punkter ar att vi vill forhindra P fran att vara ett linjesegment, en
punkt eller tomma méngden. Det finns manga som intresserar sig for mer
generella typer av manghtrningar &n polygoner sa som vi definierat dem. Till
exempel kan man dven tillata icke-konvexa polygoner. For att resultaten i det
hir kompendiet ska vara giltiga dr det dock viktigt att vi anvdnder oss av
begreppet polygon enligt Definition 2.1.1.

Definition 2.1.4. Lat P vara en polygon. Ett maximalt linjesegment pa ran-
den av P kallas for en kant av P. Med maximalt menar vi héir att linjesegmen-
tet inte kan forldngas och fortfarande vara en del av randen av P. En punkt
som ligger i skirningen av tva olika kanter kallas for ett hdrn av P.

Exempel 2.1.5. Betrakta foljande triangel.
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Detta &r en polygon dar hornen ges av punkterna x, y och z, och kanterna &r
linjesegmenten Li, Lo och Ls. A

Exempel 2.1.6. En polygon vars kanter alla har samma ldngd och vars horn
alla har lika stora vinklar kallas for en regelbunden polygon.

A @

Hér ser vi exempel pa regelbundna polygoner med 3, 4,5 och 6 horn. A

Exempel 2.1.7. Ett exempel pa en polygon vars sidor &r lika langa men som
inte ar regelbunden &r en romb.

Definition 2.1.8. Méingden
ZQ = {(:cl,xg) ‘ xr1,T2 € Z} C R2

kallas for gittret i R? och en punkt x € Z? kallas for en gitterpunkt. Med andra
ord bestar gittret Z? av alla punkter i R? med heltalskoordinater. Om alla
horn i en polygon P &r gitterpunkter sa kallas P for en gitterpolygon.

I den hér kursen kommer vi mest intressera oss for gitterpolygoner. En moti-
vering for att studera gitterpolygoner, snarare &n polygoner rent allmént, &r
att gitterpolygoner har flera vackra och spdnnade egenskaper som generella
polygoner saknar. Ett exempel pa en sadan egenskap kommer vi se i nésta
avsnitt.

Exempel 2.1.9. Man kan illustrera gittret Z2 som skdrningspunkterna i ett
rutndt som i figuren nedan.
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= N W e Ot

12 345

Betrakta nu féljande polygoner.

— DN W = Ot
=N W s Ot

1 2 3 4 5 1 2 3 45

Eftersom alla horn i den vénstra figuren dr gitterpunkter sa ar polygonen en
gitterpolygon. Polygonen till htger har tva horn som inte dr gitterpunkter och
ar darfor inte en gitterpolygon. A

2.2 Picks sats

En speciell egenskap hos gitterpolygoner &r att deras area &r bestdmd av deras
gitterpunkter. Detta resultat dr kint som Picks sats efter Georg Alexander
Pick som bevisade detta ar 1899. Notera att méangden av gitterpunkter hos en
polygon P dr mingden P N Z2. Vi inleder med ett par exempel.

Exempel 2.2.1. Lat oss betrakta féljande gitterpolygon.

— N W

1 2 3 4

Fran Ovning 2.1 framgar att arean av polygonen &r % Samtidigt har poly-
gonen fyra gitterpunkter i sitt inre och sju stycken gitterpunkter pa randen.
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Vad som kan verka som ett mystiskt sammantraffande ar att

Antal gitt kt 3 d 7 13
Antal inre gitterpunkter—+ e gl erpur; of ba Tanden , _ 4+§—1 =<5

vilket var lika med polygonens area. Picks sats sédger att motsvarande samband
galler for alla gitterpolygoner. A

Man kan tro att formeln vi just sag ar en ren tillfallighet s& innan vi gar vidare
testar vi den i ett annat exempel.

Exempel 2.2.2. Betrakta gitterpolygonen nedan.

_— N W

1 2 3 4 5

Polygonen har sex inre gitterpunkter och atta gitterpunkter pa sin rand. Vi
noterar att

8
6+-—-1=9
+ 2
och att detta &r precis arean av polygonen, se Ovning 2.1. A

I exemplen ovan ges alltsa arean av en gitterpolygon P av uttrycket
Area(P) =1+ g -1

dér 4 dr antalet inre gitterpunkter och r dr antalet gitterpunkter pa polygonens
rand. An sa linge vet vi bara att denna formel gller i de tva fallen ovan, men
man kan faktiskt bevisa att den &r sann for alla gitterpolygoner och resultatet
kallas for Picks sats. Vi bevisar detta i Sats 2.2.10 men for att genomfora
beviset behover vi lite mer férberedande teori.

Anméirkning 2.2.3. I exemplen ovan och i resten av det har kompendiet
anvéinder vi konventionen att enheten for arean hos en gitterpolygon ges av
gittret. Konventionen innebér till exempel att kvadraten med hoérn i punkterna
(0,0), (1,0), (0,1) och (1,1) har area 1.

Definition 2.2.4. Lat P vara en gitterpolygon och lat x € P vara en gitter-
punkt. Vi definierar vikten av x, vp(x) enligt nedan.

(i) Om x &r en inre punkt sa dr vp(x) = 1.

(ii) Om x #r en punkt pa randen som inte #r en hornpunkt s ir vp(x) = 3.

0

= 3500 dér 6 ar vinkeln i hornet x.

(iii) Om x dr en hérnpunkt sa dr vp(x)
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Vi betecknar summan av vikterna av gitterpunkterna i P med V(P), det vill
saga att
V(P)= > vpx)
x€EPNZ2
Slutligen definierar vi vp(y) = 0 for alla gitterpunkter y € R? som inte ligger
iP.

Exempel 2.2.5. Betrakta polygonen med sex markerade punkter nedan.

(0,2) (3,2)

% (5,2)

(0,0) (3,0)

Eftersom (2,1) &r en inre punkt s& &r vp((2,1)) = 1. Vidare ser vi att (3,2)
dr en randpunkt som inte &r ett hérn, s vp((3,2)) = 3. Punkten 0 = (0,0)
ar ett horn med vinkel 90° sa yp((O, 0)) = % = 1. Att beréikna vikten av de
ovriga punkterna ldmnas till Ovning 2.2. A

Det kommer visa sig att vikten V(P) av en gitterpolygon P &r lika med arean
av polygonen. Vi borjar med att visa detta for vissa speciella polygoner.

Hjilpsats 2.2.6. Lat R vara en rektangel med horn i gitterpunkter och vars
sidor dr parallella med x1-azeln respektive xo-azeln. Da dr V(R) = Area(R).

Bevis. Lat x € R vara en gitterpunkt. Da dr x antingen ett hérn, en randpunkt
som inte dr ett horn eller en inre punkt. I rektanglar géller att vinklarna i alla
horn ar 90° vilket betyder att

1 om x &r en inre punkt,

vR(X) = om x dr en randpunkt som ej &r ett horn,

= N[

om X &r en hoérnpunkt.

Eftersom sidorna av R &r parallella med xi-axeln respektive xo-axeln kan vi
berdkna arean av R genom att dela in R i mindre rektanglar som i féljande
exempel.

A
4 1
3 —_ 3 . . . .
2 —_ 3 . . . .
1 1
| | | | | [
\ \ \ \ \ \




Genom en sddan indelning har vi att varje inre gitterpunkt svarar mot en
kvadrat med area 1, vilket &r precis vikten av en sddan punkt. P& samma sétt
svarar en hérnpunkt mot en kvadrat med area (%)2 = i, vilket &r lika med
hoérnpunktens vikt. En randpunkt som inte &r ett horn svarar mot en rektangel
med area 1 - % = %, vilket ocksa &r lika med en sadan punkts vikt.

Hela rektangelns area &r lika med summan av areorna av de mindre rektang-
larna. Eftersom arean av varje mindre rektangel ar lika med vikten av mot-

svarande gitterpunkt foljer att V(R) = Area(R). O

Hjilpsats 2.2.7. Lat T wvara en triangel med horn i gitterpunkter. Da dr
V(T) = Area(T).

Bewvis. Vi delar upp beviset av detta i tva fall.

(i) Lat oss borja med att visa satsen i fallet da 7" &r en rétvinklig triangel
vars kateter dr parallella med xi-axeln respektive xo-axeln. Exempelvis:

Vi later nu S vara en kopia av T'. Genom att placera denna kopia, roterad
ett halvt varv, sa att de tva trianglarna mots lings sina hypotenusor, kan
vi skapa en rektangel R vars sidor ar parallella med xq-axeln respektive
To-axeln.

Varje gitterpunkt i T" eller S som inte ligger lings med hypotenusan
kommer ha samma vikt i R som i den triangel som innehaller den. Detta
ar sant eftersom om en punkt inte ligger lings med hypotenusan sa ligger
den i precis en av trianglarna 7" och S.

Betrakta nu en gitterpunkt x som ligger lings med hypotenusan av T’
och S men som inte &r ett hérn. Da ar x en inre punkt i rektangeln R
och vikten av en sddan &r 1. Samtidigt giller att vr(x) = vg(x) = 1 s&

det foljer att

= vp(x) + vg(x).



(i)

Om x istéllet ar ett horn lings med hypotenusan i T sa kommer x sam-
tidigt vara ett horn ldngs hypotenusan i S. Lat vinkeln for hornet x i T
vara 61 och vinkeln f6r hérnet x i .S vara 65.

Eftersom 61+60, = 90°, vilket &r lika med vinkeln fér hérnet x i rektangeln
R, foljer det att

0, 0, 90°
= 3600 T 3600 — 3600 — “R):

Da vikten av en punkt &r 0 om punkten ligger utanfor méngden sa har
vi nu visat att det for alla x giller att vg(x) = vp(x) + vg(x). Det
foljer ddrmed att V(R) = V(T') + V(S). Da S &ar en kopia av 7T sa &r
V(T) = V(S) och vi drar slutsatsen att

V(R)=V(T)+V(S)=2V(T).

Slutligen har vi i Hjélpsats 2.2.6 visat att V(R) = Area(R) och saledes
maste det gilla att

vT (X) + Us(x)

V(T) = %V(R) - %Area(R) — Area(T),

dar vi i sista steget anvidnde att arean av triangeln 7' &r precis hélften
av arean av rektangeln R.

Lat nu T vara en godtycklig triangel med horn i gitterpunkter. For att
forklara metoden vi kommer anvidnda illustrerar vi tillvigagangssittet
med ett exempel:

I exemplet kan vi rita horisontella och vertikala linjer som nedan,
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som sténger in var triangel i en rektangel R med gitterpunkter som
horn och vars sidor ar parallella med x1-axeln respektive xo-axeln. Denna
konstruktion kommer &ven gora att 7" delar in rektangeln i ett antal bitar
som alla har horn i gitterpunkter. I Ovning 2.9 visas att dessa bitar bestar
av ratvinkliga trianglar 77,75, ..., Ty for nagot k£ € N. Darmed har vi
att

R=TUTiUTyU...UTy.

Vidare &r kateterna i T; parallella med z1-axeln respektive zo-axeln for
allai=1,2,..., k. Antalet ratvinkliga trianglar som behdvs beror pa P.
I vart exempel har vi tre trianglar 77, T5 och T3. I allménhet géller, upp
till att rotera figuren, att alla mojliga sadan uppdelningar dr av nagon
av de typer som illustreras nedan (dir vi enbart markerat hérnen och
inga Ovriga gitterpunkter).

Enligt samma resonemang som i (i) far vi nu att
VR)=V(T)+V(Th)+ V(T2) + ... + V(Ty),
samtidigt som
Area(R) = Area(T') + Area(T1) + Area(Ts) + ... + Area(Ty).

Enligt Hjédlpsats 2.2.6 &r Area(R) = V(R) for rektangeln R och enligt (i)
har vi att Area(T;) = V(T;) for i = 1,2, ..., k. Ddrmed drar vi slutsatsen

att
V(T)=V(R)=V(Th) = V(T2) —... = V(T}) =
= Area(R) — Area(Th) — Area(T2) — ... — Area(T}) =
= Area(T). O

Hjilpsats 2.2.8. Lat P vara en gitterpolygon. Da gdller att V(P) = Area(P).

Bevis. Tag en godtycklig gitterpolygon P. Vi viljer aterigen att illustrera var
bevismetod med ett exempel:

31



Genom att vilja ett horn x och dra streck fran det hornet till alla andra hoérn
av polygonen sa skapas en sa kallad triangulering av P. En triangulering ar ett
sitt att skriva P som en union av trianglar 11,75, ..., T} sa att varje icke-tom
skdrning mellan varje par av olika trianglar 7; och 7} antingen &r ett horn
eller en kant i bade T; och Tj.

I vart exempel ser vi till exempel att skdrningen av trianglarna 77 och Tb &r
en kant och att skdrningen av trianglarna 77 och T3 &r hérnet x. En anledning
till att vi gjorde detta dr for att vi nu kan skriva arean av P som summan
av areorna av trianglarna, Area(P) = Area(T1) + ... + Area(T}). Tag nu en
punkt p € P. Vi far da nagra olika fall att undersoka.

(i) Om p &r en inre punkt av P sa finns tva mojligheter. Den ena mojligheten
4r att p dr en inre punkt i precis en triangel T; for nagot i = 1,2,..., k.
Da giller att vp(p) = 1 = vr,(p). Den andra mojligheten dr att p ligger
pa en kant av en triangel T; och d& maste p ocksa ligga pa kanten av precis
en annan triangel T} for nagot j # 7. Dérmed géller att p &r en randpunkt
som inte &r ett horn i bade T; och Tj. Da giller att vy, (p) = vr; (p) = 3

sa vi har att
= vr,(p) + v, (P)-

(ii) Om p &r en randpunkt till P som inte &r ett horn sa giller att p ligger
i precis en triangel T; for nagot ¢ = 1,2,...,k. I sa fall giller det att

vp(p) = 3 = vr,(P).

(iii) Om p ar ett horn i P sa ser vi fran bilden att p i sa fall 4r ett horn
i antingen en, tva, eller alla trianglar. I fallet da4 p ar ett horn i precis
en triangel T; sa &r vikten vp(p) = vr,(p). Om p &r ett horn i precis
tva trianglar T; och T} sa later vi 0; vara vinkeln for p i T; och 6; vara
vinkeln for p i Tj.
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Da giller att vinkeln for p i P 4r 0; 4 0; sa

v ( )_01»—1—0]-_ 0; n 9]'
PAP) = T3600 T 360° ' 360°

=v7,(P) + v, (P)-

Det sista fallet dr att p &r ett horn i alla trianglar 77, ..., Ty, det vill
siga att p = x. Pa samma sitt som ovan far vi da att

vp(p) = vry (P) + ... + vz, (P)-

Vi har nu visat att vp(p) = vr, (p) +. .. +vp, (p) for alla gitterpunkter p € P.
Darmed géller det att

V(P) = V(Tl) + V(Tg) + ...+ V(Tk).

Enligt Hjédlpsats 2.2.7 dr V(T;) = Area(T;) for godtyckliga gittertrianglar T;
sa det foljer att

V(P)=V(T1)+V(T2) + ...+ V(T}) = Area(T1) + ...+ Area(T}) = Area(P)

och dérmed har vi att V(P) = Area(P). O

Vi dr nu néra ett bevis av Picks sats. Det sista vi behover &r ett sétt att relatera
vikten V(P) av en gitterpolygon P med antalet gitterpunkter i P. Féljande
resultat ger en direkt koppling mellan antalet horn av en gitterpolygon och
vikten av hérnen.

Hjalpsats 2.2.9. Lat P vara en gitterpolygon med n stycken horn. Da gdller
att summan av vikterna av hérnen till P dr 22

5.
Bevis. Se Ovning 2.3. ]

Sats 2.2.10 (Picks sats). Lat P wvara en gitterpolygon med r stycken gitter-
punkter ldngs randen och i stycken gitterpunkter i dess inre. Da gdller att

Area(P) =i+ g -1

Bevis. Lat R vara méngden av gitterpunkter pa randen till P, lat [ vara
méngden av inre gitterpunkter till P och lat n vara antalet horn till P. Vi
borjar med att berdkna vikten V(P).

Genom att infora H att vara mingden av hornpunkter till P har vi att R\ H &r
méngden av gitterpunkter pa randen till P som inte dr hérnpunkter. Eftersom
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varje gitterpunkt till P maste ligga i precis en av de tre méngderna I, R\ H
och H foljer att

VP)= > wpx)=> vp(x)+ > wvpx)+ > vp(x).

x€EPNZ? xel x€ER\H xeH

Vidare har vi att varje inre gitterpunkt i P har vikt 1 och det finns precis
i stycken sadana, sa ) ;vp(x) = 1-4 = i. Varje gitterpunkt x pa randen
som inte &r ett horn har vikt vp(x) = % och det finns precis r — n stycken
sadana randpunkter, dédr r dr det totala antalet gitterpunkter pa randen av
P. Darmed &r } . cp g vp(x) = $(r — n). Enligt Hjélpsats 2.2.9 ir summan
av vikterna av hérnpunkterna lika med %52, s&4 >,y vp(x) = 252. Detta ger
att

V(P) = Y upl)+ 3 vpe)+ 3 vp(x) =i gr—m)+ o =ig D1

2 2
xel XER\H xeH

Enligt Hjdlpsats 2.2.8 har vi slutligen att Area(P) = V(P) sa det foljer att

Area(P) :2'—|—g—1. O

Ovningar

Ovning 2.1 (%). Beriikna arean av polygonen i Exempel 2.2.1 genom att dela
in den i rektanglar och ratvinkliga trianglar och summera areorna. Berikna
arean av polygonen i Exempel 2.2.2 pa samma sétt.

Ovning 2.2 (x%). Berikna vikterna av punkterna (3,0), (0,2) och (5,2) i
foljande polygon tagen fran Exempel 2.2.5.

(0,2) (3,2)
L 4

(5,2)

(0,0) (3,0)

Ovning 2.3 (x+). Visa att summan av vikterna av hérnen i en polygon P
med n stycken hérn ar ”T_2 (Ledning: Anvind att vinkelsumman av en n-gon

ar (n —2) - 180°.

Ovning 2.4 (x). Anvind Picks sats for att berikna areorna av foljande po-
lygoner.
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A
3 4
2 >
// 2
1
1
/
1 2 3 4 5 6 7 1 2 345 6

Ovning 2.5 (%x). Anvind Picks sats for att berdkna arean av foljande poly-
gon. (Ledning: Alla hrnpunkter dr en multipel av v/2.)

(0,3v2)

(3v2,2v2)

(0,0) (2v2,0)

Ovning 2.6 (xx). Visa med ett exempel att Picks sats inte giller for polygoner
som inte &r gitterpolygoner.

Ovning 2.7 (x%*). Visa att Picks sats giller for icke-konvexa manghérningar
P som ges av unionen av tva allminna konvexa gitterpolygoner P; och P, som
sétts samman i en kant L som i exempelfiguren nedan.

(Ledning: Lat k vara antalet gitterpunkter pa L som inte dr punkter pa randen
av P. Hur manga inre gitterpunkter har P i termer av k och antalet inre
gitterpunkter till P, och P»? Vad &r antalet gitterpunkter pa randen till P i
termer av k och antalet gitterpunkter pa randen av P, och P5?)

Ovning 2.8 (x%). En gitterpolygon P har area 5 och har 3 gitterpunkter i
sitt inre. Hur manga gitterpunkter ligger pa randen av P? Ge tva olika forslag
pa vilken polygon P skulle kunna vara.

Ovning 2.9 (xx ). Visa att man till varje gittertriangel P kan ligga till ett
antal ratvinkliga gittertrianglar T3, ...,Tp sa att R=PUTy U---UT} dr en
rektangel med horn i gitterpunkter.

35



(Ledning: Lat 7" vara den minsta zi-koordinaten av triangelns horn. Defi-
niera pa samma sitt xg”'”, " och 25'**. Skapa de vertikala linjerna L och
Ly som gar igenom 7" respektive 279, Skapa ocksa de horisontella linjerna
L3 och Ly som gar igenom x5"" respektive x7***. Lat R vara rektangeln som
stdngs in av Ly, Ly, L3 och L4. Hur manga av hornen i R kan som minst vara
horn i P? Dela in beviset i fall beroende pa hur manga av hérnen i P som &r
horn i R. Dra slutsatsen att upp till rotation av polygonen sa ges alla mdéjliga

typer av uppdelningar av de fem fallen ovan.)
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3 Polytoper

Efter att ha studerat polygoner, som ar tvadimensionella manghorningar, vill
vi nu underséka manghorningar i hogre dimensioner. For att enklare kunna
beskriva dessa sa borjar vi detta kapitel med att forklara polygoner pa ett
annat sétt dn vad vi gjort tidigare.

Déarefter anvinder vi detta sprak for att definiera tredimensionella méang-
horningar, sa kallade polyedrar. Precis som med ordet polygon sa kommer
ordet polyeder fran grekiskan och dr en sammanséttning av ordet poly och
ordet hedra som betyder basyta. Detta kan forklaras av att en polyeder &r in-
nesluten av ett antal ytor i former av polygoner pa samma séitt som en polygon
ar innesluten av ett antal linjer.

Sedan definierar vi polytoper, vilket &r manghorningar i allménna dimensioner.
Ordet polytop uppkom sent pa 1800-talet i Tyskland som ett samlingsnamn
for manghorningar av godtycklig dimension.

3.1 En algebraisk struktur pa R?

Definition 3.1.1. Lat x = (z1,22) och y = (y1,%2) vara tva punkter i R? och
lat A € R vara ett tal. D& definierar vi

(i) x+y= (21 +y1, 22+ y2),
(ii) )\X = ()\:L‘l, )\1’2),
(iii) x —y =x+ (—1)y.

I Kapitel 1 och 2 studerade vi R? geometriskt, det vill siiga genom att betrakta
figurer. Definitionen ovan &r istéllet algebraisk men har oavsett en underlig-
gande geometrisk idé. Summan x + y av tva punkter x och y kan némligen
visualiseras pa foljande sétt. Vi borjar med att rita pilar fran origo till punk-
terna x och y. Sedan parallellférflyttar vi en av pilarna och ldgger den sa att
den startar dér den andra pilen slutar. Summan x +y ges da av punkten som
ligger dér den pil som vi flyttade slutar. Vilken av pilarna vi véljer att flytta
har ingen betydelse som kan ses i féljande bild.

P& ett liknande sétt kan vi visualisera hur Ax ser ut geometriskt genom att
forlanga pilen fran 0 till x med faktorn A:
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Eftersom vi har att x —y = x + (—1)y sa kan vi ocksa ge en geometrisk
tolkning av differensen x — y. Vi gor detta i flera steg.

X X
? -2
x+ (-y)
s r Y
0 A 0
- o
-y -y
Figur 3.1: Punkterna x, y och —y Figur 3.2: Punkten x—y = x+(—y)

Vi noterar att linjesegmentet mellan origo och punkten x—y har samma ldngd
och &r parallell med linjesegmentet mellan y och x.

]

-y

Figur 3.3: Linjen fran 0 till x — y ar parallell med linjen fran y till x
Anmairkning 3.1.2. Att som i exemplen ovan betrakta en punkt x € R?
som en pil fran origo till x som man kan flytta runt ir nagot man gar igenom

i teorin om vektorer. Vi vill dock oftast betrakta vara punkter som riktiga
punkter och inte pilar sa denna teori tas inte upp hér.

Exempel 3.1.3. Vi berdknar 3x — 2y dér x = (2,1) och y = (0,1). Enligt
Definition 3.1.1 géller att

3x =3(2,1) = (3-2,3-1) = (6,3) och 2y = (0,2).

Déarmed fas att

3x — 2y = 3(2,1) — 2(0,1) = (6,3) — (0,2) = (6 — 0,3 —2) = (6,1). A
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I kapitel beskrivs vi konvexa méngder i tva dimensioner. Pa liknande sétt kan
konvexa méngder for hogre dimensioner definieras.

Definition 3.1.4. Lat n > 1. En konvex méngd C' C R™ dr en méingd sadan
att om z,y € C giller for alla ¢ € [0,1] att tx + (1 —t)y € C.

3.2 Konvexa holjen

Med den algebraiska strukturen vi nu gett R? kan vi konstruera konvexa holjen
av ett antal punkter. Detta kommer leda till ett nytt sidtt att beskriva poly-
goner.

Definition 3.2.1. Lat xi,...,x, vara ett dndligt antal punkter i R%. Det
konvexa holjet av x1,...,X, dr mingden

K(Xl,...,Xn):{)\1X1+...—|—)\nxn’)\1,...,)\n20, )\1—|——|-)\n:1}

som bestar av punkter p € R? som kan skrivas pa formen p = A\;x;+...+ A\, X,
for nagra A1, ..., A, som uppfyller villkoren ovan.

Definitionen ovan kan se nagot kranglig ut, men det geometriska objektet som
den beskriver ar forhallandevis enkelt. Det konvexa holjet av ett antal punkter
ar ndmligen den minsta konvexa méingden som innehéaller de givna punkterna
och &r oftast en polygon. Vi kommer rigorést formulera vad vi menar med
detta i Sats 3.2.4. Lat oss dock inleda med ett exempel.

Exempel 3.2.2. Det konvexa holjet av tva punkter x,y € R? ges av miingden
K(x,y) = {)\1X+)\2y | A, A2 > 0och A1+ X = 1}. Vihardaatt Ag =1— )\
sa en punkt i det konvexa holjet kan skrivas pa formen

>\1X+)\2y: )\1x+(1—)\1)y:y—|—)\1(x—y)

for nagot 0 < A; < 1. Eftersom vi noterade att linjesegmentet fran 0 till x —y
har samma riktning och lingd som linjesegmentet fran y till x sa ligger en
punkt pa formen y + Aj(x —y) pa linjen mellan x och y, som framgar fran
figuren nedan.

Yy
FENG A A(x—y)

e

Eftersom A; kan anta alla vérden mellan 0 och 1 sa &r K(x,y) méngden av
alla punkter som ligger pa linjesegmentet mellan x och y.
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\X

Alltsa, det konvexa holjet av tva punkter x och y &r lika med linjesegmentet
mellan de tva punkterna. A

Sats 3.2.3. Ldt x1,%2,x3 € R? vara tre punkter som inte ligger pd en linje.
Da dr det konveza holjet K = K(x1,X2,X3) en triangel med X1, X2 och X3 som
horn.

Bevis. Varje punkt p i K ar per definition pa formen

P = A1X1 + AaXa + A3x3
dér Ay, Ao, Az > 0 och Ay + Ao + A3 = 1. Efter omskrivningen A1 + Ay =1 — A3
skiljer vi pa tva fall.

Det forsta fallet &r att A3 = 1. Da ar Ay = Ay = 0 eftersom \{+Xo =1—-X3 =0
och A1, Ao > 0. Detta betyder i sin tur att p = 0x1 + 0x2 + X3 = X3.

Det andra fallet &r att A3 # 1, och vi gor da foljande riknetrick:

A A
A1X1 + AgXg = (1 — )\3) (1 _1/\3X1 + : _2)\3 X2> = (1 — )\3)y,

dér vi infort y = 5 1\1)\3 X1 + lf—f\st. Notera hér att det dr viktigt att krédva

att A3 # 1 for annars sa skulle vi dividera med 0! Den stora fordelen med den

hér omskrivningen ses enklast genom att inféra p; = 12\3 och pe = 1f§3.
Eftersom p1, pg > 0 och
A1 A9 . A1+ Ao 1— )3

p—y —_ p— p— 1
R I L D VS D VS W
sa ser vi att y ligger i det konvexa holjet av x; och xa,

y € K(x1,x2) = {p1x1 + paxo | 1, g2 > 0 och pg + pg = 1}.

Det konvexa holjet K(x1,X2) dr som vi noterade i Exempel 3.2.2 lika med lin-
jesegmentet mellan x; och xo. Eftersom var ursprungliga punkt p kan skrivas

P = Aix1 + Aexa + Azxg = (1 — A\3)y + A3x3

har vi pa samma sétt att p tillhér det konvexa holjet K(y,x3), vilket dr
linjesegmentet mellan y och x3.

X2

X1

X3
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Da A3 # 1 innebér detta att vi for varje y kan, genom att variera As i intervallet
0 < A3 < 1, fa p att vara alla punkter pa linjesegmentet K(y,x3) utom just
punkten x3. Vi vet dock redan att p = x3 i fallet A3 = 1. Notera att det ar
mojligt att variera Az eftersom vi for varje virde av Az kan hitta nya A1 och Ao

mellan 0 och 1 sa att kvoterna p1 = 7 fi\s och pg = 5 f\S halls konstanta (givet

nytt A3, sitt \; = %}’3\2”) for j € {1,2}), vilket betyder att punkten y inte
forandras. Darmed far vi att hela linjesegmentet mellan y och x3 ligger i K.
Slutligen konstaterar vi att genom att variera A\; och A2 mellan 0 och 1 s kan
vi fa alla punkter pa linjesegmentet mellan x; och x2 som y. Alltsa kommer
alla linjesegment fran xs till alla punkter y pa linjesegmentet mellan x; och
xo ligga i K. Dérfor drar vi slutsatsen att K = K(x1,x2,x3) r triangeln

X2

X1

med horn i punkterna x;, X2 och x3. O

Man kan med en liknande metod visa att det konvexa héljet av fyra punkter
som inte ligger pa en linje ges av en polygon med som mest fyra hoérn. Pa
samma sidtt kan man visa att det konvexa holjet av fem punkter som inte
ligger pa en linje ar en polygon med som mest fem hoérn. Man kan till och med

visa foljande sats, vars bevis kriaver en del berdkningar och darfor har limnats
till Appendix A.

Sats 3.2.4. Lat n > 3 och lit xq,...,%, € R? vara n stycken punkter som
inte alla ligger pa en linje. Da dr K(x1,...,X,) en polygon med som mest n
stycken horn.

Bewvis. Se Sats A.1.2 O

Exempel 3.2.5. Betrakta foljande tre exempel pa konvexa holjen.

P2 P4 d T4
r
92 qs
P1 P3 a r; rs
g3 I
Konv(py,...,p1) Konv(qy,...,qs) Konv(ry,...,rs)

Notera att den hogra figuren har en punkt rs som ligger inuti det konvexa
holjet. Det betyder att r3 ej behovs for att konstruera detta konvexa holje, utan
vi har att K(ry, ro,rq,r5,1v6) = K(ri,ro,r3, re, r5,1r6). Se iven Ovning 3.3. A
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Anméirkning 3.2.6. Det foljer fran Sats 3.2.4 att varje polygon P ér lika med
det konvexa holjet av sina horn. Det vill sdga att om P har hérnen x1,...,x,
sa &r P = K(x1,...,X,). Fran Sats 3.2.4 ser vi alltsa att vi skulle kunnat
definiera en polygon som det konvexa holjet av ett dndligt antal punkter som
inte ligger pa en linje. Vi valde att anvénda oss av Definition 2.1.1 eftersom
den pa manga sitt dr enklare att forsta. I resten av kompendiet kommer vi
dock inte gora skillnad pa en polygon enligt Definition 2.1.1 och en polygon
som det konvexa hdoljet av sina horn.

3.3 Euklidiska rummet och polyedrar

An sa ldnge har vi studerat tvadimensionella objekt, sa som polygoner och and-
ra delméngder i talplanet. Vi gar nu 6ver till att studera tredimensionella ob-
jekt. Foljande definitioner dr direkta motsvarigheter till det tvadimensionella
fallet.

Definition 3.3.1. Det euklidiska rummet &r mangden
R3 = {(x1, 22, x3) | 21, T2, 3 € R}.
Givet x = (21, 72,23),y = (y1,%2,y3) € R3 och A € R definierar vi
(i) x+y = (z1 4+ y1, 22 + Y2, 23+ 3),
(il) Ax = (A\z1, Aze, \x3),
(iii) x —y =x+ (—1)y.

Vidare later vi Z3 = {(z1, 9, 73) € R? | 21,72, 23 € Z} beteckna gittret i R3.
Vi infér notationen 0 = (0,0, 0) och kallar denna punkt fér origo.

Exempel 3.3.2. Féljande dr exempel pa delmingder i R3.

=il

Figur 3.4: En boll. Figur 3.5: En kub.

Med en boll menar vi hiar méngden av alla punkter som har som mest avstand
r fran nagon given punkt p € R3, dir vi kallar » > 0 for bollens radie och p
for bollens mittpunkt. En kub &r det forsta exemplet vi ser pa en tredimen-
sionell manghoérning vilket &r nagot vi kommer spendera en stor del av detta
kompendium att studera. A

Definition 3.3.3. Lat M vara en delmingd av R3.
(i) En punkt x € M kallas for en inre punkt om det existerar en boll B

med x som mittpunkt som ligger helt inuti M, det vill sdga att B C M.
Mangden av alla inre punkter kallas for det inre av M.
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(i) En punkt x € R3 kallas for en randpunkt till M om varje boll B med x
som mittpunkt har egenskapen att B innehaller bade punkter som ligger
i M och punkter som ligger utanfor M, det vill sdga att BN M # &
och BN (R3\ M) # . Miingden av alla randpunkter till M kallas for
randen av M.

Definition 3.3.4. Lat x1,...,X, vara ett antal punkter i R3. D4 definierar
vi det konvexa holjet av dessa punkter som méngden

K(Xl,...,Xn):{>\1X1—|—...+)\nxn|)\1,...,)\n20, )\1++>\n:1}

I analogi med Sats 3.2.4 gor vi foljande definition.

Definition 3.3.5. En polyeder &r ett konvext holje av ett dndligt antal punk-
ter x1,...,%, € R? med ett icke-tomt inre. Vi definerar hirnen av P som
den minsta uppséttning punkter y1,...,yx sa att P = K(y1,...,yx). Om alla
horn i P &r gitterpunkter sa kallas P for en gitterpolyeder.

Anmérkning 3.3.6. Den minsta uppséttningen av punkter som bygger upp
en polyeder dr unik. Det vill siga att om P = K(y1,...,yx) ir en polyeder dér
k &r minimal och om det finns k& punkter xi,...,x; med P = K(x1,...,x)
sa galler att {x1,...,xx} = {y1,...,¥x}. Beviset for detta utelimnas och vi
ber om ldsarens Gverseende.

Exempel 3.3.7. Foljande figur dr en polyeder.

Notera att den dr innesluten av flera polygoner som skir varandra i kanter
och horn. A

Definition 3.3.8. Lat P vara en polyeder. Randen av P bestar av ett antal
polygoner som vi kallar for fasetter av P. Varje kant av nagon fasett av P
kallas ocksa for en kant av P. Vidare sammanfaller hérnen av P med hérnen
av fasetterna. Vi definierar sida som samlingsnamnet fér tomma méngden,
horn, kanter och fasetter av en polyeder.

Exempel 3.3.9. Foljande figur forestéller polyedern fran Exempel 3.3.7, fast
med en fasett F', en kant L och ett horn v utmarkerat.
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Anmirkning 3.3.10. Anledningen till att vi later tomma méngden vara en
sida ar att vi vill kunna siga att tva sidor av en polyeder skir varandra i en
sida. I Exempel 3.3.9 &r skérningen mellan till exempel sidorna F' och L lika
med den tomma méngden.

Exempel 3.3.11. En polyeder T' = K(v1,va,vs, v4) som &ar det konvexa
holjet av av precis fyra punkter i R3 kallas for en tetraeder.

Notera att varje fasett av tetraeder &r en triangel. A

Exempel 3.3.12. En regelbunden polyeder &r en polyeder vars fasetter ar lik-
formiga regelbundna polygoner. Det visar sig att, upp till val av skala, finns det
bara fem regelbundna polyedrar och dessa kallas for de platonska kropparna.
Vi illustrerar de fem platonska kropparna nedan.
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En regelbunden tetraeder. En kub (regelbunden hexaeder).

&

En regelbunden oktaeder. En regelbunden ikosaeder.

P

En regelbunden dodekaeder.

I Kapitel 2 s& bevisade vi Picks sats som sa att arean av en gitterpolygon kan
berdknas genom att rikna antalet gitterpunkter i polygonen. Da det motsva-
rande tredimensionella konceptet for en area dr volym sa dr en naturlig fraga
man kan stélla sig om det finns en liknande formel f6r att bestimma volymen
av en gitterpolyeder genom att rikna antalet gitterpunkter i polyedern. Det
finns dessvérre inte, som foljande exempel illustrerar.

Exempel 3.3.13. Betrakta foljande par av gitterpolyedrar i R3.
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(1,1,2)

(0,0,0) (0,1,0) (0,0,0)

(1,0,0) (1,0,0)

Det &r tydligt att volymen av den hogra ar storre dn volymen av den vénstra.
Picks sats sa att arean av en polygon gavs av formeln ¢ + 5 — 1 dér ¢ &r
antalet inre gitterpunkter och r &r antalet gitterpunkter pa randen. Vi ser
hér att det inte kan finnas nagon motsvarande formel fér polyedrar och deras
volymer eftersom polyedrarna ovan bada har sina fyra hoérn som sina enda
gitterpunkter men har olika volym. A

Detta ar dock inte slutet pa historien, som vi kommer se i Kapitel 6.

3.4 Hogredimensionella rum och polytoper

Om man jamfor definitionerna for planet och rummet sa ser man att den enda
skillnaden &r att man har en extra koordinat i tre dimensioner. P4 samma
sitt dr enda skillnaden mellan definitionen for en polygon och en polyeder att
punkterna som man tar det konvexa holjet av har en extra koordinat. Rent
matematiskt ser vi att objekt med hogre dimension &n tre inte dr sarskilt
konstigt.

Definition 3.4.1. Lat d vara ett positivt heltal. Det euklidiska d-rummet &r
méngden
RY = {(21,20,...,2q) | ®1,22,..., 249 € R}

och gitter ges av
74 = {(x1,29,...,2q) € R | &1, 29,... 24 € Z}.

Vi kallar d for dimensionen av R?. Slutligen skriver vi 0 = (0,0,...,0) med d
stycken 0:or och kallar denna punkt for origo.

Definition 3.4.2. En polytop &r samlingsnamnet for konvexa holjen av dndligt
manga punkter i R? for d = 1,2, .... En gitterpolytop #r ett konvext holje av
andligt manga gitterpunkter i RY.
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Exempel 3.4.3. Definitionen av en polytop fangar upp flera geometriska
figurer som vi redan har stott pa:

(i) Ett linjesegment &r det konvexa holjet av sina &ndpunkter och dr darfor
en endimensionell polytop.

(ii) En polygon dr det konvexa héljet av en méngd punkter som ligger i ett
plan men inte ldngs en linje och &r darfor en tvadimensionell polytop.

(iii) En polyeder dr det konvexa héljet av méngd punkter som inte ligger i
ett plan i R? och #r dirfor en tredimensionell polytop. A

Att rita bilder av geometriska objekt som har en dimension som &r storre
dn tre &ar i princip omojligt eftersom vi lever i ett tredimensionellt rum. Det
finns dock tekniker som kan hjilpa en med hur man kan ténka pa till exempel
fyrdimensionella figurer. For att forsoka forestélla oss motsvarigheten till en
kub i fyra dimensioner borjar vi med ett linjesegment med sidlangd 1.

Om vi fran varje punkt av linjesegmentet drar ett nytt linjesegment med sam-
ma ldngd som &r vinkelréitt mot linjesegmentet vi startade med sa far vi en
kvadrat med sidléngd 1.

I varje punkt i kvadraten med sidléngd 1 lagger vi nu till ett linjesegment med
samma lingd som &r vinkelrdtt mot kvadraten. Vi erhaller da en kub med
sidlangd 1.

Vi ténker oss nu att vi i varje punkt av kuben kan ldgga till ett linjesegment
som dr vinkelréitt mot kuben och har lingd 1. Detta &r inte mgjligt i dimension
tre utan maste goras i R*. Den fyrdimensionella kropp som da uppstar ér den
fyrdimensionella kuben, som ibland ocksa kallas for tessarekten. Om vi struntar
i kravet att de linjesegmenten vi lagger till ska vara vinkelrdta mot kuben sa
far vi foljande bild.
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Anméirkning 3.4.4. Ett faktum man kan visa med lite mer matematisk bak-
grund Ar att precis som randen av en polyeder bestar av polygoner sa kommer
randen av en polytop av dimension d att utgoras av polytoper av dimen-
sion d — 1. Dérfor kan man definiera en regelbunden polytop av dimension d
som en polytop vars rand bestar av likformiga och regelbundna polytoper av
dimension d — 1. En sddan definition generaliserar direkt hur vi definierade
regelbundna polygoner och polyedrar. Det dr latt att overtyga sig om att det
finns odndligt manga regelbundna polygoner och i Exempel 3.3.12 hdvdade
vi att det bara finns fem stycken regelbundna polyedrar upp till skala. Under
1800-talet lyckades matematiker kartligga hur manga regelbundna polytoper
det finns upp till skala av godtycklig dimension d. I alla dimensioner storre
an fyra finns precis tre stycken regelbundna polytoper och dessa motsvarar
generaliseringar av tetraedern, kuben respektive oktaedern. I dimension fyra
finns det utéver den fyrdimensionella motsvarigheten till en tetraeder, kub och
oktaeder ytterligare tre stycken regelbundna fyrdimensionella polytoper som
kallas for 24-cellen, 120-cellen och 600-cellen. De nagot fantasilésa namnen for
dessa fyrdimensionella polytoper refererar till hur manga polyedrar som utgor
deras rand. Randen av 24-cellen utgors av 24 stycken oktaedrar, randen av
120-cellen utgors av 120 stycken dodekaedrar och randen av 600-cellen utgors
av 600 stycken tetraedrar.

Ovningar
Ovning 3.1 (). Los foljande.
(i) Berdkna (4,2) +2(1,1) och rita ut losningen geometriskt.
(ii) Berédkna (1,1,1) — 3(2,0,1) +4(0,0,1).
Ovning 3.2 (). Vad #r det konvexa héljet av en punkt?
Ovning 3.3 (). Visa att om x € K(x1,...,X,) sa &r
K(xi,...,x,) = K(x1,...,Xpn,X).

Ovning 3.4 (x* ). Foljande uppgifter har alla att géra med konvexa héljen
och linjesegment.

(i) Visa att det konvexa holjet av tre punkter som ligger pa en linje &r lika
med det konvexa holjet av de tva yttersta punkterna.

48



(ii) Visa att det konvexa holjet av k stycken punkter som ligger pa en linje
ar lika med det konvexa holjet av de tva yttersta.

(iii) Visa att om ingen av k stycken punkter x1, X2, ..., Xy ligger i det konvexa
holjet av de 6vriga k — 1 punkterna sa ligger ingen trippel av punkter
pa en linje.

Ovning 3.5 (x*). Visa att konvexa holjet av (0,0),(1,0),(1,1) kan skrivas
som 0 < y < x < 1. Rita upp omradet.

Ovning 3.6 (). Visa att konvexa héljet av (=1, —1,0), (—1,1,0), (1, —1,0), (1,1,0), (0,0, 1)
kan skrivas |z| + 2z < 1 och |y| + z < 1. Rita upp omradet.

Ovning 3.7 (%*). VisaK ((0,0), (1,0), (1,1),(1/2,1/2)) = K ((0,0), (1,0), (1, 1)).

Ovning 3.8 (). Kan man skriva linjen {y = 0} € R? som ett konvext holje
av ett dndligt antal punkter?

Ovning 3.9 (x%). Visa att ett konvext holje av ett dndligt antal punkter ér
en konvex méngd.

Ovning 3.10 (% % %). Lat P vara en polyeder. Dualen till P ir det konvexa
holjet av mittpunkterna av fasetterna i P. Vad &r dualen till kuben?

Ovning 3.11 (x%). Féljande 6vning handlar om sidor hos polyedrar.

(i) Konstruera en polyeder vars fasetter utgors av tre trapetser (fyrhorn-
ingar) och tva trianglar.

(ii) En sida av en polyeder P &r en pentagon (femhorning). Hur manga
fasetter kan P som minst ha?

Ovning 3.12 (%). Markera ut hérn, kanter och fasetter. Vilka polygoner
bestar av fasetterna av? Ge exempel pa tva kanter som skir varandra i en
punkt, tomma och tva fasetter som skir varandra i en sida.

Ovning 3.13 (). Antag att zy,...,z, € R? bildar en tvadimensionell n-
gon P och z,1 €j ligger i planet bildat av P. Lat @) vara polytopen bildat av
Z1,...,Tpe1. Vilka fasetter har Q7

Ovning 3.14 (x). Lat x = (z1,%2,...,2q),y = (y1,Y2,...,y4) € R% och
A € R. Vi definierar foljande algebraiska struktur pa R¢:

(i) x+y=(x1+y1,22+Y2,..., T4+ Yd),
(ii) AX = ()\.%'1,/\51}2,...,)\$d).
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Berékna summorna (1,0,0,1) + (0,1,1,0) och (1,2,3,4) 4+ 3(1,1,0,1).

Ovning 3.15 (x%%). Motsvarigheten till en tetraeder i fyra dimensioner kallas
for ett 4-simplex. Ett exempel pa ett 4-simplex dr polytopen

P=K ((07 0,0,0),(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0), (0,0,0, 1))
Visa att P har precis fem gitterpunkter.

Ovning 3.16 (x). Lat P vara en gitterpolytop och lat n € N. Visa att nP ér
en gitterpolytop.
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4 Kombinatorik och polynom

Fragor av typen ”Pa hur manga sdtt kan man vilja ut 5 stycken bollar bland
30 stycken bollar av olika firg?” eller ”Hur manga uppsdttningar av k styc-
ken positiva heltal har samma summa?” brukar inrymmas inom den gren av
matematiken som kallas kombinatorik. I det hér kapitlet &r vi intresserade av
verktyg fran kombinatoriken som kan hjélpa oss med att rikna gitterpunkter i
polytoper. Vi kommer &ven att ge en introduktion till polynomfunktioner som
ocksa kommer att visa sig vara mycket anvéindbara for att rdkna gitterpunkter
i polytoper i dimension > 3 dér Pick’s sats inte ldgre giller.

4.1 Grundliggande kombinatorik

Inom kombinatorik 4r man ofta intresserad av att ridkna antalet satt utfora
nagot pa. For att forenkla framstéllningen inleder vi med ett konkret exempel.

Exempel 4.1.1. Vi stiller oss foljande fraga.

Om fem matematiker i tur och ordning viljer en av fem kritor 4
fargerna vit, rod, grén, bla och gul, pa hur manga sditt kan de fem
kritorna av olika firg fordelas?

For att besvara fragan noterar vi att den forsta matematikern har fem mojliga
farger att vilja mellan. Efter att den férsta matematikern gjort sitt val kommer
den andra matematikern att ha fyra farger att vilja mellan. Darefter kommer
den tredje matematikern att ha tre farger att vilja mellan och sa vidare. Alltsa
finns det

5-4-3-2-1=120

olika sitt som fargkritorna kan fordelas mellan matematikerna. A

Motiverade av exemplet gor vi foljande definition.

Definition 4.1.2. Lat n € N. Vi definierar talet n! som antalet siatt att ordna
n stycken objekt via

| nn—1)(n-2)---2-1, omn >0,
nl =
1, om n = 0.

Vi uttalar n! som n fakultet.

Exempel 4.1.3. I en vanlig kortlek finns det 13 stycken kléver. Om vi blandar
enbart de 13 kloverkorten i en kortlek sa &r resultatet matematiskt samma sak
som att ldgga 13 kort i nagon ordning. Darfor finns det 13! olika sétt som de
13 kloverkorten kan ha ordnats efter att ha blandats. Minirdknaren ger att
13! 2 6-10Y och for att fa en kinsla av hur stort detta tal ér sa kan vi jaimfora
med antalet ménniskor som lever pa jorden vilket i skrivande stund &r ungefér
7-10°. A

En annan typ av fragestallningar som dyker upp i kombinatorik ges i féljande
exempel.
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Exempel 4.1.4. Vi stéller oss fragan:

Pa hur manga sdtt kan man bland en vit, en rdd, en grin, en bla
och en gul krita vilja ut tre stycken kritor, utan att ta hdnsyn till
den ordning man gor valen?

Att inte ta hdnsyn till ordning betyder till exempel att valet bla, gron, rod ska
ses som samma val som valet grin, bla, réd. Vi borjar med att rikna antalet
sitt att vilja ut tre firger med hénsyn till ordning. For att gora detta konsta-
terar vi forst att det finns fem stycken val for forsta kritan. Dérefter finns fyra
stycken val for andra kritan och tre stycken val for tredje kritan. Sammanlagt
finns alltsa 5-4-3 = 60 stycken val om vi tar hénsyn till ordning. Om vi istéllet
vill berdkna antalet val oberoende av ordning behover vi dividera med antalet
sitt att ordna de tre kritor vi valt, det vill sdga 3! = 6. Sammanfattningsvis

finns det alltsa
5-4-3 60

3! 6
stycken sétt att vilja ut 3 av 5 kritor utan hénsyn till ordning. A

=10

Precis som tidigare gor vi en definition motiverade av exemplet.

Definition 4.1.5. Lat n, k € N dir n > k. Vi definierar talet (Z) som antalet
sitt att bland n stycken féremal vilja ut k stycken foremal utan hansyn till
ordning via

n\ n! _nn—-1)(n—-2)---(n—k+1)
k) kl(n—k)! k!

Vi uttalar (2) som n vilj k (eller n dver k). Vi definierar dven (Z) = 0 om
n < k eftersom det inte gar att vélja ut fler element &n vad man har element
att vilja pa.

Exempel 4.1.6. Att vilja ut ett kort fran de 52 korten i en vanlig kortlek
gar att gora pa precis 52 olika sétt. Valjer man istéllet ut 2 kort kan man fa

52 52! 52! 5251
( 2 > 21(52 = 2)!  2150! 2 6-5 36
olika par av kort. A

Lat oss nu betrakta problemet med att rikna antal sétt som man kan placera
n stycken likadana bollar i d stycken olika lador.

Exempel 4.1.7. Pa hur manga sétt kan man placera tre bollar (e) i tva olika
lador? For att svara pa den fragan noterar vi forst att tva lador kan ses som en
stor lada i vilken vi placerat ut en skiljevigg. Om vi har en stor lada med tre
bollar kan vi alltsa skapa tva lador med sammanlagt tre bollar genom att lagga
in en skiljevige nagonstans mellan bollarna. Alla mdéjligheter for skiljeviggens
placering illustreras nedan:
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tva bollar i den forsta ladan och en boll i den andra.

Metoden vi anvande hir kan géras mer strukturerad genom att ténka att vi
har 3 + 1 = 4 stycken platser att placera ut 1 skiljevigg pa, vilket kan goras
pa (‘11) = 4 sédtt. Sedan fyller vi helt enkelt de resterande 3 platserna med de 3
bollarna vilket inte paverkar antalet mojligheter. A

Exempel 4.1.8. Pa hur manga sitt kan man placera ut fyra bollar i tre olika
lador? Genom att anvidnda samma metod som i Exempel 4.1.7 kan vi tdnka
oss att vi har 3 — 1 = 2 skiljeviggar att placera ut bland 4 4+ 2 = 6 stycken
platser. Till exempel kan vi placera ut skiljeviiggarna s& hér: | | | I

Efter att ha fyllt de resterande platserna med bollar ser vi att detta ger en
Antal sétt att placera ut dessa tva skiljevaggar bland de sex mdjliga platserna
ges av (g) = 15, sa det finns 15 stycken séitt att placera 4 bollar i 3 lador. A

Sats 4.1.9. Antalet sdtt att placera n bollar i d olika lador dr (d;:r")

Bevis. Vi anvinder samma konstruktion som i Exempel 4.1.7 och 4.1.8. Da
har vi d — 1 stycken skiljevaggar att placera ut bland d — 1+ n stycken platser.

Detta kan goras pa precis (d;ir”) stycken sétt. O

Sats 4.1.10. Antalet sdtt att placera som mest n stycken bollar i d stycken
d+n)

olika lador ges av ( .
Bevis. Eftersom man kan ldgga de bollar som inte placeras i nagon av de

d ladorna i en komplementlada sd kan man omformulera problemet till att

placera n stycken bollar i d+ 1 stycken lador. Detta kan enligt Sats 4.1.9 goras

pa ((d(-;}r)l—)i‘*l‘”) = (d-gn) stycken sétt. -

4.2 Polynom

Det finns fa begrepp inom matematiken som intresserar sa manga fran sa
manga olika omraden som ordet polynom. Dessa funktioner spelar en cen-
tral roll inom algebra, analys, kombinatorik, och till och med mer tillimpade
omraden som fysik eller datavetenskap. Vi kommer att stéta pa en hel del
polynom i detta kompenduim och dven sa kallade genererade funktioner som
kan ses som en slags “oéndliga” polynom. Vi gar igenom nagra grundliggande
resultat angaende polynom som kommer att vara bra att kinna till i senare
avsnitt.

Definition 4.2.1. Ett (reellt) polynom av grad d &r en funktion pa formen
f) = agt + ag_ 1t 4+ art +ag

dar ag,ai,...,aq € R.

Det &r latt att se att bade summan och produkten av tva polynom ater igen
blir ett polynom. Dessutom géller dven foljande.
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Hjilpsats 4.2.2. Om f(t) dr ett polynom av grad n och g(t) dr ett polynom
av grad m sa dr h(t) = f(g(t)) ett polynom av grad n - m.

Bevis. Eftersom att f(t) kan skrivas som en summa f(t) = ant?+---+ait+aqg
far vi att

h(t) = an(g(t)" + -+ + a19(t) + ao.

Eftersom att produkten av tva polynom ar ett polynom och “upphéjt till n”
bara betyder “ta produkten med sig sjilv n ganger” far vi att alla termer
an(g(t)™ an—1(g(t))""t... var for sig dr polynom. Slutligen s& #r en summa
av polynom fortfarande ett polynom sa det f6ljer att h(¢) &r ett polynom. [

Polynom studeras ofta med hjilp av deras nollstéllen eller rotter. Det visar
sig att over de komplexa talen har alla (icke konstanta) polynom minst ett
nollstélle och man kan dessutom faktorisera varje komplext polynom (av grad
n) pa foljande vis

fW)y=c-(t—r))t—re)...(t—1p)

dér rq,...,r, € C dr polynomets nollstéillen (samma nollstélle kan féorekomma
flera ganger) och ¢ € C &dr en nollskild konstant. Att bevisa detta kriver
avancerade metoder men vi kan ga igenom nagra enklare delresultat.

Hjalpsats 4.2.3. Lat f(t) vara ett polynom och lat r vara en konstant. Da
ar f(r) =0 om och endast om det finns ett annat polynom g(t) sadant att

f(t) =@t —=7r)g().
Bevis. Om vi antar att f(t) = (t — r)g(t) sa ar
flr)=(r—=r)g(r) =0-g(r) =0.

A andra sidan, om f(r) = 0 1at h(t) = f(t +r). Det foljer fran Hjilpsats 4.2.2
att h(t) dr ett polynom. Vi far att 2(0) = f(r) = 0. Men om

h(t) = agt? + ag_1t* " + -+ art + ag
sa ar
0="h0)=ag-0"+ag_1 -0+ +a;-0+ay = aop.
Alltsa &r ag = 0 och det foljer att h(t) =t - p(t) dir
p(t) = agt?™ + ag_ 1t + -+ ay.
Eftersom att h(t) = f(t +r) ar
f@)=n(t—r)=(t—r) plt—r)=(—r)g(t)
dar g(t) = p(t —r). O

Sats 4.2.4. Om f(t) och g(t) dr tva polynom av grad d sadana att f(r;) = g(r;)
i d+1 stycken olika punkter ri,...,rqy1 sa dr f =g.
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Bevis. Lat h(t) = f(t) — g(t). Da &r h ett polynom med som hogst grad d och
om f(r) = g(r) fér nagot vérde r sa dr h(r) = 0. Ddrmed ger Hjélpsats 4.2.3
att

h(t) = (t —a1) - (t —ag) - (t — aay1) - p(t)

dér p(t) ocksa #r ett polynom. Men
(t—a1)- (t—ag)-- - (t —aars) =t™" + ...

ar ett grad d + 1 polynom medan h(t) har hogst grad d sa detta &dr endast
mojligt om p(t) = 0. Dérmed &r h(t) = 0 sa f(t) = g(t). O

Lat oss slutligen séga nagra ord om sa kallade heltalsvirda polynom eftersom
att dessa kommer att spela en central roll i den hér kursen.

Definition 4.2.5. Ett heltalsvéirt polynom #r ett polynom f(¢) sadant att
f(n) &r ett heltal for alla positiva heltal n > 0.

Vi kommer ofta att skriva f(n) istéllet for f(¢) nér vi pratar om heltalsvirda
polynom. Det dr dock viktigt att ha koll pa att vi kan stoppa in vilket tal som
helst, alltsé inte bara heltal, i polynomet dnda. Det dr uppenbart att om

f(n) =agn®+ -+ ain + ag

ar ett polynom dir alla koefficienter ag,...,aq ar heltal sa dr f heltalsvért.
Det visar sig dock att det finns heltalsvirda polynom vars koefficienter inte &r
heltal.

Exempel 4.2.6. Lat f(n) vara polynomet grad k polynomet

f(t):n(n—l)...k(:;z—(k—l))'

Vi sag i Kapitel 4.1 att antalet sétt att vélja k& foremal fran en hog av n utan
hénsyn till ordning &ar
<n> nn—1)...(n—(k—1))

k) ! = 1)

Detta #r per definition ett heltal for alla heltal n > 0 sa f(n) &r heltalsvért.
Den ledande termen for detta polynom &r dock %nk vilket inte &r ett heltal
(om k > 2). Notera att om 0 < n < k kan vi inte viilja k stycken féremal fran
en hog med n foremal sa ddrmed &r f(n) = 0 i det fallet. Att 0,1,...,k—1
ar nollstéllena till f(n) dr ocksa enkelt att ldsa av direkt fran vart uttryck for
f(n). Framover kommer vi att skriva (Z) for att beteckna detta polynom &ven
néir n inte ir ett positivt heltal. A

Sats 4.2.7. Om f(n) dr ett grad d polynom finns det unika reella tal by, . .., by
sadana att

f(n):bt)(d—;n) +bl<d_;+n> +--'+bd—1<1—;n> +bd<g>-

Dessutom gdller att f(n) dr heltalsvirt om och endast om by, ..., by dr heltal.
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Bevis. Vi kommer att bestdmma vardena bg, b1, ... ett i taget. Det vill séiga,
vi borjar med att bestdmma by, och nér vi har gjort det bestammer vi by och
s& vidare. Vi kallar hogerledet for

—zd:b d—k+n
= k d .
k=0
Om 0 < m < d sa giller att (d) = 0. Notera forst att (d k+0) =0om k > 0.

Darmed ar
d
d—k+0 d
Zbk< p ) _b0<d> = by.
k=0

Saledes har vi att f(0) = ¢g(0) om och endast om by = f(0). Om f(0) &r ett
heltal dr alltsa ocksa by ett heltal.

Om k > 1 dr (d_§+1) =0sa f(1) =g(1) ger

s =g =n(5 ) (1) w0

Vi har saledes att f(1) = ¢g(1) om och endast om

b = (1) - (dj; 1)60 — £1) — (d+ b

Eftersom att vi redan har berdknat by far vi att det finns unika vérden pa bg
och by sadana att f(0) = ¢(0) och f(1) = g(1). Dessutom ger ekvationen att
om f(1) och by &r heltal sa ar dven by det.

Om vi fortsdtter med samma argument far vi att for varje 0 < k < d kan
vi férst bestimma virdena pa by, ...,bx_1 som gor att f(0) = g( ) ) =
g(1),..., f(k—1) = g(k — 1). Dérefter géller att f(k) = g(k) om och endast

om
k-1 .
b = f(k) —Z (d_zi—i_k)bj-

Jj=0

Dessutom &r hogerledet i uttrycket ett heltal om och endast om f(k) ar ett
heltal (forutsatt att alla tidigare by, ..., b1 ar det).

I slutdndan har vi alltsa visat att det finns unika virden bg, b1, ..., b4 sadana
att f(k) = g(k) for alla 0 < k < d och dessa vérden &r heltal om alla f(k) &r
det. Eftersom att f och g &dr grad d polynom som ér lika i d + 1 punkter ger
Sats 4.2.4 att f(t) = g(t). O

4.3 Approximera funktioner med polynom

Polynom ar pa manga sitt de “enklaste” funktionerna som finns. En anledning
till det ar att de &r mycket ldtta att evaluera. Till exempel om vi har att
f(z) = 23 — 32 + 5 sa &r det enkelt att beriikna

f2)=2"-3.2+5=8-6+5=T.
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For andra funktioner kan det ddremot vara betydligt svarare att berikna
exakt vad de ger for ett visst virde. Exempelvis dr det knappast sjalvklart
hur man ska gora for att rdkna ut sin(2) eller In(2) upp till tre decimaler utan
att anvinda minirdknare. En vanlig 16sning pa detta problem &r att forsoka
approximera mer komplicerade funktioner med hjélp av polynom av nagon
viss grad. Det vill séga hitta ett polynom p(x) av grad ldgre &n eller lika med
nagot visst maximum d sa att

f(z) = p(z).

Ibland kan man skapa sadana polynom som ger bra approximationer for alla
virden pa x och men oftast far man ndja sig med att approximationen fungerar
for sma virden pa x. Darfor dr malet med polynomapproximationer att hitta
det polynom

p(z) = agzr® + ag_12% ' + - + a1z + ao.

av grad < d som “bést approximerar” f(z) fér sma virden pa z. Exakt vad
“bést approximerar” och “sma vérden” innebér hiar kommer vi inte att ga in
pa i detalj utan vi ska istéllet illustrera idén med néagra exempel.

Exempel 4.3.1. Bist approximerande polynom av grad 1 &r faktiskt nagot
som ni redan dr bekanta med. Ett grad 1 polynom &r samma sak som en
rét linje och for en funktion f(z) &r den bést approximerande linjen for sma
virden pa x tangentlinjen for f i punkten z = 0. I figuren nedan ser vi att
tangentlinjen ger en ganska bra approximation sin(z) ~ z om z ar tillréickligt
litet.

— sin(x) a4
--- z (tangentlinjen i z = 0) .”

A

I allménhet kan man visa att for den bista polynomapproximationen f(x) ~
p(x) med ett polynom av grad d géller att f(0) = p(0), f/(0) = p'(0), f(0) =
p"(0) och s vidare upp till den d:te derivatan f(9)(0) = p{¥)(0) och med hjilp
av detta kan vi berikna polynomets koefficienter.

Exempel 4.3.2. Det bist approximerande grad d polynomet for e &r

@ =142+ 8 T
bd 12" 3l d!
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I figuren nedan plottar vi dessa i grad 1,3, och 10 for att jamfora med e”.
Notera att for grad 10 dr approximationen sa bra att vi inte ens kan se nagon
skillnad mellan graferna i det angivna intervallet.

8
— ex ll
--- grad 1 approximation /
. . + /
--- grad 3 approximation 6 /7
. . /v
grad 10 approximation /
/s
4 /L
VG
Va
///
o o - i
2 e T
’——;—/‘;‘él
I S e t
-3 _-=2 T 1 ?
Lo —a-1

Detta exempel visar en vanligt férekommande effekt:

Ju fler termer vi ldgger pa desto béttre blir polynomapproximatio-
nen.

Om vi anvinder odndligt manga termer blir approximationen i det héar fallet
perfekt, det vill séiga en likhet, for alla varden pa x. Alltsa géller det att

X _n 2 3

N T
D D TR IR
n=0
dér ... ska tolkas som “fortsitt ligga pa termer i all odndlighet”, for alla tal

x € R. Vi kallar ett sadant “oéindligt polynom” for en serieutveckling.

Hér ringer sidkert en del varningsklockor hos manga av er eftersom att vi nyss
har tagit en summa av odndligt manga termer. I detta fall &r det dock inga
problem. For att avgora vilket tal den odndliga summan

1 1 1 1
+ﬁ+§+§+“'

motsvarar berdknar vi forst summan av de forsta tva termerna, sen de forsta
tre, sen de forsta fyra, och sa vidare. Om vi kallar delsumman av de forsta
n stycken termerna for s, ser vi att talen si,s9,$3,84,... ror sig nirmare
och nirmare ett visst virde nir n gar mot odndligheten. Vi illustrerar detta i
figuren nedan.
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25 ) |

Sn

1.5 2

Virdet de ndrmar sig dr viardet pa den oéndliga summan. I allménhet géller
att for en odndlig talfoljd a1, as,as, ... ges den odndliga summan, eller serien
som det ocksa kallas

ar+as+az+...

av det varde som delsummorna
Sp=a1+az+az+---+an

nirmar sig nir n gar mot odndligheten. Man maste dock vara forsiktig nér det
kommer till oéndliga summor da det inte finns nagra garantier att delsum-
morna niarmar sig nagot visst tal sa som de gjorde i vart exempel. Exempelvis
sa kommer delsummorna inte att ndrma sig nagonting, utan istéllet vixa mot
odndligheten, om vi skulle férsoka berikna den oéndliga summan

1+14+14+14+1+...

Om delsummorna nirmar sig nagot virde séger vi att summan konvergerar. 1
exemplet ovan behovde vi inte tdnka sa mycket pa konvergens da summan

A
IR TIANE TR

konvergerar for alla virden pa x. Sa &r dock inte alltid fallet som det viktiga
exemplet nedan illustrerar.

Exempel 4.3.3. Lat f(x) vara funktionen

Vi hidvdar att den bésta grad d approximationen till f(z) &r
d
pa(z) = 1+x2+x3+~-+xdzzxn,
n=0
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For att motivera detta noterar vi forst att

(1 —2)pa(x) =
= (1+x+x2+---+xd*1+zd) —x<1+x+x2+-~+xd*1+xd)

= (1+x+x2+---+xd‘1+xd) -~ (m+x2+x3+--~+xd+xd+1)

Genom att flytta runt termerna lite far vi att
1= (1— 2)pale) = 2T

sa om vi delar bada sidor med (1 — z) far vi

1 _ 1 d+1
11—z pd(x)_l—x '

Om z #r tillrdckligt litet dr 2% mycket nira 0 och for alla x i intervallet
—1 < x < 1 galler att ju stérre d ar desto mindre blir skillnaden mellan
polynomapproximationen och det sanna viirdet. A andra sidan, om |z| > 1
s& blir |z?H1| storre ju hogre d &r och dirmed blir polynomapproximationen
sdmre ju fler termer vi lagger pa. Vi illustrerar detta i figuren nedan:

1
-z
--- grad 1 approximation

--- grad 3 approximation
grad 10 approximation

4 1
2 1
__/——r‘:‘:,";"—;"r
-2 -7
/,
2 -2 14

A

Exemplet ovan illustrerar en annan vanligt forekommande effekt. Tillréickligt
nira 0 (pa intervallet —1 < z < 1) blir approximationen béttre och béttre
ju fler termer vi ldgger till men for alla x utanfor detta intervall blir den
tvért om sdmre och samre. Om vi lagger pa odndligt manga termer far vi att
14 2 + 22 + ... konvergerar serien, och

=l14az42+23+..., (4.1)

1—=x
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precis nir —1 < z < 1. Om z ligger utanfor detta intervall konvergerar
déremot inte serien. Saledes kan vi egentligen inte sdga att vi har en likhet av

funktioner .

=l+ax+22+23+...,
1—x

da sambandet bara géller om x &r tillrickligt ndra 0. Denna typ av beteende ar
vanligt forekommande for serier och &r en av anledningarna till att vi i nésta
kapitel inte kommer att tdnka pa sadana hér serier som riktiga funktioner som
vi kan stoppa in virden i utan som mer abstrakta matematiska objekt.

Ovningar
Ovning 4.1 (%). Vilket tal ér storst: 4! eller (g)?

Ovning 4.2 (x). P4 hur manga sétt kan hornen i en hexagon (sexhérning)
numreras fran ett till sex?

Ovning 4.3 (x). P hur manga sitt kan man fran mingden {0,1,2,...,9}
vélja ut 3 stycken olika siffror?

Ovning 4.4 (x*). I luffarschack bestar spelplanen av 9 rutor. Spelet gar ut pa
att tva spelare turas om att ldgga ut sina pjéser pa bridet med motivationen
att fa tre av sina pjéser i en rad. Pjéaserna for den spelare som borjar ar kors
medan den andra spelarens pjéser ar ringar. Pd hur manga sdtt kan spelarna
ligga ut alla sina pjdaser pa bradet om spelet inte avbryts for att nagon vinner?

<Z> B <nﬁk>

Ovning 4.6 (xx). (i) Visa att for varje positivt heltal n har ekvationen

Ovning 4.5 (). Visa att

r1+To=n
n + 1 stycken olika l6sningar dér x1,x2 = 0 ar positiva heltal.

(ii) Visa att ekvationen
Ti+x2+--F+rxr9=n

d—14+n
d—1
stycken positiva heltalslosningar.

Ledning: Visa att antalet heltalslosningar till ekvationen &r lika med
antalet sétt att stoppa n bollar i d lador.

har

Ovning 4.7 (). I denna 6vning ska vi ge ett exempel pa hur den kombina-
torik vi har lart oss kan anvindas for att rakna gitterpunkter i polyedrar. Lat
T beteckna tetraedern

T =K ((0,0,0),(n,0,0),(0,n,0),(0,0,n))
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dér n ar nagot positivt heltal. Per definition innebér det alltsa att 1" bestar
av punkter pa formen

A (O, 0, O) + )\2(71, 0, 0) + )\3(0, n, 0) + /\4(07 0, n) = (n)\g, nAs, n)\4)

sa att A1, Ao, Az, Ay > 0 och Ay + Ao+ A3+ Ay = 1. Med variabelbytet x; = n\;
kan vi skriva om det till att 7" bestar av punkter pa formen

x1<07 070) + xQ(la 07 0) + 1’3(0, 17 0) + .’134(0, Oa 1) = (1’2,1‘3,1‘4)
sa att x1,x9,x3,24 > 0 och 21 + 22 + 23 + 24 = n.

(i) Visa att en punkt
b= 561(0, 0, 0) + $2(1, 07 0) + x3(0) 1’ O) + 334(0, 0, 1)
i T ar en gitterpunkt om och endast om x1, 9, x3, x4 alla ar heltal.

(ii) Anvind del (i) for att forklara varfor antalet gitterpunkter i 7' &r lika
med antalet positiva heltalslosningar till ekvationen

T+ T2+ T3+ x4 =M.

(iii) Anvind resultatet i Uppgift 4.6 for att berdkna antalet gitterpunkter i
T.

Ovning 4.8 (% % ). Kvadreringsregeln siger att
(a+b)? = a® + 2ab+ V°.
Kvadreringsregelen ar ett specialfall av binomialsatsen som séger att
" /n
bH)"* = nfk‘bk:.
(@+oy =3 ( k) a
k=0
(i) Anvand binomialsatsen for att visa kubregeln

(a+b)® = a® + 3a®b + 3ab® 4 b°.

(ii) Anvénd binomialsatsen for att visa att

£()r

k=0

(iii) Bevisa binomialsatsen. (Ledning: Om man utvecklar (a+b)" sa kommer
man fa en summa pa formen ) ;_, ca™ *bF. Varfor? Pa hur manga sitt
kan man vilja ut k stycken b fran de n stycken parenteserna (a + b)"7?)

Ovning 4.9 (% x x). Binomialsatsen illustreras ofta genom Pascals triangel
dér talen i den (n + 1):ta raden ér koefficienterna som dyker upp i (a + b)™.
Nedan illustreras de 6 forsta raderna i Pascals triangel.
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1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 S 10 10 ) 1

Konstruktionen av Pascals triangel baseras pa likheten
n n—1 n—1
= . 4.2

(i) Forklara vad likheten (4.2) sdger om hur rad n i Pascals triangel kan
skapas givet rad n — 1.

(ii) Bevisa likheten (4.2).

Ovning 4.10 (x%). (i) Beriikna produkten av polynomen > — 6t> + 2 och
3t — 1.

(ii) Visa att tva godtyckliga polynom

= at, gty =3 bt
i=0 §=0

har produkten

dér
i
ck = Z a;bp_;.
i=0

Hér anvénder vi notationen att b; =0 om j > m

Ovning 4.11 (xx). (i) Visa att om f(t) ar ett polynom av grad 2 sa #r
g(t) = f(t+ 1) — f(t) ett polynom av grad 1.

(ii) Visa att om f(t) &r ett polynom av grad d sa &r g(t) = f(t + 1) — f(t)
ett polynom av grad < d — 1.
Ovning 4.12 (%x). Anviind Sats 4.2.7 for att visa att om
f(n) = agn® + ag_1n*t + -+ ain + ag

ar heltalsvirt sa &dr alla koefficienter heltalsmultiplar av %.
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Ovning 4.13 (%x). Om vi betraktar

(Z) _n(n—1). .C.l!(n— d+1)

som ett polynom av grad d kan vi stoppa in alla reella tal i uttrycket, inte
bara positiva heltal. Visa att med denna tolkning av (Z) galler

(7) = (")

Ovning 4.14 (x**). Lat f(n) vara ett polynom av grad d skrivet pa formen

:ibl< —Z+n>.

1=

Visa att:

(1) f(=1) = (=1)%q
(i) Om f(—1) =0 sa kan grad d — 1 polynomet f(n) — f(n — 1) skrivas pa

formen
! —1)—i+n
-1) b;
f(n) = f(n 2;( . >

Ovning 4.15 (). Betrakta den serien

1
T

11
R TR

3

Berdkna de forsta 5 delsummorna och jamfor med e ~ 2.718282. Hur manga
termer behover du ta med innan approximationen géller upp till 4 decimaler?

Ovning 4.16 (x%). I denna uppgift ska vi anviinda serieutvecklingen

:1+x+x2+az3+...
1—=x

for |z| < 1 att hérleda serieutvecklingar f6r nagra andra funktioner pa samma
intervall.

(i) Anvind det faktum att om f(z) = -1 sa ar H% = f(—=x) for att visa

att .
=l-z+z? -2+t -5+ ..
14+=x
for |z| < 1.
(ii) Anvénd kedjeregeln for att visa att
d
—In(1
o n(l+z) = T+
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och anviind sedan detta, och det faktum att In(1) = 0 for att visa att

1 1 1
ln(1+x):x—§x2+§x3—13344-...

for alla |z| < 1.
Ledning: Om serieutvecklingen for en funktion f(x) &r

ao + a1z + asx® + asx® + ...
sa #r serieutvecklingen for derivatan f/(z)

a1+2a2x+3a3x2+....
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5 Genererande funktioner

For att rdkna antalet gitterpunkter i polytoper av hégre dimension anvénder vi
ett verktyg som kallas genererande funktioner. Vi vill visa att nér vi forstorar
en polyeder P med n vixer antalet gitterpunkter Lp(n) som ett tredjegradspo-
lynom i n. Istéllet for att studera Lp(n) direkt studerar vi den formella serien
Yo’ Lp(n)t™. Genom att uttrycka denna serie pa ett annat sétt, som en kvot
av polynom i ¢, far vi information om koefficienterna Lp(n).

5.1 Genererande funktioner

Vi kommer nu betrakta odndliga foljder av tal, (ag,a1,az,...) dir a, ar ett
reellt tal for varjen =0,1,2,....

Definition 5.1.1. Lat a = (ag, a1, ag,...) vara en talfoljd. Den genererande
funktionen for talféljden a &r den formella summan

00
a0+a1t—i—a2t2+... = Zantn
n=0

i variabeln ¢. Har anvinder vi oéndlighetssymbolen oo for att understryka att
den formella summan bestar av odndligt manga termer.

Anméirkning 5.1.2. Néir vi definierar genererande funktioner som formella
summor sa anvéander vi ordet formell for att understyrka att det inte &ar fragan
om nagon vanlig funktion. Eftersom genererande funktioner &r formella sum-
mor av uttryck pa formen a,t™, sa ar det naturligt att jimfora genererande
funktioner med polynom som dr dndliga summor av sadana uttryck. Om vi
i ett polynom f(t) sétter variabeln ¢ lika med till exempel talet 2 sa kan vi
berdkna f(2), det vill siga polynomets vérde i punkten ¢ = 2. Om vi & andra
sidan forsoker sétta ¢ = 2 i en genererande funktion stéter vi direkt pa pro-
blem eftersom vi da far en odndlig summa och sadana kan vi i allménhet inte
beridkna! Darfor tdnker vi pa genererande funktioner enbart som en kompakt
notation for talfoljden a = (ag, a1, asg,...) och inte som en funktion.

Exempel 5.1.3. Betrakta talfoljden (1,1,1,...) med odndligt manga upp-
repande 1:or. Den tillhrande genererande funktionen &r )7 (t". Pa samma
satt har talfoljden (2,2,2,...) med odndligt manga 2:or den genererande funk-
tionen ) 2t". A

Exempel 5.1.4. Ett polynom p(t) = ag + a1t + ... + a,t"™ &r en genere-
rande funktion till talféljden (ag,ai,...,a,,0,0,...) med enbart nollor efter
an-termen. Darfor kan vi téinka pa till exempel polynomet p(t) = 5 + 2t + ¢
som en genererande funktion for talféljden (5,2,0,1,0,0,0,...). A

Definition 5.1.5. Lat a = (ag,a1,...) och b = (bg, b1, ...) vara tva talfoljder
och lat F(t) = > o7 jant™ och G(t) = Y 07 byt™ vara deras genererande
funktioner. Da definierar vi

(i) att F'(t) och G(t) &r lika om a,, = by, for alla n € N,
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(ii) summan av F(t) och G(t) som

Ft)+Gt) = ant" +> bt =Y (an + ba)t",
n=0 n=0 n=0

(iii) produkten av F(t) och G(t) som

F(t) - G(t) = (i ant”> . (i Mﬂ) _
n=0 n=0

00
= Z(anbo + ap_1b1 + ...+ aobn)t",
n=0

(iv) skalningen av F(t) med talet k € R som

k-F(t)=k- (i ant”> = i ka,t".
n=0 n=0

Anméirkning 5.1.6. Hir kan det vara pa sin plats att forklara varfor de-
finitionerna ovan ser ut som de goér. En anledning &r att de &r tédnkta att
generalisera hur vi riknar med polynom. Om till exempel

f(t) = ag + art +ast* och g(t) = by + byt + bot?
ar tva polynom, sa kan vi kontrollera att

F() +g(t) = (a0 + bo) + (a1 + br)t + (az + ba)t?,
f(t) - g(t) = aobo + (a1bo + aoby)t + (agby + arby + agha)t> + ...+ (.. )t
k- f(t) = kag + kayt + kaat®.

Definitionerna innebér ocksa att andra vanliga rikneregel for polynom &ven
géller for genererande funktioner. Till exempel har vi att

F(t)- (Gt)+ H(t)) = F(t)-G@t)+ F(t)- H(t)
for genererande funktioner F(t), G(t) och H(t), se Ovning 5.3.

Anmirkning 5.1.7. Den genererande funktionen till F(t)+G(t) dr talfoljden
(ap + bo,a1 + bi,...). Vi noterar ocksa att F(t) - G(t) &r den genererande
funktionen som hor till talféljden

(aobg, a1bo + agb1, asby + a1by + agbs, . . )
samt att kF(t) &r den genererande funktionen till talféljden (kag, kaq,...).
Definition 5.1.8. Lat F(t) och G(t) vara tva genererande funktioner. Om
t

F(t) - G(t) = 1 séger vi att G(t) ar inversen till F(t) och vice versa. Vi infor

ocksa notationen G(t) = %
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Anmirkning 5.1.9. Vi tolkar uttrycket G(t) = % som att G(t) &r den
genererande funktion vi ska multiplicera F'(¢) med for att fa 1. En anledning
till att vi infér denna notation &r for att Definition 5.1.5 gor att vi kan rdkna
med inversen ﬁt) som om det vore en kvot av polynom.

Exempel 5.1.10. Betrakta talserien (1,1,1,...) av odndligt manga ettor.
Den tillhérande genererande funktionen &r )7 (", Vi har att

<§:t"> (1—1t) = it” — it"“ =1
n=0 n=0 n=0

dér 1 — ¢ ar den genererande funktionen till talféljden (1,—1,0,0,0,...). Dér-

med drar vi slutsatsen att (1 — ¢) &r inversen till ) 07  ¢™, det vill séiga att

> 1
o= — (5.1)
o 1—t¢

A

I Exempel 5.1.10 ovan ser vi att det &r viktigt att genererande funktioner
egentligen inte far betraktas som vanliga funktioner som man kan evaluera.
Till exempel sa &ar %_t inte ens definierad om vi sétter t = 1 da vi i sddana fall
dividerar med 0. Vi ser ocksa att om vi forsoker evaluera likheten

> 1
n __
nzot 1t

it=2far viatt ﬁ = —1 1 hogerledet, men i vinsterledet far vi den formella
summan y_ - ;2" som enbart bestar av positiva termer. Dérfor kan héger- och
vansterled omojligt vara lika. Detta &r ett konkret exempel pa den poéng vi
tidigare forsokt understryka, ndmligen att vi namnet till trots inte kan tidnka
pa genererande funktioner som funktioner.

5.2 Heltalslosningar

I det hér avsnittet ska vi anvinda genererande funktioner for att 16sa foljande
kombinatoriska problem.

Exempel 5.2.1. Pa hur manga sitt kan vi betala n kr med en- och tva
kronorsmynt? A

Lat a, vara antalet sdtt kan vi betala n kr med en- och tvakronorsmynt.
Notera att detta &r antalet heltalslosningar till ekvationen x + 2y = n, déar
xz,y = 0. Betrakta nu den genererande funktionen

Fi)=(+t+8 4+ )1+ +t"+...) = <itw> it%
x=0 y=0
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Vi kan skriva om detta uttryck genom att utveckla parenteserna enligt Defi-
nition 5.1.5. Detta ger

oo oo
F(t) = (Z t’”) S| =) e,
=0 y=0 z,y=>0

For varje 16sning till ekvationen = + 2y = n ligger vi pa en term t* - t2¥ = ™.
Antalet ganger vi ldgger pa t" &r alltsa exakt antalet 16sningar till x + 2y = n.
Dérmed &r

FKt)::jiiaﬂt"
n=0

den genererande funktionen for talféljden ag, a1, as, . ... Vi kommer nu att kun-
na bestdmma a,, genom att skriva om hogerledet. Notera forst att identiteten
(5.1) ger

=14t t .
=1ttt
Lat oss kalla denna genererande funktion for
1
H(t) = —
0=1=
Vi ser nu att
1
T = HE) =1 @)+ )+ ) =1
Dérmed ar
1
F(t):(1+t+t2+---—|—)(1+t2+t4+...):m.

I Ovning 5.14 visas att kvoten kan skrivas som en summa tva kvoter enligt
foljande

1 1 1 1
u—ou—ﬁ)zz(u—o2+1—ﬁ>'

I Ovning 5.15 visas identiteten

1
14+2t+32+... = )
+ 2t 4 3t + =
Vi kan nu utveckla
1 1 1 1 1
— = (1+2t+32+.. V+=(1+2+t2+ ...
2<(1_t)2+1_t2> 2(+ + 3t* + )+2(+ +tt+..0)

=1+t+22 +283 +3t4 +3t°+ ...

Notera att koefficienten framfor ¢" dr § + 1 om n &r jaimnt och ”T‘H om n

ar udda. Detta kan skrivas kortare |n/2] + 1 dér |n/2| noterar det storsta
heltalet mindre &n eller lika med n/2. Sa genererande funktionen till a,, &r

(1+t+t2+~~+)(1+t2+t4+...):i(m/zj+1)t”.

n=0
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Alltsa kan n kr betalas pa [n/2] + 1 sidtt med en- och tvakronor. Fér n =
1,2,3,4,5 far vi 1,2, 2,3, 3 sitt vilket stdmmer dverensstimmer med vanlig
rakning.

Notera att vi kunde utvecklat direkt (1 +¢+ 2+ - +)(1+ 2+t +...) =
1+t4+2t2 426343t +3t5+. .., men i andra fall kan det vara betydligt svarare.
Just detta problem kunde vi dessutom l6st enklare med en annan metod. I
ovningarna finns exempel dér genererande funktioner ger en enklare 16sning.

5.3 Kombinatorik och formella summor

I Kapitel 6 7 och 8 studerar vi hur antalet gitterpunkter i en polyeder vixer
nér vi skalar upp/forstorar polyedern. Vi kommer specifikt att visa att antalet
gitterpunkter i forstoringen nP vixer som ett polynom i variabeln n.

For att visa detta anvéander vi flera av de féljande resultaten for att forutsiga
nir en talfoljd ges av ett polynom med hjilp av dess genererande funktion.

Hjilpsats 5.3.1. Ldt n,d € N. Antalet lGsningar till ekvationen Zle Ti=n
dir alla x1,x9,...,2q dr heltal sa att x; > 0 for alla 1 << d dar (d;ir").

Beuvis. Vinoterar forst att varje positiv heltalslosning till ekvationen Zle xT; =
n motsvarar ett sitt att stoppa d stycken bollar i n lador. Anledningen till
det dr att vi kan tdnka pa x; som antalet bollar vi stoppar i lada . Ingen lada
kan ha ett negativt antal bollar och det finns exakt n bollar totalt sa antalet
l6sningar dr samma som antalet sétt att placera ut n stycken bollar i d lador.
Fran Sats 4.1.9 kan detta goras pa ((d(;i){;") sétt. O

Hjilpsats 5.3.2. Foljande likhet mellan genererande funktioner gdller for

0< k< d:
tk = (d—k+n\,,
<1—t>d+1:;< d >t'

Bevis. Vi borjar med fallet £ = 0. Vi sag i Exempel 5.1.10 att
1 =

Darmed kan vi skriva om

d
_<§:w> (It+2+. A +t+2+..) A+t +t2+ ...
d+1 ganger

(l—t d+1

Produkten av dessa parenteser &r en formell summa Y 7 a,t" dir a, ér
antalet ganger som t" fas som en produkt

=g g = g ret e e

med x1+xo+- - -+x411 = n dér x; > 0 kommer fran parentes nummer i for alla
1 <i < d+ 1. Detta dr ekvivalent med att vilja punkter (z1,x2,...,2441) €
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Z4t1 med Zd+1l x; = n och x; > 0 for alla 7. Fran Sats 5.3.1 kan detta goras
pa (dzn) sitt. Diarmed &r a, = (dzn) for allan =0,1,2,3,....

Om vi nu har 1 < k < d sa giller det att

o L S (dHn . = (AN
(1_t)d+1_t (1_t)d+1_t T;)( d >t _Z d e

n=0

Denna serie innehaller inga termer av grad ldgre dn k sa om vi sétter m = n+k
kan vi skriva om detta som

tk (A0 ik = (d=k+m\ . = (d—k+m)\ .,

vilket skulle visas Den sista likheten hiar kommer fran att (di]z;rm) = 0 om

0 < m < k sa vi kan lika gidrna summera fran m = 0 istéllet. O

Genom att anviéinda resultaten ovan kan vi nu formulera f6ljande sats som ger
information om nér en talfslid (f(0), f(1), f(2),...) ges av ett polynom.

Sats 5.3.3. Antag att vi har foljande likhet av formella uttryck:
g(t)
Z ft" = g pa

Da dr g(t) dr ett polynom av grad som mest d om och endast om f(n) ett
polynom av grad som mest d. Dessutom dr f(n) heltalsvirt om och endast om
g(t) har heltalskoefficienter.

Beuvis. Eftersom g(t) ar ett polynom av grad som mest d sa kan vi skriva
g(t) = agt” + -+ + a1t + a,

for varden ag,...,aq € R. Detta ger enligt Hjélpsats 5.3.2

l_td—f—l Z“k‘ £)d+
d 0o d—k+ .
Z<Z< )

och darmed &r

ett polynom av grad < d.
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For den andra riktiningen av satsen noterar vi att Sats 4.2.7 ger att om f ar

ett polynom finns unika tal ag, ..., aq sddana att
d d—k+n
s =2 ")

och dédrmed foljer det att

oo N t
;f(")t ~a f(t))dﬂ

fran argumentet ovan. Dessutom ger Sats 4.2.7 att f(n) &r heltalsvért om och
endast om koefficienterna ao, . .., aq till g &r heltal. O

Ovningar

Ovning 5.1 (x). (i) Bestiim femte talet i talfljden definierad av a,, = 3n+
1 som startar med a;.

(ii) Bestédm fjérde talet i talfoljden definierad av ap4+2—a, = 2n,a0 = 1,a; =
2

Ovning 5.2 (x). Lat (ag,a1,as,...,) vara talfoljden som har - som gene-

T+
rerande funktion. Vad &r de fem forsta termerna i talfoljden?

Ovning 5.3 (x%). Visa att distrubutiva lagen giller for genererande funk-
tioner. Det vill séiga, visa att om F(t) = > o7 jant", G(t) = > .7 bnt"™ och
H(t) =32 cnt™ &r genererande funktioner sa giller att

F(t)- (G(t)+ H(t)) = F(t) - G(t) + F(t) - H(t).
Ovning 5.4 (% *). Bestim konstanterna A och B sa att

3t+1 A B

(t—1)(t+1) t—1+t+r

(Ledning: Anvind metoden fran Ovning 5.10)

Ovning 5.5 (). Visa att 2 4+y = n,z,y > 0 har n + 1 16sningar med hjilp
av genererande funktioner.

Ovning 5.6 (). Vilken talfoljd har genererande funktionen f(z) = 2% +
52 + 428 + 9287

Ovning 5.7 (x+). Vad ér genererande funktionen till talfsljden 2,4, 8, 16, ... ?

Ovning 5.8 (%x). En av de mest berémda talféljderna ér Fibonaccisekvensen
namngiven efter Leonardi Fibonacci som levde i Pisa omkring 1170-1250. Den
definieras rekursivt genom ag = 1,a; = 1,a, = ap_1 + an_2,n > 2, sa de
forsta elementen i talféljden dr 1,1,2,3,5,8, . ... I féljande uppgifter kommer vi
hérleda en sluten formel som uttrycker a,, i n genom att anvéinda genererande
funktioner. Visa forst att den genererande funktionen till Fibonaccisekvensen
ir . genom att utveckla (30° ant™) (1 —t — t?) likt Exempel 5.1.10.
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Ovning 5.9 (x). Visa att

o
o 1—at

for alla a # 0.

Ovning 5.10 (x%). (i) Expandera produkten (1 —a;t)(1—ast) och visa att
den #r lika med 1 — ¢ — 2.

(ii) Visa att A = % och att B = _TO? (Ledning: Visa forst att

A n B __Af+£3—t(aLB—%a2A)
1—agt  1—aot 1—¢t—¢2 '

Da detta uttryck ska vara lika med ﬁ sa fas att tdljarna maéaste

vara lika, det vill séga att 1 = A+ B — t(a1 B + agA). Speciellt maste
dessa vara lika gradvis i t vilket ger ekvationssystemet 1 = A 4+ B och
O::aLB—%azA)

Ovning 5.11 (%x). Anviind Ovning 5.10 och Ovning 5.9 for att visa att
1 Ocn+1—04n+l

5 = 2n=0 (%) ¢

Ovning 5.12 (). Dra slutsatsen att det n:te Fibonaccitalet ér lika med

n+1 n+1
L)

Qa. =
" V5
forn=20,1,2,....

Ovning 5.13 (). Vad hinder om vi later Fibonaccisekvensen starta med
ag = 0, a; = 1. Hur ser den genererande funktionen ut da?

Ovning 5.14 (x%). (i) Ansitt m = %t + ﬁ + % och visa att
_1lp_1¢_1
A—Z7B—§,C—Z
(i) Visa att 15 + o = 52
(iii) Dra slutsatsen att m =1 (ﬁ + #)

Ovning 5.15 (x*). Visa att

(1—1t)? <§:(n+1)t”> =(1—-t)’Q+2t+3t2+...)=1

n=0

och dra slutsatsen att




Ovning 5.16 (). Lat a,, vara antalet positiva heltalslosningar till ekvationen
20 + 2y + 2z +w =n.

Visa att den motsvarande genererande funktionen &r

o0
1
> ant" = (1—1)2(1—2)2
n=0
Vad &r den genererande funktionen dér a,, dr antalet 16sningar till

pr—+qy+rz+sw=n

for godtyckliga heltal p, ¢, r, s?
Ledning: Anvind samma metod som i Kaptiel .

Ovning 5.17 (). Lat F(t) vara den genererande funktionen for talfsljden
(ag,a1,az,...). Vad ar talfoljden for tF(¢)?

Ovning 5.18 (x%). I denna uppgift ska vi berdikna talféljden for den genere-
rande funktionen

B 1
14t

F(t)
(i) Visa att
1 1 t

THt+2 13 1-—¢3

(ii) Visa att

A LA

(iii) Anvind detta for att visa att

1
e L

1+t+t2 * +
alltsd den motsvarande talfoljden ar

1 n=0 mod3
ap=<—1 n=1 mod3
0 n=2 mod3

(iv) Vad &r talfoljden for
1
‘?
L+t +t2 4. 4 1d”

Ovning 5.19 (x+). Lat a, vara antalet sitt man kan betala n kronor med
en-kronor, tva-kronor och (hypotetiska) tre-kronor

(i) Visa att den motsvarande genererande funktionen dr

(o ¢] . 1
n;a”t TN SO
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(ii) Hitta tal A, B,C, D sadana att

1 A LB C LD
Q-1 —2)1—t3) (1—-t)2 1—t 1—12 113

(iii) Bestam vérdet pa a, for alla n.
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6 Ehrhartserier och koner

Eftersom definitionerna av R? och R? #r sa lika kan man, varje gang man
stoter pa en sats som giller i R?, fraga sig om satsen har nagon motsvarighet
i R3. Ett exempel pa en sats som giller i planet men som inte har nagon
motsvarighet i rummet ar, som vi sag i Kapitel 3, Picks sats. Nar man hamnar
i en sadan situation maste man ofta hitta ett nytt angreppsséatt for att forsta
vilka fenomen som generaliserar till hogre dimensioner. I den hér sektionen
kommer vi att anvéinda de vertyg vi har tagit fram kopplade till kombinatorik,
polynom, och genererande funktioner for att konstruera nya invarianter och
studera samband som fungerar &ven i hogre dimensioner. I Kapitel 8 anvénder
vi dessa for att studera sambandet mellan antal gitterpunkter och volym for
polytoper i hogre dimensioner.

6.1 Ehrhartfunktionen

Vi sag i Exempel 3.3.13 att det inte finns nagon motsvarighet till Picks sats
for polyedrar. Det vill sdga att det inte kan finnas en formel for volymen av
en gitterpolyeder P som enbart beror pa antalet gitterpunkter i P.

Trots vetskapen om detta slutade inte matematiker att intressera sig for gitter-
polyedrar. Sa sent som pa 1960-talet sa studerade Eugene Ehrhart en funktion
som gav en ny koppling mellan antalet gitterpunkter och volymen. Denna funk-
tion kallas for Ehrhartfunktionen och for att kunna definiera den sa behdver vi
forst introducera ett nytt geometriskt koncept, uppforstoringen av en polytop.

Definition 6.1.1. Lat P = K(xy,...,Xy) vara en polytop. Fér varje naturligt
tal n € N definierar vi uppforstoringen av P med faktorn n att vara polytopen
nP = K(nxy,...,nXg).

Exempel 6.1.2. Nedan ar ett exempel pa en polygon P som blivit uppfor-

storad.
P 2P 3P 4P

Ett exempel pa en polyeder T som blivit uppforstorad &dr foljande:
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A

Definition 6.1.3. Lat P vara en gitterpolytop. Vi definierar Ehrhartfunktio-
nen Lp(n) av P genom att for varje n € N lata Lp(n) vara antalet gitter-
punkter i nP.

Exempel 6.1.4. Lat P vara kvadraten med hérn i (0,0), (1,0), (0,1) och
(1,1). Om vi ritar P och uppforstoringen 2P far vi foljande.

(0,2) (2,2)
® ® ®
0.1 L0 . . .
(0’0) ® ® (1’0) (0’0) ® ® ® (2’0)
P 2P

Vi ser att P innehaller fyra stycken gitterpunkter vilket innebér att Lp(1) = 4.
Eftersom 2P innehaller nio stycken gitterpunkter sa dr Lp(2) = 9. A

Vi vill nu relatera Ehrhartfunktionen av en gitterpolygon till Picks sats fran
Kapitel 2. For att gora detta behover vi forst forsta hur arean av en polygon
forandras nir den uppforstoras med en faktor n.

Hjilpsats 6.1.5. Lat P vara en gitterpolygon, lat n vara ett positivt heltal
och lat r,, vara antalet gitterpunkter pa randen till nP. Da gdller att

(i) Area(nP) = n? Area(P) och

(ii) rp =mn-ry.
Bevis. Se Ovning 6.6. O
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Sats 6.1.6. Ldt P vara en gitterpolygon med Ehrhartfunktion Lp(n) och med
r stycken gitterpunkter pa sin rand. Om az = Area(P), a1 = § och ap = 1 sd
ar Lp(n) = asn® + ain + ag, vilket dr ett andragradspolynom i n.

Bevis. Lat i, vara antalet inre gitterpunkter i nP och lat r, vara antalet
gitterpunkter pa randen till nP. Speciellt d&r da r; = r. Det totala antalet
gitterpunkter i nP dr da Lp(n) = iy +r,. Genom att gora de tva riknetricken
att skriva r, = 2 + % och att addera med 0 =1 — 1, far vi att

LP("):in+rn=in+%+%+(l—l)=(in+%"—1)+%”+1.

Fran Picks sats, Sats 2.2.10, har vi att Area(nP) = i, + 3+ — 1 vilket ger att

Lp(n) = (in-i‘%—l) +%+1=Area(nP)+%+1.
Slutligen siger Hjdlpsats 6.1.5 att Area(nP) = n? Area(P) och r, = nr; = nr
> Tn 2 nr

Lp(n) = Area(nP) + > +1=n"Area(P) + > + 1.

Dirmed dr Lp(n) = agn?+ain+ag, dir ag = Area(P), a; = 5ochag=1. [

Som sagt sag vi i Exempel 3.3.13 att Picks sats inte gick att generalisera till
gitterpolyedrar. Vad som dédremot &r sant &dr att Ehrhartfunktionen for en
gitterpolyeder alltid dr ett tredjegradspolynom och att koefficienten framfor
n3 i detta polynom #r lika med volymen av polyedern. Bada dessa resultat
kommer vi bevisa i Kapitel 8. Hér inleder vi med att studera funktionen Lp(n)
for en av de enklaste gitterpolyedrarna.

Exempel 6.1.7. Enhetskuben K i R3 &r kuben vars horn utgors av alla gitter-
punkter (21,72, 23) € R3 sd att x1, 2, 23 € {0,1}. Notera att enhetskuben har
sidlangd 1.

(0,1,0)

(1,0,0) | o2

I

Vi ser att det finns atta stycken gitterpunkter i K, sa Li(1) = 8. Om vi
istéllet betraktar forstoringen 2K (och markerar mittenlagret for tydlighetens
skull)
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(0,0,2)
]
o
. ° .
o o °
° o °
(0,2,0)
@ oo @ R
)
.® [ ]
(2,0,0) .
T1

ser vi att den innehaller 27 stycken gitterpunkter, sa Lx(2) = 27. I allménhet
galler att nK &r en kub med sidlingd n, sa antalet gitterpunkter i nK &r lika
med L (n) = (n + 1) eftersom varje kant innehaller precis n + 1 stycken
gitterpunkter. Hér ser vi alltsa att

Lrn)=m+1)72=n3+3n*+3n+1

vilket #r ett tredjegradspolynom i n och att koefficienten framfor n3, det vill
sidga 1, dr volymen av K. A

Ett annat exempel pa en polyeder vars Ehrhartfunktion vi ganska enkelt kan
berdkna #r tetraedern med hérn i (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) och (0,0,1). For
att gora detta kommer vi anvinda att vi kan representera gitterpunkter med
bollar i lador.

Exempel 6.1.8. Gitterpunkten x = (3,1,2) i R3 kan representeras av tre
lador med tre, en, respektive tva bollar i sig,

|ooo|o|oo|, A

I allménhet ser vi att en gitterpunkt (z1,z2,...,24) € R? kan representeras
av d stycken lador dir den i:te ladan innehéaller x; stycken bollar for alla
t=1,2,...,d. Vi har redan sett, exempelvis i Hjdlpsats 5.3.1, att denna sorts
omformulering i termer av bollar i lador kan vara mycket hjilpsam nér det
kommer till att rdkna antalet 16sningar till vissa ekvationer. Foljande sats &r
ett néra relaterat exempel.

Sats 6.1.9. Lat n € N. Det finns (3§n) gitterpunkter (x1,xo,x3) € Z3 sd att
r1,T2,73 > 0 och 1 + x2 + 23 < n.
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Bevis. Genom att representera gitterpunkter med bollar i lador som ovan inser
vi att detta handlar om att ldgga som mest n stycken bollar i 3 stycken lador
vilket enligt Sats 4.1.10 é&r lika med (33") O

Foljdsats 6.1.10. Lat T wvara tetraedern
T =K ((0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).
Da dr

n—|—3) (n+3)(n+2)(n+1) n*+6n*+11ln+6
3! 6 '

Bevis. Enligt Ovning 6.3 bestar nT av punkter pa formen
)\1(07 07 0) + /\2(17 07 0) + A3(07 17 O) + )\4(07 07 1) - (A27 )\37 A4)

sa att A1, A2, A3, Ay > 0 och A\ + A2+ A3+ Ay = n. Da (Ag, A3, \y) €j innehaller
nagot \; kan detta skrivas som As + A3 + Ay < n. Om vi &ndrar notation fran
A till z far vi darmed att

nT = {(z1, 22, x3) € R3 | x1, 9,23 > 0 och x1 + x2 + x3 < n}.
Gitterpunkterna i nT" ar darfor
nT NZ> = {(z1,x2,23) € z3 | £1, 29,23 > 0 och z1 + x2 + 23 < n}.
och resultatet foljer nu direkt av Sats 6.1.9. O

Exempel 6.1.11. Lat T vara tetraedern med hérn i (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0)
och (0,0,1). Enligt Foljdsats 6.1.10 &r antalet gitterpunkter i

2T = K ((0,0,0),(2,0,0), (0,2,0), (0,0,2))
lika med (*1?) = () = 10. Fran foljande bild:

(0,0,2)

(0,0,0) | _3 (0,2,0)

(2,0,0)

kan vi se att dessa punkter ar

(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,0),
(1,0,1),(0,1,1),(2,0,0),(0,2,0),(0,0,2)
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6.2 Ehrhartserien

Precis som vi sag i exempelvis Kapitel 5.16 kan genererande funktioner ofta
vara ett kraftfullt verktig for att studera talféljder. Det kommer att visa sig att
de &r mycket anvéndbara for att studera talfoljden (Lp(0), Lp(1),Lp(2),...)
av antalet gitterpunkter i uppforstoringarna av en gitterpolytop P. Speciellt
kommer genererande funktioner vara en viktig del i att visa att Lp(n) &r ett
tredjegradspolynom i n om P &r en gitterpolyeder.

Definition 6.2.1. Lat P vara en gitterpolytop. Vi definierar Ehrhartserien
for P att vara den genererande funktionen

Ehrp(t) = Y Lp(n)t"
n=0

till sekvensen (Lp(0), Lp(1),Lp(2),...).

Exempel 6.2.2. Lat K vara kuben fran Exempel 6.1.7. T det exemplet note-
rade vi att Lg(n) = (n + 1)3. Dérfor ar

[e.o]

Ehrg(t) = > (n+1)%"

n=0
Ehrhartserien till K. A

Exempel 6.2.3. Lat T vara tetrahedern
T =K ((0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,2)).
Enligt Foljdsats 6.1.10 dr Lp(n) = (":3) och dérmed ger Hjilpsats 5.3.2 att

Ehry (t) = i <3 : ") "= _lt)n.

n=0

A

I exemplen ovan anvinde vi att vi kdnde till Ehrhartfunktionen for att beréikna
Ehrhartserien for de olika polytoperna. I foljande exempel gor vi tvért om och
hittar ett uttryck for Ehrhartfunktionen med hjilp utav Ehrhartserien.

Exempel 6.2.4. Lat T vara tetrahedern
T =K ((0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,2)).
Da bestar nT av punkter pa formen
p=A1(0,0,0) + X2(1,0,0) + A3(0,1,0) + A4(0,0,2) = (A2, A3,2)4)

sa att A1, A2, Az, Ag > 0 och A\ + Ao + A3 + Ay = n. Hér géller inte langre att
alla \; maste vara heltal for att p ska vara en gitterpunkt. Exempelvis ger

1 1
(>\17 )\25 )\37 )\4) - (57 0707 5)
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gitterpunkten (0,0,1). For att komma runt detta byter vi variabler till xo =
Ao, 3 = A3 och g = 2)\g, x4 = 2)X4. Vi har att punkten

p= A1(07 07 0) + )\2(17070) + )\3(07 17 0) + >‘4(07 07 2) = (1’2,1’3,1‘4)

inT &ar en gitterpunkt om och endast om xo, x3, x4 alla ir heltal. Detta innebér
i sin tur att

x1:2/\1:2n—2x2—2x3—x4

ocksa ar ett heltal. Darmed géller att antalet gitterpunkter i nT" &r antalet
positiva heltalslosningar till ekvationen

g ay g
—+xetar3+—=n
g T

vilket kan skrivas om till
T + 229 + 223 + x4 = 2n

Fran Uppgift 5.16 vet vi att om a,, &r antal 16sningar till 1 +2x9+2x3+24 = n
sa ar

e}
1
=D ant" = (1—1)2(1—2)2
n=0

Vi vill dock berékna den genererande funktionen

Ehrp(t Z but"

dér b,, = ag, ar antalet l6sningar till
r1 + 222 + 223 + 4 = 2n, inte = n.

For detta kan vi anvianda ett trick. Notera forst att

o0
Ehrp(t?) = Zb T Zagnt2n.
n=0

Alltsd #r Ehrp (%) den genererande funktionen vi far genom att bara ta de
jénma termerna i F(t) = Y 2 ant™. Notera nu att

Zan "= Z(—l)"ant"
n=0
Darmed ar
1 1
SN+ F(-t) =5 S L+ (D) ant" = Z aont?™ = Ehrp(t2).
n=0
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Vi kan forenkla detta uttryck sahér:
Ehrp (%) =
1
= S(F () + F(-1))

B 1/2 . 1/2
B RO e (e e
B 1 1 , 1 )
T (1 —2)2(1—1)2(1 +1)2 <2(1 )7+ 2(1 —t) >
1+t
(1)
Eftersom att )
1+t
Ehry () = ———;
rr(t7) (1 2/
sa har vi att L4+t
Ehrr(t) = ——.
() =gy

Enligt Sats 5.3.2 innebér detta att Ehrhartfunktionen for T &r
3+n 2+n
LT(n)=<3>+<3>.

Att skriva ner Ehrhartserien Ehrp(t) for en allmén gitterpolyeder P &r betyd-
ligt svarare &n exemplet ovan. Vi kommer dédremot kunna anviinda Ehrhart-
serien for att i Kapitel 7 och 8 visa att Ehrhartfunktionen &r ett polynom.

A

6.3 Koner

Vi introducerar nu konen 6ver en polytop P som kommer beskriva alla férstoringar
av P samtidigt. Speciellt kommer vi se att gitterpunkterna i konen ar starkt
forknippade med Ehrhartserien av P.

Vi kommer fér en punkt v = (x1,29,...,24) € R? och ett tal n € N anviinda
notationen (v,n) fér punkten (zy,s,...,zq,n) € RTL Till exempel, om
v=(2,1)saér (v,4) =(2,1,4).

Definition 6.3.1. Lat P C R vara en polytop med hérnen vi,va, ..., vp,.
Vi definierar konen déver P som

KOH(P) = {]{31(V1, 1) + kQ(Vg,l) + ...+ k‘m(Vm, 1) | ki, ko, ... km > O}

vilket &r en delmingd av R, Vidare definierar vi hdjden av en punkt
(21,22, ...,24+1) € Kon(P) att vara punktens sista koordinat, z4y.

Notera att om P ligger i R? sa dar Kon(P) en delmingd av R, Alltsa, om
P #r en polygon i R? sa #r konen Kon(P) en delmiingd i R® och om P #r en

polyeder i R? sa ligger konen Kon(P) i R?.
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Exempel 6.3.2. Lat P = K(0,1) C R, det vill séiga linjesegmentet i R fran
0 till 1. Da &r konen 6ver P lika med méngden

Kon(P) = {k1(0,1) + ko(1,1) | k1, ke > 0} C R%
For att beskriva Kon(P) geometriskt noterar vi att méngden
Ly ={ki1(0,1) [ k1 > 0} = {(0, k1) [ k1 > O}
ar precis den icke-negativa delen av xs-axeln. Vidare dr méngden
Lo = {ka(1,1) | k2 > 0} = {(k2, k2) | k2 > 0}

lika med linjen fran origo som gar igenom punkten (1,1). Som en konsekvens
maste varje punkt pa formen k;1(0,1) + k2(1,1) vara en summa av en punkt
pa linjen Ly och en punkt pa linjen Lo. Detta ger oss att konen dver P har
foljande utseende (dér vi &ven markerat gitterpunkterna):

Kon(P)” 1

Vi ser att P sjilv aterfinns i konen pa hojd 1. A

Exempel 6.3.3. Lat P vara triangeln K ((O, 0), (1,0), (0, 1)) med horn i punk-
terna (0,0), (1,0) och (0,1). Varje punkt x som ligger i konen Kon(P) kan da
skrivas som

X = kl(O, 0, 1) + kz(l, 0, 1) + k3(0, 1, 1)

med ki, ko, k3 > 0. Vi observerar forst att méngderna

L1 = {k1(0,0,1) | k1 > 0} = {(0,0, k1) | k1 > 0},
L2 - {k2(1707 1) ‘ k2 Z 0} = {(k270ak:2) | k2 Z 0}3
Ls = {]{33(0, 1, 1) ‘ ks > 0} = {(07 k3ak3) ‘ ks > 0}7

ar de tre linjerna som gar fran origo genom punkterna (0,0,1), (1,0, 1) respek-
tive (0,1,1). Dérmed drar vi slutsatsen att en punkt pa formen

x = k1(0,0,1) + ka(1,0,1) + k3(0,1,1)

med ki, ko, ks > 0 &r summan av en punkt pa var och en av de tre linjerna
beskrivna ovan. Eftersom ki, ko och k3 var godtyckliga kan vi dra slutsatsen
att konen Kon(P) bestar av méngden av alla sidana summor.
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Denna figur #r alltsa konen 6ver triangeln P = K ((0,0),(1,0),(0,1)) dér vi
markerat snitten pa héjderna 1,2,3,4 och 5. Notera att alla snitt dr trianglar
av samma form som P sjélv. A

Det dr virt att anméirka pa vilka likheter och skillnader som finns mellan
denna sorts koner och “vanliga” koner som ni &r bekanta med till vardags.
Likt en vanlig kon s& har en sadan hir punkt en “spets” som for oss ligger
pa koordinaten (0,0,0,...,0) och alla andra punkter ligger pa raka linjer som
stralar ut fran den punkten. Till skillnad fran en vanlig kon har vara koner
dock inte cirkuldra tvérsnitt utan deras snitt ar gitterpolytoper, t.ex trianglar,
som i figuren ovan. Dessutom har dessa koner inte nagon hojd utan de stricker
sig “uppat” i all oéndlighet.

I de tva exemplen ovan sa noterar vi att polytopen P sjéilv forekommer i konen
som snittet pa hojd 1. Vi ser till och med att forstoringen av P med faktorn
n férekommer som snittet av konen pa hojd n. Detta &r inte en tillfdllighet i
dessa exempel utan giller for godtyckliga polytoper.

Sats 6.3.4. Ldt P vara en polytop i R% och lit n € N. Dd dr
{veR?|(v,n) € Kon(P)} = nP.

Det vill sdga att om man tar bort sista koordinaten fran alla punkter i konen
over P pa hojd n sa far man precis forstoringen nP av P.

Bevis. Lat P = K(v1,v2,...,Vy,) och lat M = {v € R?| (v,n) € Kon(P)}.
For att visa att mangderna M och nP é&r lika visar vi att de ar delméngder
av varandra.

Vi bérjar med att ta ett v € M. Per definition &r da x = (v,n) en punkt i
Kon(P) och &r darfor pa formen

X = k‘l(Vl, 1) + kQ(VQ, 1) —+ ...+ k’m(Vm, 1)
for nagra ki, ks, ..., kn > 0. Darmed har vi att

(vin) =x=ki(vi,1) + ka(ve,1) + ... + kpn(Vin, 1) =
= (kivi, k1) + (kava, k2) + ...+ (kmVim, km) =
:(k1V1+k2V2+...+kam,k1+k2+...+km>
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SAvV =Fkvi+kovo+...+knvm ochn =k +ko+...+ k. Alltsa ir v € R
en punkt pa formen

v=kvi+kavo+...+Eknvin

med k1 + ko + ...+ kyn =noch k; >0 for i = 1,2,...,m. Detta ger fran
Ovning 6.3 att v € nP. Darmed har vi visat att om v € M sa &r v € nP,
vilket medfor att M C nP.

Att nP C M visas i Ovning 6.10.

De tva inklusionerna medfor nu att nP = M. O

Exempel 6.3.5. Om vi later K vara enhetskuben fran Exempel 6.2.2 sa
kommer Kon(K) att vara 4-dimensionell. Som vi noterade i slutet av Kapi-
tel 3 ar fyrdimensionella objekt svara att visualisera. Speciellt &r det svart
att forestélla sig hur konen 6ver K ser ut. Ett sétt att forsoka forestélla sig
Kon(K) ar att anvénda sig av Sats 6.3.4 som séger hur snittet av Kon(K) ser
ut pa olika hojder. Mer precist sa séiger satsen att midngden av alla punkter i
Kon(K) med x4-koordinat lika med n &r nk, kuben med sidldngd n.

Figur 6.1: Snitt av Kon(K) pa hojd 1, 2 och 3

Déarmed kommer snitten av konen 6ver K i varje héjd vara en kub, pa samma
sétt som att snitten av konen 6ver triangeln fran Exempel 6.3.3 i varje hojd
var en triangel. A

Koner ger oss ett nytt, och forvanandsvirt anvandbart sétt att tdnka pa Ehr-
hartserien. Vi kommer att ga in pa mer detaljer i néista kapitel men idén &r
foljande:

Lat K vara konen for nagon viss polyeder i R%. Definiera sedan den genere-
rande funktionen

Sk(lt)y= Y tr

x€EKNZd+1

Med andra ord &r Sk (1,t) alltsa den genererande funktion vi far av att, for
varje gitterpunkt x = (x1,x2,...,24, q+1) ligga pa en till t¥4+1-term.

OBS: Vi forklarar vad 1:an i Sk (1,t) betydet nésta vecka sa ni kan ignorera
den tills vidare!

Betrakta nu ater igen konen éver den endimensionella polytopen P = [0, 1].
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Kon(P)” 1

Varje gitterpunkt av héjd n vi ser i figuren motsvarar en palagd term t" term
i serien Sion(p)(1,t). Lat oss skriva ut de forsta termerna och punkterna de
motsvarar:

SKon(P)(lvt) =
=t + 8+t 2+ 2+
=~ =~ =~ =~ =~
00) (0,1) (1,1 (02 (1,2) (2.2
=14+2t+3t2+....

Eftersom vi lagger till en term t™ fér varje gitterpunkt med hoéjden n i konen
ser vi att om Skon(p)(1,1) = >, ant™ sa &r a, antalet gitterpunkter pa hjd n
i Kon(P). Detta &r samma sak som antalet gitterpunkter i nP enligt Sats 6.3.4
och dirfor &r Skon(p)(1,t) = Ehrp(t). Ingen del av detta argument anvénde
att P var just den endimensionella polytopen [0, 1] och dérfor géller alltid att

SKon(P)(17 t) = Ehrp(t).
I néista kapitel aterupprepas detta resultat och visar hur det kan anvindas for
att studera Ehrhartserien hos en godtycklig tetraeder.
Ovningar
Ovning 6.1 (xx). Lat P =K ((0,0), (1,0),(0,1)).

(i) Rita P och 2P och anvénd dessa figurer for att bestdmma Lp(1) och
Lp(2).

(ii) Anvénd Sats 6.1.6 for att bestdmma Ehrhartfunktionen till P och be-
rikna Lp(n) for n =1,2,3,4.

(iii) Vad &r Ehrhartserien fér P?

Ovning 6.2 (%). Hur manga gitterpunkter har polygonen
P =X ((1,0),(0,0),(1,1))?

Hur manga gitterpunkter har 3P?
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Ovning 6.3 (xx). Lat P = K(x1,...,x}) vara en polytop. Visa att
nP:{Alxl—l-...—i-Aka|Al,...,AkZOOCh)\l—i-...—FAk:?’L}.

Ovning 6.4 (). Lat n € N. Hur manga gitterpunkter x = (21, 22) € Z? sa
att x; > 0 for ¢ = 1,2 och x1 + zo < n finns det?
Ovning 6.5 (x). Lat T = K ((0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)). Vad &r Lz (6)?

Ovning 6.6 (xx*). Visa Hjilpsats 6.1.5 genom att gora foljande.

(i) (a) Borja med att triangulera polygonen P (Ledning: Anvind metoden
fran beviset av Hjilpsats 2.2.8). Motivera varfor det ricker att visa
pastaendet for trianglar.

(b) Nér man forstorar P med n blir varje lingd n ganger langre. Anvind

att arean av en triangel T' ges av % dér b ar basen och h &dr hojden

for att visa att Area(nT) = n? Area(T).
(ii) (a) Borja med att visa att uppforstoringen av ett linjesegment med k
stycken punkter har nk — (n — 1) stycken gitterpunkter.

(b) Lat Ly, Lo,..., Ly, vara linjesegmenten pa randen av P, dér L; har
k; stycken gitterpunkter for ¢ = 1,2,...,m. Visa att antalet gitter-
punkter pa randen ges av k1 + ko + ... + kpy — m.

(c¢) Linjesegmenten pa randen av nP ges av nLi,nLs,...,nL,,. Anvind
detta for att berdkna r,,.

Ovning 6.7 (x+). Lat P vara tetraedern med hérn (0,0, 3), (1,1, 3), (0,1, 3), (0, 3,4).

Visa att
Lp(n) = Ly(n) = (3 : ”)

dar T &r tetraedern med horn (0, 0,0), (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1).

Ovning 6.8 (). Lat T vara tetraedern med hérn (0, 0,0), (2,0,0), (0,2,0), (0,0,1).
F6lj metoden i Exempel 6.2.4 for att hitta ett uttryck for Lr(n).

Ovning 6.9 (xx%). Lat T vara tetraedern med hérn (0,0, 0), (1,0, 0), (0,1,0), (0,0, 3).
F6lj metoden i Exempel 6.2.4 for att hitta ett uttryck for Lr(n).

Ovning 6.10 (). Gor klart beviset av Sats 6.3.4 genom att visa att n.P C M.
Ovning 6.11 (). Ar féljande figur en kon &ver en polytop i R!?

Ay
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7 Ehrhartserier och tetraedra

Vi avslutade kapitel sex med att skriva Ehrhartserie av en polyeder P som en
formell summa Over gitterpunkter i konen av P. I detta kapitel kommer ger vi
en mer detaljerad forklaring av detta som &ven involverar formella summor i
fler 4n en variabel. Vi anvéinder sedan detta for att hitta Ehrhartserien for en
tetraeder.

7.1 Ehrhartserien och konen 6ver en polyeder

Vi har nu sett tva sitt att studera en gitterpolytop P tillsammans med
uppforstoringarna nP for alla n € N. Det forsta séittet var med hjilp av
Ehrhartserien som var den genererande funktionen

Ehrp(t) = Y Lp(n)t".
n=0

Det andra séttet var genom konen 6ver P som hade egenskapen att méngden av
alla punkter pa hojd n i Kon(P) var nP. Eftersom Lp(n) ér lika med antalet
gitterpunkter i nP s& foljer det att Ehrhartserien riknar upp de oédndligt
méanga gitterpunkterna i konen oéver P genom att forst rikna alla pa hojd 0,
sedan alla pa hojd 1, sedan alla pa héjd 2 och sa vidare.

En vildigt kraftfull men samtidigt enkel teknik i matematik &r att rikna en sak
pa tva olika sitt och sedan jamfora de tva resultaten. Vi vet att Ehrhartserien
raknar alla gitterpunkter i konen genom att summera antalet gitterpunkter i
varje hojd. Nu vill vi forsoka rikna antalet gitterpunkter i konen péa ett annat
satt.

For att gora detta borjar vi med att associera en produkt av variabler till en
gitterpunkt.

Definition 7.1.1. Till varje gitterpunkt x = (1,2, ...,24) i R? associerar
vi uttrycket

5316139262 . 82d7
i d stycken variabler si,so,...,84 s& att variabel s; svarar mot koordinat x;

for i =1,2,...,d. Vi infor dven den forkortade notationen s* = s7's3% - - - 537,

Exempel 7.1.2. I R? har en gitterpunkt x = (1, z2) tva koordinater och hor
darfor till uttrycket s* = s{'s3? i de tva variablerna s; och sg. Till exempel
motsvarar gitterpunkten (3,5) uttrycket 55 = s3s5 och gitterpunkten (7, 14)
motsvarar s(71%) = s{ %4. A
Exempel 7.1.3. I R?* har en gitterpunkt x = (21, x2, 23, 74) fyra koordinater
och vi associerar denna punkt till uttrycket s* = s7's5?s3%s;* i variablerna
51, 82,53 och s4. Exempelvis #r (5,4,6,7) en gitterpunkt i R* som hor till
uttrycket sO467) = s3525557. A

Definition 7.1.4. For en delmiingd M C R? definierar vi den formella sum-

Sn(s) = Z s*.

xeEMNZA4
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Exempel 7.1.5. Lat P vara linjesegmentet K(0,1) i R fran Exempel 6.3.2.
Méngden av gitterpunkter till P & P NZ = {0, 1} och vi far att

Sp(s) = Zs“’: Zs”":so—i—sl. A

e PNZ 2€{0,1}

Exempel 7.1.6. Lat P vara triangeln K ((0,0), (1,0),(0,1)) som vi sag i
Exempel 6.3.3. Gitterpunkterna i P dr precis hornen (0,0), (1,0) och (0,1) sa
det foljer att

Sp(s) = Z §< = 500 4 (10 4 O — 0,0 L (149 1 01, A
x€EPNZ?

Eftersom varje gitterpolytop P har dndligt manga gitterpunkter sa kommer
Sp(s) att vara en éndlig summa och antalet termer i Sp(s) kommer per de-
finition vara lika med antalet gitterpunkter i P. Da Sp(s) har dndligt manga
termer sa kan vi evaluera Sp(s) i s =1, med vilket vi menar att vi séitter alla
komponenter till s1 = s9 = -+ = s4 = 1. Nir s = 1 far vi &ven att

szsgfl...szd =17 .1%2.... 1% =1

sa viardet Sp(1) blir det tal vi far om vi byter ut ut alla termer i Sp(s) mot
1. Med andra ord ar Sp(1) lika med antalet termer is Sp(s) vilket i sin tur
dr antalet gitterpunkter i P. Med andra ord har vi att om P har m stycken
gitterpunkter sa blir Sp(1) = m, dir vi med Sp(1) menar evalueringen av
Sp(s)is=1.

Exempel 7.1.7. Lat P vara triangeln fran Exempel 7.1.6. Da har vi att
Sp(s) = 500 4 510 1 5O och att Sp(1) =1+1+1 = 3. A

Till skillnad fran en gitterpolytop P sa innehaller konen 6ver P odndligt manga
gitterpunkter. Dérfor har Sion(p)(s) oéindligt manga termer. Trots detta kan
vi gora foljande anvindbara omskrivning av Skon(p)(s)-

Hjilpsats 7.1.8. Ldt P vara en polytop i R%. Da gdller att
Skon(p)(8) = Sop(s) - 524—1 + Sp(s) - Sc11+1 + Sop(s) - 55—&-1 +....

Bevis. Per definition sa bestar Sion(p)(s) av termer pa formen s* dér x &r en
gitterpunkt i konen Kon(P). Enligt Sats 6.3.4 &r varje gitterpunkt x pa hojd
n pa formen x = (v,n) dir v &r en gitterpunkt i nP. Darmed &r Skon(p)(s)
en summa av termer pa formen sV dir n € N och v &r en gitterpunkt i
nP. Satsen foljer nu genom att ordna termerna sV = sVsy,, efter virdet
pa n. O

Efter att ha sett denna sats noterar vi att den sista variabeln sgy1 utméarker
sig fran de 6vriga ndr man betraktar konen 6ver en polytop P. Vi infor darfor
notationen ¢ = sg11 sa att varje gitterpunkt (v,n) € Kon(P) associeras till
uttrycket sVt"™ enligt Definition 7.1.1. Var nya notation gor att vi kan skriva
om resultatet fran Hjélpsats 7.1.8 som

SKon(P)(Syt) = S()p(s) Y + SP(S) -t + SQP(S) 2 + ...
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Vi har alltsa att Skon(p)(s,t) &r en summa av uttryck pa formen Sy, p(s)-t" for
n € N. Eftersom S,p(s) dr en dndlig summa for varje n sa kan vi for varje n
evaluera S(nP)(s) i s = 1. Om vi evaluerar Skon(p)(s,t) i s =1 far vi ddrmed
den formella summan

SKon(P)(17t) = Sop(1> -0 + Sp(l) -t + Sgp(l) 12 +....
Denna summa har vi stott pa tidigare.

Sats 7.1.9. Ldt P vara en gitterpolytop i R%. Da gdller att
o0
Skon(p)(1,t) = > Lp(n)t" = Ehrp(t).
n=0

Beuvis. Enligt Hjdlpsats 7.1.8 har vi att
Skon(p)(1,t) = Sop(1) - t° + Sp(1) - t' + Sop(1) - 7 + .. ..

Eftersom S, p(1) ér lika med antalet gitterpunkter i nP som i sin tur &r lika
med Lp(n) foljer satsen. O

I detta kapitel kommer vi borja fora samman det vi studerat tidigare. Vi
borjar med att introducera konen 6ver en polytop P som kommer beskriva
alla forstoringar av P samtidigt. Speciellt kommer vi se att gitterpunkterna
i konen &r starkt forknippade med Ehrhartserien av P. Slutligen visar vi ett
resultat som sédger att Ehrhartserien kan skrivas som en kvot av tva polynom.
Detta kommer att spela en nyckelroll nir vi i Kapitel 8 visar Ehrharts sats for
gitterpolyedrar.

7.2 Att rdkna samma sak pa tva olika satt

Med hjélp av den formella summan Sk p)(s,t) kan vi nu géra det som vi
forklarade att vi ville gora i borjan av detta kapitel, ndmligen att rikna git-
terpunkerna i konen 6ver en gitterpolytop P pa ett annat séitt &n hojdvis. Vi
borjar med att bestdmma méngden av gitterpunkter i Kon(P) i fallet da P dr
ett linjesegment. Notera att konen Kon(v) 6ver en punkt v € R &r lika med
linjen fran origo som gar igenom punkten (v, 1).

Hjilpsats 7.2.1. Ldt P = K(vi,v2) C R! wara ett linjesegment. Dd kan varje
gitterpunkt x i konen Kon(P) pa ett unikt sdtt skrivas som

X=p+x1+X2

dir p dr en gitterpunkt i Q = {ri(vi,1) + ra(ve, 1) | 0 < ry,ra < 1}, x1 dr en
gitterpunkt i Ly = Kon(vy) och xg9 dr en gitterpunkt i Ly = Kon(vg).

Da beviset av denna sats inte forklarar den geometriska tanken bakom pa-

staendet sa viljer vi forst att forklara vad vi kommer gora. Betrakta darfor
foljande exempel:
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Figur 7.1: Konen 6ver P = Konv(vy,vz).

I denna figur &r v1 = —1 och v9 = 2 men resonemanget giller 1 allménhet. Lat
oss forst studera, istéllet for mangden @), méangden

R = {7"1(1)1, 1) —i—T’g('UQ, 1) | 0<r,re < 1}

dér vi i olikheten 0 < rq1,79 < 1 dven tillater att r1,ro = 1. Eftersom varje
punkt i R &r en summa av en punkt pa linjesegmentet mellan 0 och (vy, 1)
och en punkt pa linjesegmentet mellan 0 och (ve,1) sa foljer det att R &r
parallellogrammen med hérn i (0,0), (v, 1), (v2,1) och (vi +wvg,2). Skillnaden
mellan @ och R &r att punkter 1 (v, 1) + r2(ve, 1) med 7y eller o lika med 1
ligger i R men inte i Q). Det betyder att @ &r parallellogrammen R utan de
horn och kanter som utgér ”taket” av R enligt nedan.

? (’Ul +U2,2) ‘ (’Ul +U2,2)

(U27 1)

0

Figur 7.2: Parallellogrammen R med Figur 7.3: Méingden @, dér de strec-
hérn i punkterna (0,0), (v1,1), (va,1) kade kanterna och ihaliga hérnen ej ar
och (v1 + v9,2) med i mingden

Anmirkning 7.2.2. Ordet parallellogram &r ”undantaget som bekréftar re-
geln” vad géller svensk grammatik. Det heter en parallellogram sa i singular
bestamd form blir det ”Den hér parallellogrammen”. I plural blir det ”Flera
parallellogrammer” och i bestdmd form ”De dér parallellogrammerna”.

Fran foljande figur ser vi att oéindligt manga kopior av parallellogrammen R
técker hela konen 6ver P om vi placerar dessa som nedan.
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Figur 7.4: Kopior av parallellogrammen R técker konen 6ver P

I Ovning 7.7 visas att varje gitterpunkt x; pa linjen L; = Kon(vy) dr pa
formen x3 = nj(vy,1) for nagot ny € N. Pa samma siitt dr varje gitterpunkt
x2 i Ly = Kon(vg) pa formen x3 = ng(vy, 1) for nagot ny € N. Man kan ocksa
visa att en gitterpunkt pa formen

p+x1+x2 =p+ni(v, 1)+ na(ve, 1),

dér p ar en gitterpunkt i R &r precis punkten p fast i en forflyttad kopia av
R. Vidare bestdmmer varje val av talen n1 och ng en unik kopia av R och vice
versa. I konen vi ritat &r vy = —1 och v9 = 2 och om till exempel ny = 1 och
ny = 1sa ér ny - (v1,1) + ng - (ve,1) =1-(=1,1)+1-(2,1) = (1,2) vilket
motsvarar den markerade parallellogrammen nedan.

Lo

Vi kan ddrmed rédkna upp alla gitterpunkter i konen 6ver P genom att rdkna
antalet gitterpunkter i varje kopia av R. Det enda problemet &r att vi da skulle
dubbelrikna de gitterpunkter som ligger pa randen av minst tva kopior av R.
Tar vi bort delar av randen av R sa att dubbelrikning inte uppstar erhaller
vi méngden (. Lat oss nu bevisa detta.

Bevis av Hjilpsats 7.2.1. Vi borjar med att notera att vi fran Ovning 7.7 kan
skriva x; = nq(v1,1) och x9 = na(ve, 1) for ny,ny € N.

Vi visar nu satsen i tva steg. Forst visar vi att varje gitterpunkt x i konen
kan skrivas pa formen p + nj(v1, 1) + na(va, 1). Sedan maste vi visa att varje
punkt pa formen p + nj(vi, 1) + na(ve, 1) faktiskt dr en gitterpunkt i konen
over P.
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Tag en gitterpunkt x = (21, z2) i konen Kon(P). Da &r
(z1,22) = k1(v1,1) + k2(v2, 1)

for ett unikt val av reella tal ki, ko > 0. Eftersom kq ar ett reellt tal kan vi
dela upp det i dess heltalsdel n; och dess decimaltalsdel 0 < r{ < 1 sa att

ki=n1+m7.

Till exempel ar 5.27 = 5 + 0.27. Pa samma sétt &r ko = no + 19, dir ns € N
och 0 <79 < 1. Vi kan nu skriva

X = (.%'1,.%2) = kl(Ul, 1) + k2(U2; 1) = (nl + 7'1)(1)17 1) + (n2 + 712)(”27 1) =
= (n1(v1,1) + na(v, 1)) + (r1(vi, 1) + 72(v2,1)) =v+p

dér vi infért notationen v = nq(vi, 1) + na(ve, 1) och p = r1(vi, 1) + r2(v2, 1).
Vi ser att v dr en gitterpunkt da dess koordinater &r summor av produkter av
heltal. Vidare har vi att punkten p = ry(v1,1) + ro(ve, 1) per definition dr en
punkt i méngden Q). D& p 4r en differens av tva gitterpunkter, p = x — v, sa
foljer det dven att p ar en gitterpunkt. Darmed har vi att p &r en gitterpunkt
i Q. Saledes har vi visat att en godtycklig gitterpunkt x i konen 6ver P kan
skrivas pa formen

x =p +ny(vi, 1) + na(vy, 1)

dédr ni,ny € N och p &r en gitterpunkt i Q.

Slutligen maste vi visa att varje element pa formen p + nj(vi, 1) + na(vg, 1)
verkligen ligger i konen ocksé. Detta gors i Ovning 7.9. O

Sats 7.2.3. Ldt P = K(v1,v2) C R! wara ett linjesegment. Om L; = Kon(vy)
och Ly = Kon(vy) sa gdller att

SKon(P)(Sat) = SQ(Svt) ’ SL1 (S7t) ' SLQ(Sat)

dir Q@ = {r1(vi,1) +r2(v2,1) | 0 < ry,7r9 < 1}.

Bevis. Eftersom det giller att s* - sY = s*TY och t™ - t" = t™T" s #r detta
enbart en omformulering av Hjélpsats 7.2.1. O

Anméirkning 7.2.4. Man kan visa att metoden som anvinds i beviset av
Hjalpsats 7.2.1 fungerar i storre generalitet. Genom att gora detta kan man se
att det finns en motsvarighet till Sats 7.2.3 for trianglar i R? dér @ svarar mot
en parallellepiped. Pa samma sitt finns en motsvarande sats for tetraedrar i R3.
Den senare kommer vi behova for att bevisa Ehrharts sats for gitterpolyedrar.
Skillnaden mot Sats 7.2.3 &r enbart att beviset blir berdkningstekniskt tyngre
eftersom en tetraeder har fyra hornpunkter i dimension tre till skillnad fran ett
linjesegment som har tva hérnpunkter i dimension ett. D& sjdlva idén bakom
beviset &r identiskt med beviset av Sats 7.2.3 har vi valt att placera beviset i
Appendix A.2.
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Sats 7.2.5. LatT vara en tetraeder med hornen vi,va, vy och vq. Om vi infor
L; = Kon(v;) fori=1,2,3,4 sa gdller att

SKon(T) (Svt) = SQ(Sa t) : SL1 (S’t> : SLz (Svt) : SL3 (Sa t) : SL4(S’t)
dir Q = {r1(v1,1) + ro(va, 1) + r3(vs, 1) + r4(vy, 1) | 0 < 7y, 70,173,754 < 1}

Bewvis. Se Sats A.2.2. O

Satter vi samman Sats 7.1.9 och Sats 7.2.5 far vi foljande resultat som vi i
Kapitel 8 kommer anvénda for att visa att Ehrhartfunktionen &r ett polynom.

Foljdsats 7.2.6. Lat T wvara en tetraeder med hérn i vi,va,v3 och v4. Da
gdller att

Ehry(f) = ZQilé)tj,

dir Q@ = {r1(vi,1) + ro(va, 1) + r3(vs, 1) + r4(va, 1) | 0 < rq,1o, 73,174 < 1}

Bevis. Fran Sats 7.1.9 har vi att Ehry(t) = Skon(r)(1,t) och fran Sats 7.2.5
har vi att

SKon(T)(S7t) = SQ(Sat) : SL1(Svt) : SLQ(Svt) ' SL3 (37 t) ’ SL4(S7t)

diar L; = Kon(v;) for i = 1,2,3,4. Vi noterar nu att det enligt Ovning 7.7
géller att
o0
S
n=0

for alla i = 1,2, 3,4. Enligt Exempel 5.1.10 far vi darmed att

EhrT(t) = SKon(T)(lat) =
= SQ(Lt) S0, (1,1) - S, (1,t) - SL3(17t) S, (1,1) =

4
= So(1,t) (Z t”) Sf_lt; ) m

Ovningar

Ovning 7.1 (x). Lat x = (1,2,3) och y = (4,5,6). Vad &r s* respektive sY?
Berdkna s* - s¥ och Sy y}(s)-

Ovning 7.2 (%*). Lat P vara triangeln K ((0,0), (1,0), (0,1)) och lat n vara
ett positivt heltal. Visa att S,,p(s) ir summan av uttryck av typen s(*1:%2) =

s1's5? sa att x1,29 > 0 och z1 + 22 < n.

Ovning 7.3 (xx). Foljande uppgift visar en koppling mellan gitterpunkter i
Z3 och monom i tre variabler.

(i) Hur manga gitterpunkter (z1,z2,23) € Z® sa att z1,22,73 > 0 och
21 + xo + x3 < 2 finns det?
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(ii) Hur manga monom av grad som mest 2 finns det i variablerna s;, so och

s3? (Ett monom av grad n i variablerna s, sg och s3 ér ett uttryck pa

formen s7's52s3% sa att x1 4+ 2 + x3 = n och x1, 2, x3 > 0.)

(iii) Hur méanga monom av grad som mest n finns det i variablerna si, sa
och s37

Ovning 7.4 (x). Lat K vara kuben fran Exempel 6.2.2. Skriv ut termerna i
summan Sg(s).

Ovning 7.5 (). Vilken parallellogram motsvarar mingden

{p+1:-(v1,1)+2-(v2,1) | peQ}
i Figur 7.47

Ovning 7.6 (xx). Beskriv ”taket” av R i Figur 7.4. Det vill siga, beskriv
R\ @ som en méngd.

Ovning 7.7 (% x ). Tag en gitterpunkt v € R? med d > 1. Visa att git-
terpunkterna i Kon(v) ér (0v,0), (v,1),(2v,2),.... Anvind detta for att visa
att

SKon(v)(Sat) = Z sV och SKon(v)(]'7t) = Ztn.
n=0 n=0

Ovning 7.8 (xx x). Beriikna Sg(s,t) och Sg(1,t) déir @ #r méngden
Q ={r1(vi,1) +ra(ve, 1) +r3(v3, 1) +74(vs,1) | 0 < 1y, 79,173,174 < 1}
fran Sats 7.2.5 i fallet da
T =K ((0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).
Ovning 7.9 (xx %). Gor klart beviset av Hjélpsats 7.2.1. Det vill séiga, visa

att varje punkt pa formen p + nq(vi, 1) + na(ve, 1), dir p &r en gitterpunkt i
Q@ och ni,ne € N, ligger i konen Kon(P).
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8 Allman Ehrhartteori

I detta kompendiums sista kapitel &r vi nu redo att visa Ehrharts sats for
gitterpolyedrar. Vi borjar med att forklara trianguleringar av polyedrar, det
vill séiga tekniken att dela in en polyedrar i ett antal tetraedrar. Detta anvénder
vi sedan for att visa Ehrharts sats. Det finns flera resultat som vi far som
foljder av denna sats och vi avslutar med att ge nagra exempel pa sadana. Till
exempel far vi en enkel formel for att berikna volymen av en gitterpolyeder
P i termer av antalet gitterpunkter i P, 2P och 3P.

8.1 Trianguleringar av polyedrar

Nér vi i Kapitel 2 bevisade Hjédlpsats 2.2.8 sa anviinde vi att varje polygon
kan trianguleras — det vill séiga att varje polygon kan skrivas som en union av
trianglar. Detta medforde att det rackte att visa pastaendet for trianglar samt
att pastaendet var sant i skdrningen av tva trianglar. Denna metod &r i sjilva
verket en vanlig strategi for att bevisa mer involverade satser i matematik.
Forst visar man att komplicerade objekt kan byggas upp av enklare objekt.
Dérefter visar man det resultat man vill bevisa ar giltigt for de enklare objek-
ten. Slutligen bevisar man att om resultatet &r sant for de enklare objekten
sa ar det ocksa sant nir objekten sitts samman.

Motsvarigheten i tre dimensioner till att dela in en polygon i trianglar &r att
dela in en polyeder i tetraedrar.

Pa grund av analogin i dimension tva kallas &ven en uppdelning av en polyeder
P i tetraedrar for en triangulering av P. En stor skillnad mellan tva och tre
dimensioner dr att beviset for att det d&r mojligt att triangulera alla polyedrar
ar avsevirt mycket mer komplicerat &n beviset for att det gar att triangulera
alla polygoner. For en polygon sa kunde vi vélja ett hérn och dra linjer fran
det hornet till alla andra horn for att konstruera trianguleringen. En liknande
metod finns for polyedrar som vi forklarar nedan men att visa att detta alltid
fungerar dr omsténdligt och lamnas till Appendix A.3.

Vi borjar med att rigorost definiera vad en triangulering dr i dimension tre.

Definition 8.1.1. Lat P vara en polyeder. Vi séiger att en #ndlig mangd
A ={T,Ts,...,T}} av tetraedrar ar en triangulering av P om méngden A
har foljande tva egenskaper:

(i) P=T1UToU...UTy,

(ii) For varje par av distinkta tetraedrar 77,7, € A #r skdrningen 77 N Ty
en sida av bade 17 och T5.
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Ovanstaende definition kan kanske vid forsta anblicken verka lite kranglig.
Det den beskriver &r en uppdelning av polyedern P i tetraedrar. I det forsta
villkoret kraver vi att tetraedrarna verkligen fyller upp hela P och i det andra
villkoret kréver vi att tetraedrarna inte 6verlappar med varandra.

Anméirkning 8.1.2. Den rigortsa definitionen foér en triangulering av en po-
lygon #r identisk med ovanstaende om man byter ut tetraedrar mot triang-
lar. Lasaren uppmuntras att forsikra sig om att trianguleringen i beviset av
Hjélpsats 2.2.8 uppfyller denna definition.

Exempel 8.1.3. Betrakta foljande pyramid.

Denna polyeder kan trianguleras genom de tva tetraedrarna som sitts samman

som nedan.
l | : '
T T5

T UTh

For att undersoka om denna triangulering ar korrekt s behdver vi kontrollera
att de bada kriterierna i Definition 8.1.1 &r uppfyllda. Det forsta villkoret
ar uppfyllt eftersom unionen 77 U To av de bada tetraedrar T och T utgor
hela pyramiden P. Vidare &r det andra villkoret uppfyllt eftersom skérningen
T1 N1y &r en triangel som dr en sida i bade 17 och T5. A

Exempel 8.1.4. Lat oss nu triangulera foljande kub.
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For att gora det borjar vi med att dela in kuben i tre stycken pyramider.
Detta gors genom att véilja ett horn v och dra linjer fran v till alla andra horn
i kuben. Detta delar in kuben i tre stycken pyramider P, P» och Ps.

Py

Vi triangulerar nu vardera pyramid pa samma sétt som i Exempel 8.1.3, vilket
ger en fullstéindig triangulering av kuben.

-

Vi pastar alltsa att den resulterande uppdelningen av kuben i tetraedrar &r
en triangulering. For att kontrollera det behover vi aterigen kontrollera de
bada villkoren i Definition 8.1.1. Vi kan se att det forsta villkoret &r upp-
fyllt eftersom dessa tetraedrar fyller hela kuben. For att kontrollera det andra
villkoret beh6ver vi kontrollera att alla tetraedrar fran olika pyramider skér
varandra i en sida. Det finns 15 olika sddana par av tetraedrar och vi uppmanar
lasaren att sjilv kontrollera att alla skdrningar ar pa ratt form. A

En bra egenskap hos trianguleringarna i Exemplen 8.1.3 och 8.1.4 &r att varje
horn av en tetraeder i trianguleringen ocksa &r ett horn av polyedern. Nésta
sats séger att varje polyeder P kan trianguleras sa att alla horn i triangulering-
en ocksa ar horn i P. Idén bakom beviset &dr att generalisera hur vi anvinde
trianguleringen i Exempel 8.1.3 for att triangulera kuben i Exempel 8.1.4. Vi
delar alltsa forst upp var polyeder i pyramider och visar sedan att pyramiderna
kan trianguleras individuellt pa ett sétt som ocksa ger en triangulering av he-
la polyedern. Eftersom beviset av satsen &r forvanansvéirt omstiandligt medan
pastaendet med Exempel 8.1.4 i bakhuvudet forhoppningsvis dr geometriskt
rimligt har vi valt att forligga beviset till appendix.
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Sats 8.1.5. For varje polyeder P finns det en triangulering A av P sa att for
varje tetraeder T' € A dr hérnen av T ocksa horn i P.

Bewvis. Se Sats A.3.5. O

8.2 Ehrharts sats

Nu &r vi redo att visa Ehrharts sats. Vi borjar med att visa satsen enbart for
tetraedrar.

Hjalpsats 8.2.1. Lat T wvara en tetraeder med horn i gitterpunkter. Da dr
Ehrhartfunktionen Lp(n) ett polynom i n av grad som mest 3.

Bewvis. Lat vi, vg, v3 och v4 vara hornen i T och betrakta Ehrhartserien
o0
Ehry(t) = Y Ly(n)t"
n=0

till T. Fran Foljdsats 7.2.6 har vi att

Ehrp(t) = m

dir Q@ = {ri(v1,1) +ra(ve,1) + r3(vs, 1) + 74(va, 1) | 0 < 71,79, 73,74 < 1}
Eftersom @ bestar av dndligt manga gitterpunkter sa &r Sg(1,t) en &ndlig

summa och speciellt dr Sg(1,t) ett polynom i t vars grad &r lika med den
maximala hGjden av alla gitterpunkter i Q). Hojden av en punkt

ri(x1,1) + ra(x2,1) + r3(x3, 1) + ra(x4,1)

i @ ges av punktens sista koordinat som &r r{ +ro +r3+rs med 0 < r; < 1
for i = 1,2,3,4. Eftersom r1 4+ ro + r3 + r4 < 4 dr den maximala héjden av
alla gitterpunkter i Q som mest 3. Alltsa har vi en likhet

;LT(n)t” = Ehrp(t) = m

dér Sp(1,t) ar ett polynom av grad som mest tre. Fran Sats 5.3.3 foljer det
diarmed att dven Lp(n) &r ett polynom av grad som mest tre. O

Sats 8.2.2 (Ehrharts sats). Lat P vara en gitterpolyeder. Da dr Ehrhartfunk-
tionen Lp(n) av P ett polynom in av grad som mest 3.

Bevis. Fran Sats 8.1.5 vet vi att det finns en triangulering A av P. For varje
n € Nsa dr da nA = {nT | T € A} en triangulering av uppforstoringen
nP. Darmed kan vi rdkna antalet gitterpunkter i nP genom att summera
antalet gitterpunkter i uppforstoringarna nT' for alla T' € A. Detta kommer
dock medfora att vi dubbelrdknar de gitterpunkter som ligger i skdrningen av
minst tva tetraedrar. Vi har darfor att

Lp(n) = Z Lr(n) —q(n)

TeA
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dér ¢(n) dr en korrektionsterm som kommer av dubbelréikningen. For varje
par av tetraedrar 17,75 € A sa ar 17 N1 en sida av bade T} och Ts. Saledes
ar varje icke-tom skérning 77 N7 antingen ett hérn, en kant eller en triangel.

(i) Om T1 NT5 dr ett horn sa dr Lpyan, (n) = 1.

(i) Om T1 N T, &r en kant som innehaller m stycken gitterpunkter sa dr
Lyynr,(n) = (m — 1)n+ 1, se Ovning 6.6.

(iii) Om T} NT5 &r en triangel sa har vi fran Sats 6.1.6 att
9 T
LTlﬂTg (n) = ATL + 571 + 1

déar A &r triangelns area i det tvadimensionella gitter som innehaller den
och r &r antalet gitterpunkter léings med triangelns rand.

Notera att alla dessa uttryck &r polynom i n av grad mindre &n 3. Eftersom
g(n) édr en dndlig summa av termer pa formen ovan ér g(n) ett polynom. Nu
foljer resultatet fran Hjélpsats 8.2.1 eftersom varje term i hogerledet i

Lp(n) = Z Lr(n) —q(n)

TeA

ar ett polynom av grad som mest 3 och en summa av sadana &r ett polynom
av grad som mest 3. O

Anméirkning 8.2.3. I fortsdttningen sa kommer vi kalla Ehrhartfunktionen
Lp(n) for Ehrhartpolynomet av en polyeder P. Vi kommer i F6ljdsats 8.3.5 se
att Ehrhartpolynomet Lp(n) alltid &r ett polynom av grad precis 3.

Exempel 8.2.4. T Exempel 6.1.7 beréiknade vi Ehrhartpolynomet fér enhets-
kuben K till Lg(n) = (n+1)3 = n3 4+ 3n? 4+ 3n + 1 vilket &r ett tredjegrads-
polynom i n. A

Sats 8.2.5. Lat P vara en gitterpolyeder och lat Lp(n) = asn3+asn+ain+ag
vara dess Ehrhartpolynom. Da gdiller att ag = 1.

Bevis. Se Ovning 8.2. O
Exempel 8.2.6. Lat T vara tetraedern
T =K ((0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).

I Kapitel 6 visade vi att Ehrhartfunktionen till T' gavs av

3+n n3+6n2+11ln+6
Lrm)={"5 )= 6

genom att anvénda kombinatorik. Med hjélp av Ehrharts sats kan vi nu
berdkna detta pa ytterligare ett sitt. Den teknik vi presenterar har for att
berdkna Ehrhartpolynomet dr mer riknetung &n metoden vi sag i Kapitel 6
men den har istéllet den stora fordelen att samma angreppsséatt fungerar for
alla gitterpolyedrar.
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Ehrharts sats siger att Lp(n) = asn3 + agn® + ain + ag for nagra koefficienter
ag,ai,a2,a3 € R, och vi vill nu berdkna dessa tal. Fran Sats 8.2.5 har vi
att ag = 1. Genom att rikna efter ser vi att T innehaller 4 gitterpunkter sa
Lp(1) = 4. Detta ger oss foljande ekvation:
4:LT(1):a3-13+a2-12+a1-1+1
<~
al :3—a2—a3, (8.1)

Genom att rékna antalet gitterpunkter i 27" ser vi vidare att

10=Lr(2) =a3-2+ay-2*+a;-2+1
<~
8as + 4as + 2a1 = 9. (8.2)

Anvinder vi (8.1) i (8.2) foljer det att

8a3—|—4a2—|—2(3—a2—a3):9
<~

1 3
as = 5(3 — 6az) = 3~ 3as. (8.3)
Fran att rdkna antalet gitterpunkter i 37" ser vi att

20=Lr(3)=a3z-3*+ay-3* +a;-3+1
e
27a3 + 9as + 3a1 = 19. (8.4)

Genom att substituera in (8.1) och (8.3) i (8.4) fas att ag = &, vilket i sin tur

ger att ag =1 och a1 = %, se Ovning 8.3. Sammanfattningsvis har vi
1 11 3
LT(n):6n3—|—n2+6n+1:< —;n) A

Man kan visa att tillvigagangsséttet i Exempel 8.2.6 fungerar for alla gitter-
polyedrar P. Ett satt att gora det ar att visa att ekvationerna som motsvarar
ekvationerna (8.1)—(8.4) for en gitterpolyeder P, det vill sidga ekvationssyste-
met

Lp(1)=as+as+aj +1,

LP(2) = 8agz + da9 + 2a71 + 1,

Lp(?)) = 27a3 + 9as + 3a1 + 1,

alltid har en unik 16sning. En teknik for att l6sa linjira ekvationssystem som
detta kallas for Gausselimination och &r ndgot man lar sig i linjdr algebra. Vi
refererar den intresserade ldsaren till bocker 1 detta &mne, exempelvis kompen-
diet Lingjdr Algebra - Tio forrdtter och tva efterrdtter som anvénds i kursen
Linjir algebra for gymnasister pa KTH. Att 16sa detta ekvationssystem ger
foljande resultat, vars bevis vi lamnar at ldsaren.
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Sats 8.2.7. Lat P vara en gitterpolyeder med Ehrhartpolynom
Lp(n) = asn® + agn® + a1n + ag.
Da dr

apg = 1,

1 3 11
= —Lp(3) = SLp(2) +3Lp(1) — —
a1 3P() 2P()+ p(1) 5

1 )
ay = —§LP(3) + 2Lp(2) — in(l) +1,

1 1 1 1
= “Lp(3) — ~Lp(2) + ~Lp(1) — -
as 6P(3) 2P()+2 p(1) G

8.3 Geometrin hos Ehrhartpolynomet

Vi har nu visat att funktionen som réknar antalet gitterpunkter i en gitter-
polyeder ges av ett polynom och vi har i Sats 8.2.7 gett explicita uttryck
for koefficienterna i polynomet. Dessa koefficienter &r inte bara tal utan har
dven geometriska tolkningar. Vi bérjar med att paminna oss om strukturen av
Ehrhartpolynomet for en gitterpolygon i tva dimensioner.

Exempel 8.3.1. For en gitterpolygon P har vi enligt Sats 6.1.6 att Ehrhart-
polynomet har formen

Lp(n) = asn® +ain + 1

dér as dr lika med arean av P och a; &r hélften av antalet gitterpunkter pa
randen av P. A

Precis som for gitterpolygoner sa reflekterar koefficienterna i Ehrhartpolyno-
met av en gitterpolyeder geometriska egenskaper hos polyedern.

Exempel 8.3.2. Lat oss aterigen studera enhetskuben och tetraedern.

(i) I Exempel 6.1.7 sag vi att Ehrhartpolynomet for enhetskuben K var lika
med Ly (n) = n3+3n? +3n + 1, sa i detta fall var a3 = 1, az = 3 och
a; = 3. Vi noterar att volymen for enhetskuben ges av 1% = 1 vilket ir
precis lika med ag.

(ii) Fran Foljdsats 6.1.10 har vi att tetraedern 7' med hérn i (0, 0,0), (1,0,0),
(0,1,0) och (0,0,1) har Ehrhartpolynomet Ly (n) = %nB +n?+ %n +1,
sa az = %. Man kan visa att volymen for tetraedern &r precis %, vilket ar
lika, med koeflicienten ag. A

Anmirkning 8.3.3. Vi vill nedan visa att koefficienten ag i Ehrhartpolyno-
met for en gitterpolyeder P é&r precis lika med volymen av P. For att gora detta
behover vi egentligen en ordentlig definition for volymen av en tredimensionell
kropp, vilket vi inte har. Av utrymmesskél utelamnar vi denna teori, men ger
en motiverande forklaring istéllet. Vi ber om ldsarens 6verseende. Ett sétt att
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berdkna volymen av ett objekt &r att dela in objektet i mindre och enkla-
re bitar och sedan addera volymerna av dessa. Varje tredimensionell kropp
kan approximeras med en union av flera sma kuber och ju mindre kuberna
ar desto béttre blir approximationen. Diarmed fas en approximation av hela
kroppens volym genom att summera kubernas volymer. Man kan visa att nér
man later sidlingden av kuberna ga mot 0, och ddrmed later antalet kuber ga
mot oéndligheten, sa kommer approximationen av volymen att bli godtyck-
ligt bra. Denna teori gas igenom i grundkurser i analys, och den intresserade
lasaren kan ldsa om detta i exempelvis Persson och Boiers bok Analys i flera
variabler (som har boken Analys i en variabel som forkunskapskrav). Nedan
kommer vi anvéinda att volymen av en tredimensionell kropp kan approximeras
godtyckligt bra genom beskrivningen vi forklarade ovan.

Lat oss nu undersdka relationen mellan koefficienten a3z i Ehrhartpolynomet
och volymen av en gitterpolyeder P. Vi borjar med att ta ett positivt heltal
n och lata (17)? beteckna alla punkter i R? vars koordinater har formen

n
(.”L‘l ) 1'3)
n'n’'n
for nagra heltal xq,z9,23 € Z. Om n = 1 sa far vi det vanliga gittret och
om n > 1 blir (1Z)3 ett tdtare rutnit &n det vi ser i det vanliga gittret. For
varje punkt x i méngden P N (%Z)3 kan vi skapa en kub med mittpunkt i x
och med sidlangd % Denna samling av kuber kommer ge en approximation av
polyedern P och vi kan fran dessa approximera volymen av P. Om vi viljer
n att vara stor sa kommer sidlangden av kuberna att bli liten och skillnaden
mellan volymen av P och den sammanlagda volymen av kuberna bli mindre.
Antalet kuber dr lika med antalet punkter i PN (%Z)S och vi betecknar detta
antal med ‘P N (%2)3’ Da varje kub har volymen % blir darfér kubernas
sammanlagda volym lika med

1 3
=+ |Pn(3z)’| = voup).

W2 3) e PN (%2)3 om och endast om (x1, xg,x3) ar
en gitterpunkt i nP. Detta &r sant eftersom man kan tolka nP som méngden

av punkter (x1,x2,23) sa att (Z-,72,73) ¢ P. Darfor maste det gilla att

’Pﬁ (%Z):s’ = Lp(n) sa det foljer att

Vi observerar nu att (-, 22 23

1

Vol(P) ~ —Lp(n

( ) n3 P( )
dér approximationen kan fas godtyckligt bra genom att vilja stérre och storre
n. Enligt Ehrharts sats vet vi att Lp(n) = azn® + aan? 4+ a1n + ag for nagra

konstanter ag, a1, as och ag. Dirmed fas att

1 3 n? n 1
Vol(P) =~ —3(a3n3 +asn? +ain + ap) = az3— taz— +a1—5 +ao
n n n n

1 n 1
ag—5-
0n3

TL3
= a3+ azx— —|—a1—2
n n
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Om vi nu later n bli storre och storre sa kommer viardet av GQ% + aln—lz + a[)%
bli ndrmare och ndrmare noll samtidigt som approximationen med volymen
blir mer och mer exakt. Med andra ord, nir n blir storre sa kommer ag vara
en béttre och béttre approximation av kubernas totala volym samtidigt som
kubernas totala volym blir en béttre och béttre approximation av volymen av
P. Eftersom vi kan gora n godtyckligt stort sa drar vi foljande slutsats.

Sats 8.3.4. Lat P vara en gitterpolyeder med Ehrhartpolynom
Lp(n) = asn® + asn® + a1n + ao.
Da dr as lika med volymen av P.

Foljdsats 8.3.5. Lat P vara en gitterpolyeder. Da dr Ehrhartpolynomet Lp(t)
ett polynom av grad precis 3.

Beuvis. Eftersom volymen av en polyeder &r storre dn 0 sa foljer det att ag > 0
vilket implicerar att Lp(n) dr ett tredjegradspolynom. O

Vi har nu sett att ag = Vol(P). Man kan till och med visa f6ljande: Om P &r
en gitterpolyeder med Ehrhartpolynom Lp(n) = azn® + aan? + a1n + ag sa
géller att

(i) ag &r lika med volymen av P,

(ii) a9 dr lika med hélften av arean av fasetterna av P mitt i de tvadimen-
sionella gitter som innehaller dem,
(iii) a; =7,
(iv) ap = 1.
Notera hér att ingen har hittat en bra geometrisk forklaring av koefficienten
a1 1 Ehrhartpolynomet och matematiker haller &n idag pa och forskar i &mnet.

Som en avslutning pa teorin om Ehrhartpolynomet kan vi med Sats 8.2.7 och
Sats 8.3.4 ge en formel for volymen av en gitterpolyeder som enbart beror pa
antalet gitterpunkter hos polyedern och tva av dess uppforstoringar.

Sats 8.3.6. Lat P vara en gitterpolyeder. Da har vi att

Lp(3) Lp(2) n Lp(l) 1
6 2 2 6

Vol(P) =

Anmirkning 8.3.7. I Sats 6.1.6 visade vi att Ehrhartfunktionen av en gitter-
polygon var lika med ett andragradspolynom och att arean av polygonen var
lika med koefficienten framfér hogstagradstermen i samma polynom. For en
gitterpolyeder har vi nu i Sats 8.2.2 visat att dess Ehrhartfunktion &r ett tred-
jegradspolynom dér hogstagradskoefficienten svarar mot polyederns volym. Vi
vill avsluta detta kompendium med att prata om Ehrharts sats i hogre dimen-
sioner. Forst noterar vi att alla definitioner vi gjort har varit for godtyckliga
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gitterpolytoper i godtyckliga dimensioner, sdsom Ehrhartfunktionen och ko-
nen 6ver en polytop. Det visar sig att Ehrhartfunktionen till en d-dimensionell
gitterpolytop ges av ett polynom av grad d vars hogstagradskoefficient svarar
mot polytopens d-dimensionella volym. Man skulle kunna tro att detta bevis
ar vildigt krangligt, men vi har néstan fullgjort beviset for detta redan. Alla
satser vi visat for polyedrar kan generaliseras till godtyckliga polytoper, och
beviset av denna generalisering gar i praktiken ut pa att byta ut siffran 3 mot
talet d. Dock maste man visa att d-dimensionella polytoper kan trianguleras
vilket ar tekniskt och svart att visualisera. Lisaren uppmuntras dock att ga
igenom satserna vi gett om polyedrar och férsdka se om beviset haller med 3
utbytt mot d istéllet. Detta &dr en av krafterna i abstrakt matematik. Genom
att visa pastaenden for saker man kan visualisera kan man pa kopet dven visa
dem for svarare objekt &ven om man inte ens kan tédnka pa, eller forsta, dem.

8.4 Att rdkna inre punkter

I detta kapitel har vi visat att funktionen
Lp(n) = #{nP NZ3
ar ett tredjegradspolynom
Lp(n) = asn® + asn® + ain + 1.

Eftersom att detta &r just ett polynom kan vi stoppa in vilket reelt tal n som
helst och fortfarande fa ett vildefinierat uttryck. Darfor dr en naturlig fraga:
Vad far vi om vi stoppar in negativa tal i det hdr polynomet?

Det visar sig att det finns ett mycket geometriskt svar pa fragan. Lat oss borja
med att betrakta fallet d = 2. I det fallet har vi visat (med hjélp av Pick’s
sats) att

Lp(n):(i—i—g—l)nz—i-gn—i-l

dér ¢ &r antalet inre gitterpunkter i P och r dr antalet gitterpunkter pa randen.
Déarmed ar

Lp(—n):(i+g—1)n2—gn+1:Lp(n)—r-n.

Eftersom att r - n 4r antalet gitterpunkter pa randen till nP far vi alltsa att
Lp(—n) ar antalet inre gitterpunkter i nP. Varat mal i denna sektion &r att
visa att en variant av detta pastaende stdmmer &ven for d = 3 (och #ven
hogre dimensioner). For att inte dra ut pa detta allt for linge sa kommer
vi att skippa en hel del av de mer geometriska delarna av beviset. Nérmare
bestamt sa kommer vi att ta foljande pastaende for givet.

Sats 8.4.1. Lat P vara en gitterpolytop (i vilken dimension som helst)
Linre(p)(n) = antalet inre gitterpunkter i nP

och beteckna den motsvarande genererande funktionen

Ehrlnre(P) (t) = Z LInre(P) (n)tn
n=0
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Da gdller att
Ehrlnre(P) (t) = (71)d+1 Ehrp(t_l)‘

Om nagon lédsare vill fordjupa sig inom detta kan vi ndmna att pastaendet
ovan dr en konsekvens av Stanleys reciprocitets-sats. Istéllet for ett allmént
bevis kan vi ge ett exempel for att forsoka demonstrera idén bakom satsen.

Exempel 8.4.2. Lat T vara tetraedern
T =K((0,0,),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1))
Enligt Ovning 6.3 bestar nT av punkter pa formen
A1(0,0,0) 4+ A2(1,0,0) + A3(0,1,0) + A4(0,0,1) = (A2, A3, Ag)

sa att A1, Ao, Az, Ay > 0och Ay +Xo+ A3+ Ay =n. Da (/\2, A3, /\4) €j innehaller
nagot A; kan detta skrivas som Ay + A3z + Ay < n. Dessutom géller att Inre(nT")
ges av de punkter dir Ao, A1, A2, A3 alla &r > 0. Dérmed &r Lyye(p)(n) antalet
heltalslosningar till z1+z9+z3+x4 = n dér z; > 1. Darmed &r den genererande
funktionen

EhrInrc(T) (t) = Z LInrc(T) (n)tn = (t + t2 + t3 +... )4.
n=0

Vi har att
t+ 242 =t + 2P+ ) = %
s& argumentet ovan ger att
4
Ehrpye(7) () = =0
Fran Exempel 6.2.3 vet vi att
Ehry(t) = —
(11—t
och darfor giller
Bhor() = — = D ) Bl )

I—t )t (-1t

Hjilpsats 8.4.3. Betrakta

(Z):li!n'(n_l)””(n_(k_l))

som ett (grad k—1) polynom i variabeln n sa att vi dven kan stoppa in negativa

varden for n. Da dr
-n rfn+k—-1
= (—1 .
(¢)=e ()
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Bewvis. Vi har att

O]

Hjélpsats 8.4.4. Lat f(n) vara ett polynom av grad d och lat F'(t) =}, -, f(n)t"
Da dr

Ft™ ") ==Y f(-n)t".

Bevis. Enligt Sats 4.2.7 kan f(n) skrivas som en summa av polynom pa formen

(d k+") Darfor racker det att betrakta fallet f(n) = (d k+") for nagot 0 <
k < d. I detta fall ger Hjdlpsats 5.3.2 att

tk
F(t)= m.
Déarmed har vi
(-1 tr L TRk 1
(t ) (1 — 1)d+1 B ( 1) (1 _ t)d+1 - ( 1) t (1 _ t)d+1'

Eftersom att

1 = (d+n\ .,
<1—t>d+l‘§o< d >t
ger detta att

P = (—1) 1 3O (d Z ”)tn - Y (- (m +CI; - 1>tm

n=0 m>=d+1—k

dér vi har gjort substitutionen m =n 4+ d + 1 — k. Eftersom att (m+k 1) 0

om 1 <m <d+1—k kan vi borja summan pa 1 utan att det &ndrar nagot,

alltsa -
t_l Z (m + k— >tn

(T = (T ) = rem

enligt Hjélpsats 8.4.3 vilket ger

o0
Fit )= Z f(=m)t
m=1

Slutligen giller
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Sats 8.4.5. Lat P wvara en gitterpolyeder av dimension d och lat n vara ett
positivt heltal. Da dar

LP(_n) = (_1)d : LInre(P)(n)

ddr Lfg(n) dr antalet interna gitterpunkter i nP, det vill sdga antalet punkter

i1 nP som inte ligger pa randen.

Beuvis. Enligt Sats 8.4.1 ar
EhrInre(P) (t) == Ehrp(t_l).
Eftersom att

Ehrp(t) = Y  Lp(n)t"
n=0

diar Lp(n) ar ett grad d polynom ger Hjéilpsats 8.4.4 att
Ehrlnre(P) (t) - = EhrP(t_l) = (_1) ’ (_1)d+1 Z LP(_n)tn‘
n=1

Dérmed ar
LInre(P)(n) = (_1)dLP<_n)

for allan > 1. O

Ovningar

Ovning 8.1 (). Kontrollera att mingden av tetraedrar i Exempel 8.1.4 #r
en triangulering. Det vill sdga, kontrollera att varje icke-tom skérning av par
av tetraedrar skir varandra i ett horn, en kant eller en fasett.

Ovning 8.2 (). Visa Sats 8.2.5.
Ovning 8.3 (*). Gor klart berdkningarna for as, az, a; och ag i Exempel 8.2.6.
Ovning 8.4 (%x). Anviind Sats 8.3.6 for att visa att tetraedern
T =K ((0,0,0),(1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1))
har volym %.

Ovning 8.5 (x). Anvind metoden som beskrivs i Exempel 8.1.4 for att tri-
angulera polyedern

P=K ((0,0,0), (1,0,0),(0,1,0),(1,1,0),(0,0,1), (1,0, 1))

som illustreras nedan.
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(0,0,1)
(1,0,1)
(0,1,0)
(1,0,0)
/// (17170)
»

Ovning 8.6 (). Bestim Ehrhartpolynomet och Ehrhartserien fér polytopen
P fran Ovning 8.5.

Ovning 8.7 (%% *). Polyedern
P =K ((1,0,0),(-1,0,0),(0,1,0), (0, —1,0), (0,0, 1))
ar en pyramid.

(i) Anvind Ovning 8.4 for att visa att P har volymen %.

(ii) Berdkna Lp(1), Lp(2) och Lp(3). (Ledning: Berdkna forst Lp(1) och
Lp(2). Anvind dérefter Sats 8.3.6.)

(iii) Vad &r Ehrhartpolynomet f6r pyramiden P?

Ovning 8.8 (). Bestdm hur manga heltalslosningar det finns till foljande
olikheter (tillsammans)

[SEES
A\VAR\VAR\V,
S O o

[\
8
+
w
<
+
N

< 60

Ovning 8.9 (% x %). I Anmiirkning 8.3.7 pastod vi att Ehrhartfunktionen
till en d-dimensionell gitterpolytop &r ett polynom av grad d for alla posi-
tiva heltal d. Speciellt giller det for d = 1. En endimensionell gitterpolytop
ar ett linjesegment mellan tva gitterpunkter. Bevisa Ehrharts sats fér en en-
dimensionell gitterpolytop P i R!. Vad #r den geometriska forklaringen av
hogstagradskoefficienten hos Ehrhartpolynomet fér P?

Ovning 8.10 (x % ). Bevisa foljande pastaenden

(i) Om P ar en gitterpolyeder sa har 4P minst en inre punkt.

(i) Om P é&r en gitterpolyeder sadan att 3P inte har nagra inre punkter da
dr Vol(P) = ¢.
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Ledning: Enligt Sats 8.4.5 har nP inga inre punkter om och endast om Lp(n) =
0. Anvind detta tillsammans med andra kunskaper du har om Ehrhartpoly-
nom for att lista ut vad Ehrhartpolynomet maste vara for P om dessa egen-
skaper ska gilla. Foljande fakta om polynom ar viktiga att ha koll pa for att
16sa uppgiften.

e Om f(x) &r ett polynom av grad d med nollstéllen aq,...,aq sa ar
fl@)=c-(z—a1)(x—a2)...(z —aq)
dér ¢ ar ett nollskillt tal. Detta géller bade for reella och komplexa tal.

e Om f(z) &r ett polynom av grad d kan f som mest ha d stycken olika
nollstéllen.

Ovning 8.11 (%x*). I denna uppgift ska vi undersoka hur sma gitterpolyhed-
rar som minst kan bli och vilka egenskaper de minsta mojliga polyhedrarna
har.

(i) Anvind Sats 8.3.6 eller Ovning 4.12 for att visa att volymen av en
gitterpolyeder P alltid &r en heltalsmultipel av é. Dra slutsatsen att om
P &r en gitterpolyeder sa ér Vol(P) > %.

(ii) Anvénd det faktum att alla gitterpolyedrar har en triangulering for att
visa att om Vol(P) = % sa dr P en tetraeder och de enda gitterpunkterna
som P innehaller &r hornen.

(iii) Visa att Ehrhartpolynomet till P &r

1 11
Lp(n) = 6n3 + 6n% + 5" +1

om Vol(P) = .
Ledning: om Vol(P) = & sd &r ag = ¢ sa

1
Lp(n) = 6”3 +asn? +an+1
sa endast as och a; behover bestammas. For att hitta dessa anviand del
(77) for att berikna Lp(1) och Lp(—1). Anvind sedan de resulterande
ekvationerna for att bestdmma aq och as.

1

=g om och endast

(iv) Anvind foérra uppgiften for att konstatera att Vol(P)
om 3P inte har nagra inre punkter.

Ovning 8.12 (x % ). Lat P vara en gitterpolyeder sadan att 2P inte har
nagra inre punkter. Visa att antalet gitterpunkter i P &r exakt 6 Vol(P) + 3.
Visa ocksa att antalet inre punkter i 3P &r 6 Vol(P) — 1.
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Losningar till udda 6vningsuppgifter
Ovning 1.1. (i) 0, 1, 2, 3, 4.
(ii

(iii

1,2, {2,3}.

-3, -2,-1,0,1, 2, 3.
(iv
(v

Ovning 1.3. (i) B ir en dkta delmingd av A.

1,2.

)
)
)
) =3, -2, -1, 1,2, {2,3}.

(ii) A och B #r lika.

(iii) Méangderna &r disjunkta eftersom B = @ och alla méngder &r disjunkta
med den tomma méngden. B dr en dkta delméngd till A.

(iv) Méngderna &r varken disjunkta, lika eller dkta delméngder av varandra.
(v) Méngderna ar disjunkta eftersom A = &.

Ovning 1.5. Observera att dessa svar dr forslag. Uppgifterna har flera kor-
rekta svar.

(i) {n € Z | n = 2k for nagot heltal k > 1}.
(ii) {p/2 | p &r ett heltal }.
(iii) {reR|r ¢ Qoch |r| <1}.
Ovning 1.7. (i) Definitionsméngd: {1,2,3,...}. Malmingd: N.
(ii) Definitionsméngd: {7 | T" &r en triangel }. Malméngd: R.

(iii) Definitionsméngd: {p(z) | p(x) &r ett andragradspolynom}.
Malméngd: {p(x) | p(x) &r ett forstagradspolynom}.

Ovning 1.9. (i) Detta &r en funktion. Den #r definierad for alla virden i
definitionsméngden, den ger alltid samma virde for ett givet argument,
och alla funktionsvirden ligger i malméngden.

(ii) Detta &r inte en funktion, da funktionens vérden inte ligger i malméngden

(f2)=v2¢Q).
(iii) Detta &r inte en funktion, eftersom dess virden dr slumpmaéssiga.

(iv) Detta dr en funktion. Eftersom ordet Balkong borjar pa B, sa har funk-
tionen ett definierat vérde som ligger i malméangden.

Ovning 1.11. (i) Funktionerna ir lika. De har samma definitionsmingd,
malméngd och Va2 = |z| for alla x.

(ii) Funktionerna #r inte lika, da deras definitionsméngder inte &r samma.
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(iii) Funktionerna &r inte lika, da deras malméngder &r olika.

Ovning 1.13. Vi gor ett direkt bevis. Om A N B = @& betyder det att inga
element i A tas bort i A\ B. Alltsa har vi ANB = @ = A\B = A. Pasamma
satt har vi att om A\ B = A betyder det att det inte finns nagra gemensamma
element i A och B som tas bort i A\ B, alltsa har vi AA\B=A4 — ANB =g.

Ovning 1.15. Vi gor ett direkt bevis. Miingden A\ B éar mingden av element
som ligger i A och inte i B. Alltsa ar det méngden vi far nér vi ’tar bort
elementen som ligger i B fran A’. Alltsa tar vi egentligen bara bort elementen
som ligger i AN B fran A. De som inte lag i A fran forsta borjan struntar vi
alltsa i.

Ovning 1.17. Vi gor ett direkt bevis. Hur manga par av element A respektive
B finns det? Jo, exakt lika manga som det finns sétt att vilja ett element ur
den ena och sedan den andra vilket dr (|A]) - (|B]).

Ovning 1.19. Om n &r jimnt sa finns det per definition ett heltal k s att
n = 2k. Da géller att n +1 = 2k + 1, det vill séiga n + 1 &r udda.

Ovning 1.21. Antag motsatsen, det vill séiga att det finns ett rationellt tal
p/q och ett irrationellt tal r vars summa &r rationell. Skriv summan som kvoten
s/t. Da géller

R S O e

q t t q tq
genom att skriva vinsterledet pa gemensamt brakstreck. Men detta bevisar
att r ar rationellt, vilket &r en motségelse.

Ovning 1.23. Antag motsatsen till satsen. Den kan delas in i tva fall. I det
ena fallet giller att ab = ¢ och a < y/c och b < \/c. Da géller att

ab<a\/5<\/5\/52ﬁ2:c.
Alltsa galler ab < ¢, vilket dr en motségelse.

I det andra fallet géller att ab = ¢ och a > /c och b > /c. Da géller att
ab > ay/e > oo = /¢ = .

Alltsa galler ab > ¢, vilket dr en motségelse.

Ovning 1.25. Lat r = p/q vara ett rationellt tal. Genom att forlinga med

V2 kan vi skriva .
P2l
V2

Vi vet att /2 ir irrationellt. Om vi kunde visa att r / V/2 ér irrationellt s& vore
vi klara.

Antag motsatsen, det vill siga att r/v/2 dr en kvot av tva heltal a och b.
Genom algebraiska manipulationer far vi att

r a 1 qa pb
V2 b V2 pb qa

Men detta innebir att v/2 ir rationellt, vilket dr en motséigelse. Alltsa ar r/ V2
irrationellt, vilket avslutar vart bevis.
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Ovning 1.27. Vi visar att om en punkt x € M inte éir en inre punkt sa maste
x vara en randpunkt. Lat darfor x € M och antag att x inte &r en inre punkt.
Fran definitionen av en inre punkt foljer da att for varje cirkelskiva C' med x
som mittpunkt géller att C' € M. Det betyder att det finns punkter i C' som
inte ligger i M, det vill siga C N (R?\ M) # @. Eftersom x € C och x € M
géller ocksa att C' N M # @. Da detta géller for alla cirkelskivor med x som
mittpunkt sa foljer att x adr en randpunkt.

Ovning 1.29. Vi déper vinklarna i figuren enligt nedan. De vinklar som har
samma namn &r lika stora enligt den egenskap som refereras till i uppgiftsly-
delsen.

. c
,,,,,,,,,,,,,,,,,, b/ Ra

Hogst upp i figuren ser vi att vinkeln a + b + ¢ ar ett halvt varv, darfor &r
a+b+c=180°.

Ovning 2.1. Vi delar in polygonen fran Exempel 2.2.1 i rektanglar och tri-
anglar enligt nedan.

A
4+ 4+ T
T

3 4 . ?

2 4 'Y ° v

1+ . T

R

| | | | »
| | | | =
1 2 3 4

Rektangeln har area 4 medan

1
Area(Ty) = Area(T2) = 1 och Area(T3) = 7

13

5

Vi delar in polygonen fran Exempel 2.2.2 i rektanglar och trianglar enligt
nedan.

Darfor har polygonen area lika med 4 +1+1 + % =
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 §
4 + Ty
15
3 4+ . »
2 4 . . {
1 T3
1 R
Il Il Il Il l >
| | | | |
1 2 3 4 5

Rektangeln har area 6 medan

Area(Ty) = g, Area(T) = 1 och Area(T3) = %

e pue . 3 1 _
Dérfor har polygonen area lika med 6 + 5 +1+ 5 = 9.

Ovning 2.3. Om x ir ett horn i P sa dr vikten vp(x) = % dér 6 ar vinkeln
i x. Lat nu x1,xo,...,X, vara hornen i P. Da giller att

0 62 Op O +...+0,
vp(x1) +up(xe) - vp(Xn) = 5500+ 355 o F 355 = T 3500

dér 0; dr vinkeln i hornet x;. Med ledtraden foljer att 61+. . .+6,, = 180°-(n—2)

sa
180° - (n — 2 n—2
vp(x1) +vp(x2) + ... +vp(xn) = 36(00 ) — 9

Ovning 2.5. D& varje horn &r en multipel av /2 kan man téinka sig att po-
lygonen #r en gitterpolygon P som har skalats upp med faktorn /2. Om vi
betraktar polygonen P innan uppskalningen maste P vara foljande gitterpo-
lygon

(0,3)

Vi noterar att P har 4 inre gitterpunkter och 7 stycken gitterpunkter pa sin

rand. Dérmed har vi att Area(P) =4+ I — 1 = 3. Nir vi skalar upp P med

faktorn v/2 sé kommer arean av P att 6ka med en faktor (\/i)2 = 2. Darmed
har vi att arean av den ursprungliga polygonen ges av

(V2)2 Area(P) — 2? _ 13,
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Ovning 2.7. Vi borjar med att inféra lite notation. Kalla de bada konvexa
polygonerna P; och P, och deras sammanséttning for P. Lat ¢; och iy vara
antalet inre gitterpunkter i P; respektive P». Pa samma sétt later vi vy och
ro vara antalet gitterpunkter pa randen av P; respektive P,. Vi later ocksa i
vara antalet inre gitterpunkter i sammanséttningen P och r att vara antalet
gitterpunkter pa randen till P.

Lat k vara antalet gitterpunkter som ligger pa det linjesegment i vilken P; och
P, har satts samman men som inte dr randpunkter i P. Antalet inre punkter
i Péardai=1i;+iy+ k. Viser ocksa att antalet gitterpunkter pa randen av
P &r lika med r = r1 + ro — 2k — 2. Detta ar sant eftersom hoérnen pa kanten
i vilken P; och P sétts samman &r randpunkter i bade P; och P. Med detta
i bakhuvudet gor vi nu féljande beréikning med hjdlp av Picks sats for P; och
b

Area(P) = Area(Py) + Area(P2) = i1 + O+ 21=

2 2
. it . it
=11+ 12 + 12 2—2:Z1+22+ ! 2—2+k—k:
2k — 2k
S NI N I Sk B e AU ST B B
NEECRE 2 2
=i
. or1tre—2k . orit+re—2k 2
1+ 5 1+ 9 5
r1+1ry— 2k —2 T
= -1= - —1.
2 "y
=r/2

Ovning 2.9. Definiera rektangeln R pa det siitt som beskrivs i ledningen. Vi
noterar forst att hornen i R dr punkterna

(7, ), (@0, ), (257, 292 och (2707, 21e)

n max

dar x;m och z} dr den minsta respektive maximala z;-koordinaten for
hoérnen i P for ¢ = 1,2. Eftersom P har tre horn och samma hoérn inte kan
ha bade det storsta och minsta vérdet pa x;-koordinaten bland hérnen foljer
att atminstonde ett av hornen i P maste ligga i ett horn av triangeln. Vi far
déarfor tre fall: Forsta fallet dr att alla tre horn i P ocksa ar horn i R. Det
andra fallet dr att precis tva av hérnen i P &r horn i R. Fall tre r att bara
ett horn i P &r ett horn i R.

Om alla tre hornen av P ocksa ar horn i R kan vi, efter att eventuellt ha
roterat P, anta att hornen i P &r (x]%", 279, (9%, z7¥n) och (¥, xa),
Vi dr darfor i foljande situation och ser fran bilden att R &r unionen av tva

ratvinkliga trianglar.
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Om precis tva horn vi och vo i P ocksa &r horn i R finns det tva mojligheter.
Antingen ligger vi och vo pa samma kant i R eller sa gor de inte det. Om v
och vy ligger pa samma kant i R kan vi, efter att eventuellt ha roterat P, anta
att hornen #r vi = (27", 27") och vo = (279, 27¥"). D& maste det tredje
hornet i P ligga pa linjen L4. Eftersom det tredje hornet vs i P inte var ett
horn av R sa maste vi vara i foljande situation. Vi ser fran bilden att R &r
unionen av P och tva ritvinkliga trianglar (notera att varje val av v pa Ls
som inte &r ett horn av R ger en liknande struktur).

Om vy och v, inte ligger pd samma kant i R kan vi anta att vi = (27", 25vn")
och vy = (2", 25'**). Det finns nu tva mojligheter. Antingen ligger det tredje
hornet vs i P pa en kant i R eller sa gor det inte det. Vi far déarfor nagon av
foljande tva fall och ser fran bilderna att R &r unionen av P och tva eller fem
ritvinkliga trianglar (notera aterigen att den precisa placeringen av vj inte

spelar nagon roll for strukturen).

Det sista fallet &r att endast ett av hornen av P &r ett horn i R. Da kan vi anta
att det hornet #r (7", 25%"). De tva 6vriga hérnen méste da ha z;-koordinat
lika med x7*** respektive zo-koordinat lika med 25'**. Om samma horn skulle
ha bade z1-koordinat lika med z{*** och za-koordinat lika med z5'** sa skulle
det hornet ocksa vara ett horn i R vilket skulle betyda att vi &r i det tidigare
fallet dar tva horn av P var horn i R. Nu dr dock bara ett horn av P ett
hérn av R. Déarfor maste ett horn i P ligga pa linjen Lo och det andra hornet
ligga pa linjen L4. Det betyder att vi &r i féljande situation och vi ser att R
dr unionen av P och tre ritvinkliga trianglar (de precisa placeringarna av de
tva hornen dr aterigen oviktiga for strukturen).
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Ovning 3.1. (i) Vi har att (4,2) +2(1,1) = (4,2) + (2,2) = (6,4). Den
geometriska l6sningen ges nedan:

(6,4)
4 »
2(1,1) -~ 7
2 i -
AT
1 T

(ii) Har géller att
(1,1,1) — 3(2,0,1) +4(0,0,1) = (1,1,1) — (6,0,3) + (0,0,4) =
=(1-6+0,1-0+0,1-3+4)=(-5,1,2).
Ovning 3.3. Vi visar att dessa tva méngder ir lika genom att visa att de &r
delméngder av varandra.
Tag en punkt p € K(x1, X2, ...,X,). Da dr p = Mix1 + Aoxa + ... + Aux, for
nagra A1, .., Ap > 0med \y +...4+ A, = 1. Om vi infér A,11 = 0 ser vi att
P= )\lxl + )\2X2 +...+ )\nxn + An—i—lX
~——
=0
dar A1, ..., An, A1 > 0 och

)\1++)\n+)\n+1:)\1++)\n+0:1

Dérmed har vi att p € K(x1,x2, ..., Xp, X). Eftersom detta géller f6r alla punk-
ter p i K(x1,x2,...,X,) foljer det att

K(x1, X2, ....,x,) € K(x1,X2, ..., Xp, X).
Vi vill nu visa att K(x1, X2, ..., xp, x) € K(x1, X2, ..., X, ). Tag dérfér en punkt
p € K(x1,X2, ..., X, X). Da dr

pP= )\lxl + )\2X2 +...+ )\nxn + >\n+1x

for nagra A\1,..., Adpr1 > 0med \y + ...+ \pp1 = 1. Da x € K(x1, X2, ...,Xp,)
sa har vi att
X = kX1 + koxo + - - - + kpxy,

for nagra ki, ko, ..., kn > 0o0ch ky + ko + ...+ k, = 1. Ddrmed géller att
P=MxX1+Xxo+ ...+ AyXp + App1xX =
= MX1 + AoXo + ...+ ApXp + )\n+1(k1X1 + koxo + ...+ k:nxn) =
= (A1 + Aprk)x1 + (A2 + Apgik2)x2 + ... + (A + A1 kn) X0
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Viinfor nu p; = A+ App1k; for alla¢ = 1,2, ..., n. Da géller att py,...,up, >0
och

pr+pe+ oot pn =M F ik F e F ik + oo A F Ak =
=M+ F Mt kit k) =
—_—
=M+...+ A+ A1 =1

Det betyder att p € K(x1,x2,...,X,). Eftersom detta dr sant for alla punkter
i K(x1,x2,...,Xp,X) drar vi slutsatsen att

K(x1,x2,...,%Xn,x) C K(x1,X2,...,Xp).

Vi har alltsa visat att dessa méngder &dr delméngder av varandra vilket maste
betyda att de ar lika, det vill sdga att

K(x1,%2,...,%Xp,%x) = K(x1,X2,...,Xp).

Ovning 3.5. Vi visar att K ((0,0), (1,0),(1,1)) = {(z,9) e R2 |0 <y <z <
1} genom att visa att méngderna dr delméngder av varandra. Vi har

K ((0,0),(1,0),(1,1)) =
{)\1(0,0) + A2(1,0) + A3(1,1) ’ A, A0, A3 >0, M+ Ao+ A3 = 1} =
{A24+ 23, A3) | A1, A2, A3 > 0,0 + Ao+ A3 =1}

Lat (z,y) € K ((0,0),(1,0),(1,1)). Da existerar det Ay, A2, A3 > 0 dér A +
A2+ A3 = 1 sadana att x = Ao+ A3 =1 — X < 1ochy= A3 > 0. Det
galler alltsa att 0 < y < z < 1. Antag nu omvént att 0 < y < = < 1.
Definiera Ay =z — y, A3 = y och Ay = 1 — z. Da géller direkt Ay + Ao + A3 =
1—2+4 (zr —y)+y = 1. Olikheten for x och y ger A, A2, A3 € [0,1]. Sa
(x,y) € Konv((0,0), (1,0),(1,1)) och likheten &r visad.

Omradet 0 < y < x < 1 skissas nedan.

Ovning 3.7. Lat P, = K (((0,0), (1,0), (1,1), (3,3)) och P» = K ((0,0), (1,0), (1,1)).
Holjena kan skrivas

1 1
Pr={(Aa+ A3+ 5)\4,>\3 + §>\4) | A1, A2, A3, 04 > 0, A1 + Ao + Az + Ay =1},

Py = {(p2 + p3, 13) | p1, po, 3 > 0, i1 + po + p3 = 1},
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Lat (z,y) € Pp, s& for A1, Ao, A3 >0, A1+ Ade+A3 =Lharviz = Ao+ A3+ 4M\
och y = A3+ %)\4. Definiera

=g+ A
H2 = A2
p3 = Az + 5.

Da kan skriva x = ug + ps och y = us. Det dr uppenbart att pq + ps + ps =1
och pi1, pa, ug = 0. Detta betyder (z,y) € Po. Omvint om (z,y) € Py sa géller
T = pig + p3,y = p3 for pa, po, p3 > 0 som uppfyller pg + po + puz = 1. Sétt

AL =
A2 = o
A3 = 3
A = 0.

Da giller © = Ao + A3 + %)\4 och y = A3+ %)\4. Uppenbarligen géller ocksa
A, A2, A3, A4 > 0o0ch A+ Ao+ A3+ Ay =1 +pe+pus+0=1.8a (z,y) € P.

Ovning 3.9. Lat k > 1 och z,y € K(z1, ..., z;). Da kan vi skriva
k
xr = Z Ty,
i=1
k
y=">_ Bix;
i=1

dar oy, B; > 0 for i € {1,..., k} uppfyller

Lat dessutom ¢ € [0, 1]. Da géller

k k
tr+(I—ty =t omi+(1—1)) B
=1

i=1

k k
= Zto&il‘i + Z(l — t)ﬁl.ﬁl
zzl =1
= (tai+ (1 —t)B) .
=1

Notera att ta; + (1 —t)5; = 0 och Zle ta;+(1—-t)Bi=t-1+(1—-¢t)-1=1.
Detta betyder att tx + (1 —t)y € K(x1,...,zx) sa K(x1,...,z) dr en konvex
méngd.

Ovning 3.11. (i) Ett exempel pa en polyeder vars fasetter utgors av tre
trapetser och tva trianglar ges nedan.

121



(0,0,1)
(1,0,1)
(0,1,0)
(1,0,0)
/// (17170)
»

(ii) Varje kant i en polyeder ligger i precis tva fasetter och inget par av
fasetter delar fler &n en kant. Lat F' vara fasetten i P som &r en pentagon.
Da maste det finnas minst fem ytterligare fasetter i P som var och en
delar en kant med F. Dérfor maste det minsta antal fasetter som P
har vara atminstone sex. Foljande figur visar ett exempel pa en sadan
polyeder som bevisar att det finns en polyeder med sex fasetter varav
en fasett dr en pentagon.

Ovning 3.13. Fasetterna #r P och n trianglar som tva intillliggande hérn i
P bildar med zy1, se bild nedan.

Tn+1

Ovning 3.15. Tagx € P. Dafinns det A;, Aa,..., A5 > 0och A\{+...+ A5 =1
sa att

x = A1(0,0,0,0) + Ao(1,0,0,0) + A3(0,1,0,0) + Aa(0,0,1,0) + A5(0,0,0,1) =
::(A27A37A47A5)

Om x ska vara en gitterpunkt sa maste Ao, A3, Ay och A5 alltsa vara heltal.
Eftersom Ag, Az, A1, A5 > 0 sa ger sambandet A\ + ...+ A5 = 1 att (0,0,0,0),
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(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0) och (0,0,0,1) &r de enda gitterpunkterna x
kan vara. Dessa &r fem till antalet.

Ovning 4.1. Vi har att

6 6! 6-5-4 6-5-4
(3> 6-3)3 3 6

Ovning 4.3. Eftersom vi ska vélja ut 3 siffror bland 10 stycken siffror &r
svaret

| | .9.
<10>:( 10 W00 10-9-8 40 5.4 190,

3 10-3)3 7131 3.2

Ovning 4.5. Att bland n stycken objekt viilja ut k stycken &r samma sak
som att bland n objekt vilja bort n — k stycken objekt. Algebraisk kan man
visa likheten péa foljande vis

<n . k:) " (- k)!(nni -k (n —n;c)!k! - <Z>

Ovning 4.7. (i) Vi har att

p= 1131(0,0,0) + x2(17070) + $3(07 130) + '174(0707 1) = ($2>$371'4)

sa ddrmed dr p en gitterpunkt om och endast om xo, x3, x4 &r heltal. I
detta fall &r &ven ©1 = n — x9 — x3 — T4 ett heltal.

(ii) Varje punkt i 7" kan pa ett unikt sétt skrivas pa formen
p=x1(0,0,0) + x2(1,0,0) + x3(0,1,0) + x4(0,0,1)
dér x1, e, x3,24 = 0 och 21 +22+2x3+24 = n. Del (i) ger att en punkt p

dr en gitterpunkt om och endast om alla x; ar heltal. Darmed &r antalet
gitterpunkter i T' lika med antalet positiva heltalslésningar till

r1+ T2 +x3+ 214 =N

(iii) Enligt del (ii) i Uppgift 4.6 &r antalet positiva heltalslésningar till ekva-
tionen x; + 9 +x3+ T4 =n
3+n
5

Dérmed innehaller T’ (35”) olika gitterpunkter.

Ovning 4.9. (i) Likheten séiger att summan av tva tal som star brevid
varandra pa plats k — 1 och k i rad n — 1 &r lika med talet som star pa
plats k i rad n. Exempelvis ser vi att talet under 4 och 6 i triangeln ar
10 och att 4 + 6 = 10.
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(ii) Om vi har n:st objekt kan vi numrera dessa 1,2, ..., n. Ett “uppenbart”
pastaende ar att om vi har valt k£ objekt fran n stycken kommer objekt
nummer n antingen att vara bland dom valda objekten eller s& kommer
det inte att vara det. Darmed &r

antal sitt att vélja ut k objekt av n

antal sétt att vilja ut k objekt av n sa att objekt nummer n &r med
_l’_

antal sétt att vilja ut k objekt av n sa att objekt nummer n inte dr med.

Att vilja k objekt av n s att objekt nummer n inte dr med dr samma
sak som att vilja ut k stycken av de forsta n — 1 objekten sa det finns

n—1
(")
sitt att gor det pa.
Om vi istéllet ska vilja k objekt av n sa att objekt nummer n faktiskt &r
ar med sa har vi, utover objekt n, k — 1 stycken objekt kvar att vélja ut
och eftersom att vi redan har valt objekt n sa maste dessa viljas bland
de forsta n — 1 objekten. Darmed finns det

n—1
k—1
sitt att gor det pa. Detta ger ddrmed att
n\ (n—1 n n—1
k) \k-1 k)
Algebraiskt kan vi visa detta genom att forenkla hogerledet tills det &r
lika med vénsterledet.

(Z ) 1) + <n ; 1> “ o1 —((Z;— ?)!)!(k: T (—n1—1/)<;!)!k! =

B (n—1)! (n—-1)!
S n—k)Nk-1)! " (n—1-k)k
(n—1)k (n—k)(n—1)!

T kn—k) k-1 (n—k)(n—1—k)Mk
_k(n—=1)!  (n—Fk)(n—1)! _

—(n—k)k! (n—k)k!
_kn—=D)!'4+(n—-k)(n-1)! nm-1)!
B (n—k)lk! =k

“ e (1)

Ovning 4.11. (i) Ett grad 2 polynom har formen f(t) = ast® + at + ag.
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Saledes ar
f(t + 1) — f(t) = ag(t + ].)2 -+ al(t + ]_) + ag — (a2t2 + a1t + ao)
=a (P +2t+1)—t*) +ar ((t+1) —t) + (a0 — ao)
= ag(2t+1) + a1 +0
= 2a9t + (a1 + ag).

Detta ar ett forstagradspolynom vilket skulle visas.
(ii) For ett grad d polynom har vi istéllet
f(t) = agt? +ag_ 1t + -+ agt + ao.

Egentligen maste vi bara visa att grad d termen i polynomet f(¢t+ 1) —
f(t) ar 0. For det notera att nér vi expanderar ut alla parenteser i
uttrycket

Ft+1) =aq(t+ 1)+ ag1(t+ 1) + -+ + ag

sa #r det endast den forsta termen som innehaller en multipel av ¢4
vidare &ar
(t+ 1)% = t? + ligre ordningens termer

sa vi far
ft+1) = ag(t+1)+ag_1 (t+1)" 4 +ag = agt®+bg_1tT - +b1+bo

dér koefficienterna by, ..., bq_1 dr reella tal som vi inte behver bry oss
om att rikna ut. Detta ger att

FlE+1)— f(t) = (adtd Hbg gt b byt 4 b0>
- (adtd +ag 1t 4 g+ a0>
= (bg—1 — ag—1)t"" 1+ -+ + (b1 — a1)t + (b — ao).
vilket &r ett polynom av grad < d — 1.
Ovning 4.13. Vi har att

<_kn) :%(W) =1y (—n— (k—1))

:%-(—1)k‘n-(n—l—l)---.-(n—i—(k—l))-

:(_1)k<n+ll§—1>

Ovning 4.15. (i) Om

1 = .
1_$—f<m>—nzosc

har vi att
1 (@) oo
s =f(-z) =) (-a)"=> (-)a"=1-z+a>—a® ..
n=0 n=0
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(ii) Derivatan av In(z) r 2 fér z > 0. Om |z| < 1 &r 14 2 > 0 s& dédrmed
ger kedjeregeln att

1 dl+z) 1
14z de 14z

d
%ln(l +x) =

Lat nu
In(14z) = ag + a1 + asx® + ...

vara serieutvecklingen for In(1 + x). Eftersom att In(1 +0) =1In(1) =0
maste vi ha att ag = 0. For att berdkna de andra koefficienterna noterar
vi att % = na™ ! och dérfor #r serieutvecklingen for derivatan

oo

d
—In(1+2) = a1 + 2a92 + 3azx* + - = Z(n + Dap12".
dx
n=0
Men vi vet att serieutvecklingen for
d
— In(1 =
o n(l+x) T+
ska vara
o
> (e
n=0
sa
oo oo
Z(n + Dapqi2™ = Z(—l)"m".
n=0 n=0

For att serierna ska vara lika maste alla koefficienter vara det sa vi far
(n+Dapy1 = (=1)"

vilket forenklas till

_=nn
fnt1 = n+1
Saledes ar
1
In(l4+2)=z— 2x2+§x3 43:4—|—..

Ovning 5.1. (i)
as5=5-24+1=12
Femte talet i talfoljden &r 12.
(ii) Notera att n =0 ger ag—ag =2-0=0sa az =ap+0=10ochn =1 ger

az—a1 =2-1=2sd a3 =a; +2 =2+ 2 =4. Fjarde talet i talfcljden
ar 4.
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Ovning 5.3. Vi utvecklar viinsterledet och far
F(t)- (Gt)+ H(t) =) _ ant” (Z bot" + ) cnt”> =
n=0 n=0 n=0
ant” (Z(bn + Cn)t"> =

n=0

e

0

3
I

ot

(an(bo + co) + an—1(br +c1) + ... + ap(bp + cp))t" =

3
Il
o

(anbo + anco + an—1b1 + an—1c1 + ... + agby, + apcp )t =

M

i
o

((anbo + ap—1b1 + ...+ agby) + (anco + an—1c1+ ... + aocn))t" =

M

N
I
o

(anbO +ap_1b1 +... + aObn)tn+

WE

S
I
o

o0
+ Z(anco + ap—1c1 + ... + apep)t" =

n=0

= F(t)-G(t) + F(t) - H(?).

Ovning 5.5. Lat a, vara icke-negativa heltalslosningar till  + y = n. Den
genererande funktionen &r

F(t) = (itm> it@/ =)t
=0 y=0

z,y=>0

For varje 16sning till ekvationen x 4+ y = n ldgger vi pa en term t* - t¥ = ¢".
Antalet ganger vi lagger pa t"™ &r alltsa exakt antalet 16sningar till z 4+ 2y = n
sa

F(t) = i ant”
n=0

ar den genererande funktionen for talserien ag, a1, ag,.... Men Y o7 (1% = %_t
sa F(t) = ﬁ Ovning 5.15 ger F(t) = >_°° ((n+1)t". Dérmed &r a,, = n+1.
Ovning 5.7. Talfoljden kan beskrivas av a, = 2"T!. D4 ir genererande funk-
tionen

o9] &9] 2

2V =2 (2)" = ——.
2 220" =
n=0 n=0

Ovning 5.9. Eftersom Y0 ja™t" = 3°°° (at)" sa kan vi géra substitutionen
s = at och fa att

ntn — t n — n — — .
DMt =) (@) =) "= =14
n=0 n=0 n=0

127



Ovning 5.11. T Ovning 5.10 visar vi att 1 —t — 2 = (1 — ayt)(1 — awot) dér

o) = 1+T\/5 och ay = 1_2—\/5 Sjélva partialbraksuppdelningen gar ut pa att
hitta tva konstanter A och B sa att
1 A B

1—t—t2 1—a1t+1—a2t'

Andra delen i Ovning 5.10 &r att visa att A = % och B = _—\%2 Saledes géller
att

1 1 aq a9
1—t—t2 5\1l—-ait 1—aot)’

Fran Ovning 5.9 lanar vi nu det faktum att

1 x o
= att™  och
1-— Ozlt 77,2:0 1 1— Ozgt Z

=0

Det foljer att

1 1 1 1
—_— = — |« —« =
1—t—£2 5\ '"T—ait  °1-—aot

1 oo o
= alzo/ftn—QQZag” =
n=0 n=0

—ay -« ol —

\/5+\/5 75

n+1 n+1

= Z <O‘1 — % > .

Ovning 5.13. Lat (ap,a1,as,...) beteckna Fibonaccisekvensen som borjar
med ap = 1 och a1 = 1 och lat (bg,b1,be,...) beteckna Fibonaccisekvensen
som borjar med by = 0 och b; = 1. Notera att by = 1 sa b, = a,_1 for alla
n > 1 eftersom b, = b,—1 + bp—o. Om vi infor a_; = 0 = by har vi darfor
foljande likhet av genererande funktioner

D oo
D bt = anat"
n=0 n=0

Vi observerar nu att
oo oo (o] oo
t- Z ant™ = Z ant™ ! = Zak_ltk = ant”,
n=0 n=0 k=0 n=0

sa eftersom Y a,t" = 1 1=3—z maste det gilla att

1—t—
(e.] (e,
1 t
n __ no__ 4. —
D bat"=tY ant" =t B =T %
n=0 n=0
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Ovning 5.15. Vi anviinder samma argument som i Sektion 5.16. Om
oo o0 oo o0 o0
o= (L) (2] () () - e
z=0 =0y z=0 w=0 n=0

s& #r a, antalet positiva heltal som ger t?#T2v+2+w — 7 Det vill séiga a,, ir
antalet positiva heltalslosningar till

2042y + 2+ w = n.

Da ) 2t = 1_196,, far vi darfor att

o0
n 1
> ant" = 2 N2
o (1 —1)2(1—1¢?)
OM a,, dr antalet l6sningar till

pr—+qy+rz+sw=n

blir

o
n 1
> ant" =
(=)L —0)(1 — (1 — )
med samina argument SOom ovan.

Ovning 5.17. (i) Talet a, ir lika med antalet positiva heltalslosningar till
ekvationen
lr4+2y+3z2=n

dér x alltsa dr antalet enkronor, y dr antalet tvakronor, och z dr antalet
trekronor. Betrakta nu produkten av genererande funktioner

F(t):<§:t‘”> i#y (it?’Z).
=0 y=0 z=0

Om vi multiplicerar ut dessa uttryck ser vi, precis som i Sektion 5.16,
att resultatet blir

(o < IENNe OlNe o]

)B) DD BIALTEE PPN
n=0

=0 y=0 2=0

dér a, dr antalet 16sningar till 4+ 2y + 3z = n. Slutligen har vi att

o0

1
Ztkn: —

n=0

sa den genererande funktionen blir

1 1 1
(1—t) 1—12 1—¢3
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(i) Vi har sett att
1-t)=@0—-t)(1+t) och (1—-t)=Q—-t)(1+t+1?)
sé vi kan skriva om
1-t)1—-tHA =)= 1 =) +t)(1 +t +t2).

Antag nu att

1 A B C D
u—¢X1—ﬂx1—ﬁ)_(1—ﬂ3+(1—w2+1—¢2+1—ﬁ'

Om vi multiplicerar bada sidor med (1 — t)(1 — 2)(1 —t®) och férenklar
far vi

1 = A(1+t) (1Ht+t2)+B(1—t) (1+1) (14+t3) +C (1—t) (1) + D(1—t) (1—1?).
Efter forenkling ger detta

1=
(-B+O)tt

+(A— B~ C+ D)t}
+(24 - D)t?

+(2A+ B~ C+ D)t
+(A+B+C+ D).

For att detta ska stimma maste vi ha att A, B, C, D uppfyller foljande
ekvationer
(A+B+C+D=1

2A+B—-C—-D=0

2A-D=0
A-B-C+D=0
-B+C=0

Ekvation 1 och ekvation 5 ger D = 24 och B = C. Om vi stoppar in
detta forenklas de O6vriga ekvationerna till

3A+2B=1
2A+B—-B—-2A=0
3A-2B=0

Ekvation 2 dr aitomatiskt uppfylld héar. De 6vriga ger att 16sningen blir
A= % och B = i. Dérmer far vi att

1 . 1/6 1/4 /4 1/3
I—00-2)0-0) (-0 - 1i—eti-a
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(iii) Sats 5.3.2 ger att

1
T

n=0

-

24 n

1 1+n
t" hi——g t".
2 > » ¢ (1—t)2 < 1 >
n=0

Vi kan dessutom forenkla

n+1

24n\ 1, 4 n+1
(57) = je s ("7

sa darmed dr
1/24+n n—+1 1
6< 5 >+4< 1 > 12(71 +6n +5)

vilket ger
1/6 1/4 > 9
+ = fracl12(n® 4 6n + 4t™.
(DR
Dérmed har vi att om
1 1/6 /4 1/4
= tn
I—00—2)(1-0) (-0 -2 1-a" 1—t3 Za”
sa ar
M + 3 Ly % W n delbart med 6
% + 4 % n delbart med 2 men inte 3
Qa =
" % + § = % n delbart med 2 men inte 3
% n inte delbart med 2 eller 3.
Ovning 6.1. (i) Lat oss rita P och 2P.

Vi ser att P innehaller tre gitterpunkter vilket innebér att Lp(1l) = 3
och att 2P innehaller sex gitterpunkter, sa Lp(2) = 6.

(ii) Sats 6.1.6 séiger att Lp(n) = aan® + a;n + 1 dér ap ér arean av P och
a1 ar antal gitterpunkter pa randen dividerat med 2. I vart fall har vi

Area(P) = § och a; = § = 3. Alltsd ar
1 3
Lp(n) = §n2 + §n+ 1.
Detta ger att
1 3 4
Lp(1)==1>+Z141=-+4+1=3
1 3 10
Lp(2)=-22+2+4+1="+1=
r(2) 5 +2 + 2—1— 6,
1 3 18
Lp(3)=-32+3+1=—+1=1
p(3) =53+ 53+ 5+ 0,
1 3 28
Lp(4)=-4*+44+1="+1=15.
p(4) S gt 5+ 5
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(iii) Ehrhartserien for P &r

ZC’%LP i<n+ Jn1) i

Ovning 6.3. Om x € nP = K(nxy,nxs, ...,nxy) har vi att
x = A1(nx1) + Ae(nxg) + ... + Ap(nxg) = (nA1)x1 + (RA2)X2 + ... + (nAg) Xk,

diar A\1,...,Ax > 0och A\ +---+ X = 1. Eftersom nA\1 +nXo+---+nip=n
om och endast om Ay + Ag + - - - + A\ = 1 drar vi slutsatsen att

xenP < xe{Mx1+...+\Xp | Ai >00ch A\ +...+ A\ =n}.

Ovning 6.5. Fran Foljdsats 6.1.10 vet vi att Ly(n) = (3+") Alltsa ar

3+ 6 9 9! 9  9.8.7
L — — = — = — = = '4‘ == 4
7(6) < 3 ) <3> O35 63 3.2 o HT=8

Ovning 6.7. Vi noterar forst att om vi skiftar alla hornen i tetraedern med
samma vektor sa kommer antalet gitterpunkter i nP inte att dndras. Darfor
ar Lp(n) = Lg(n) dér Q &r tetraedern med horn

(0,0,0),(1,1,0),(0,1,0),(0,3,1)

(alltsa hornen till T forflyttade 3 steg i negativ z-riktning). Sedan noterar vi
att en punkt i n@ ar pa formen

(fL‘, Y, Z) = )\1(0, 0, 0)+)\2(1, 1, 0)+)\3(0, 1, 0)+>\4(0, 3, 1) = ()\2, Ao+A3+3Ay, )\4)

dar A1 + A2+ A3+ A4 = n. Viser direkt att om (z,y, 2) = (A2, Ao+ A3+3X4, \g)
ska vara en gitterpunkt s maste \y = x och Ay = z vara heltal. Darmed &r
dven Ao = y — Ay — 34 ett heltal och pa samma sétt dr ocksa Ay ett heltal.
Saledes ar

4
3
Lp(n) = Lg(n) = antalet positiva heltalslosningar till(z Ai=n)= (n ;_ >
i=1

Ovning 6.9. Samma argument som i Exempel 6.2.4 ger att Ly (n) &r antalet
heltalslosningar till ekvationen

I i) T3 .
5 + 5 + 5 + x4 =n.

Lat a, vara antalet 16sningar till ekvationen z1 + 22 + x3 + 224 = n. Da ger
Uppgift 5.16 att

o
n 1
=2 el = oA
n=0
Vi har nu att Ly(n) = ag, sa

F(t) —f—F(—t)'

o0
Ehrr(t?) = Y agnt™ = 5
n=0
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Samma typ av berdkning som i Exempel 6.2.4 ger

F(t) + F(-t) 1 1+ 3t
Ehrp(t?) = = T+t 4+(1-10)3) = ——.
Detta ger ddrmed att
1+ 3t
EhI‘T(t) = (1 _ t)4

sa enligt Sats 5.3.3 &ar

L) = <n:3> +3<n1—2>'

Ovning 6.11. Nej! Punkten (1, 1) ligger i figuren sa om det vore en kon hade
dven 3(1,1) = (3,3) legat i figuren men sa ér inte fallet.

Ovning 7.1. Vi har att s* = s(1,23) = s1s3s5 och s¥ = 5(45.6) — 575355 samt
att

5,7,9)

K.oY — (1.23)  ((456) _ (123 456 _ 144245 346 _ 5 s

15953 * §15983 = 51 82 83 = 518983 = S(

Slutligen &r Sy v} (s) summan av uttryck pa formen sP dér p &r en gitterpunkt
i méngden {x,y}. Denna méngd innehaller bara tva punkter och bada dessa
ar gitterpunkter sa

_ X _ 123 456
Six,y}(8) = 8* +8¥ = 515383 + 518553.

Ovning 7.3. (i) Enligt Sats 6.1.9 med n = 2 finns det

3+2 ) 5! 5-4
< 3 > (3) (5—3)13l 2l

sadana gitterpunkter.

(ii) Uttrycket si's32s5® &r ett monom i variablerna sy, s och s3 av grad som
mest 2 om och endast om x; + x2 + 3 < 2 och x1, 22,23 > 0. Enligt
foregaende uppgift finns det 10 olika val for vad 1, x2 och x3 kan vara.
En alternativ 16sning skulle vara att lista alla sddana monom. De &r

2 2 2
1) 51, 52,53, 51,5152, 5153, S9, 5253, S3

vilket &r precis 10 stycken.

(iii) Enligt Sats 6.1.9 finns det (32") sadana monom eftersom s7's5’s5° &r
ett monom av grad som mest n om och endast om x1,x92,z3 > 0 och

T1 +x2 +x3 < N

Ovning 7.5. Parallellogrammen {p + (vy,1) + 2(vs,1) | p € Q} &r kopian av
@ som har sin nedersta punkt i punkten (v1,1) + 2(v2,1) = (v1 + 2v2,3). Vi
markerar darfor parallellogrammen som har sin ”bas” i denna punkt. (Notera
att hela parallellogrammen ej fick plats i figuren.)
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Ovning 7.7. Fran definitionen har vi att
Kon(v) = {k(v,1) | k > 0} = {(kv,k) | k > 0}.

Detta ér en linje fran origo som passerar genom punkten (v, 1). For att forenkla
notationen skriver vi P = {v}. Enligt Sats 6.3.4 #r gitterpunkterna i konen pa
formen (w,n) ddr w € nP och n € N. Eftersom nP = {nv} sa maste w = nv.
Dérmed géller att gitterpunkterna i konen dr (nv,n) for alla n € N. Detta kan
ocksa inses fran att k& maste vara ett heltal om en punkt (kv,k) i konen ska
vara en gitterpunkt. Om k dr ett heltal sa &r kv en gitterpunkt sa ddrmed &r
(kv,k) med k € N de enda gitterpunkterna i konen.

Enligt Hjdlpsats 7.1.8 har vi att
SKon(P)(Sa t) = Sop(s)to + Sp(s)tl + SQP(S)tQ S

Da nP = {nv} far vi att S,p(s) = s"V. Diarmed &r
o0
Skon(p)(s:1) = s™V0 + sV 4 sV 4= sV

n=0

Slutligen ser vi att om vi evaluerar denna summa i s = 1 sa far vi

SKon(P)(lat) = Z 1-t" = Ztn.
n=0 n=0

Ovning 7.9. Tag en punkt x = p+n;(vy, 1)+na(ve, 1) dér p dr en gitterpunkt
i Q) och ny,ny € N. Vivill da visa att denna punkt ligger i konen éver P. Enligt
definitionen for @ har vi att p = r1(v1, 1) 4+ r2(ve, 1) for nagra tal r1, 7o med
0 <7ry,r9 < 1. Darmed ar

x =p+ni(v1,1) + na(ve, 1) = r1(v1,1) + 1r2(v2, 1) + n1(v1, 1) + ng(ve, 1) =
= (n1 +71)(v1,1) + (n2 +72)(ve, 1).

Later vi k1 = nqy 4+ 11 och ko = ng + ro far vi att x = ky(v1, 1) + ko(ve, 1) dér
k1,ko > 0. Per definition &dr ddrmed x en punkt i konen.

Ovning 8.1. Numrera tetraederarna i trianguleringen fran 1 till 6 enligt nedan
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Vi kontrollerar nu var och en av skidrningarna mellan tetraedrarna.

(i) Vi ser att tetraeder 1 skér tetraedrarna 2 och 6 i en fasett och vriga
tetraedrar i en kant.

(ii) Tetraeder 2 skér, utéver de tidigare ndmnda, tetraedern 4 i en fasett,
och de 6vriga i en kant.

(iii) Tetraeder 3 skir, utéver de tidigare ndmnda, tetraedrarna 4 och 5 i en
fasett och tetraeder 6 i en kant.

(iv) Tetraeder 4 skér, utover de tidigare ndmnda, tetraedrarna 5 och 6 i en
kant.

(v) Tetraeder 5 skir, utéver de tidigare ndmnda, tetraedern 6 i en fasett.

Déarmed ar alla skdrningar av tetraedrar pa rétt form.

Ovning 8.3. Vi har att
3
a1 =3—as — as ocha2:§—3a3

vilket vi sétter in i ekvationen 27a3 4+ 9a2 + 3a; = 19. Detta ger

3
27a3+9(2—3a3> —}—3(3—&2—&3)2

3 3
:27a3+9<2—3a3> +3<3— <2—3a3> —a3> =19.

Detta &ar nu bara en ekvation med variabeln ag som vi loser:
3 9 1
(27—9~3+3-2)a3+9-§+9—§:19 < 6baz+18=19 «<— agzg.
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Anvénder vi att ag = % i ekvationen ay = % — 3ag far vi

3

1
— 2 _3-—1.
“2=9577%

Genom att substituera in ao = 1 och ag = % i ekvationen a1 = 3 — as — ag far

vi att

Ovning 8.5. Vi bérjar med att vilja hérnet v = (1,0,1) i P och dra linjer
fran denna punkt till alla andra hérn i P.

e

Detta ger en indelning av P i tva pyramider.

=

Den ena pyramiden dr en tetraeder och den andra &r en pyramid Over en
kvadrat. Nu triangulerar vi kvadraten genom att vélja ett hérn och dra dia-
gonalen fran det hornet till det motstaende hornet i kvadraten.

=

Genom att ta pyramiderna 6ver dessa trianglar skapar vi tva nya tetraedrar.
Totalt har vi darfor delat in var polyeder i tre tetraedrar som ger en fullstindig
triangulering av P.

/

/
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Ovning 8.7. (i) P bestar av fyra kopior av tetraedern T fran Ovning 8.4.
Darfor ar volymen av P lika med 4 - & =

@\Jk

(ii) Vi borjar med att rita P och 2P.

Vi ser att P innehaller 6 stycken gitterpunkter,
(0,0,0),(1,0,0),(-1,0,0),(0,1,0),(0,—-1,0),(0,0,1),
sa Lp(1) = 6. Uppforstoringen 2P har 19 stycken gitterpunkter:

1,0,0),(2,0,0),(-1,0,0),(-2,0,0),

) ( -1,0),(0,-2,0),(1,1,0),
1, 0),(—1,-1,0),(0,0,1),(1,0,1),
, 0,1,1) (0,-1,1),(0,0,2).

Déarmed &r Lp(2) = 19. Vi anvénder oss nu av Sats 8.3.6 for att be-
stimma Lp(3) enligt nedan.

Lp(3) Lp(2) Lp(1) 1 4 Ip(3) 19 6 1
Vol(P) = . - _= — =+
ol(P) = —¢ 5 T2 6576 & 57376

Genom att 16sa ut Lp(3) fran detta uttryck far vi Lp(3) = 44.
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(iii) Koefficienterna as, as, a1, ap i Ehrhartpolynomet av P kan beréknas med
formlerna i Sats 8.2.7 enligt nedan

a():l,

1 3 11

— SLp(3) = 2Lp(2) +3Lp(1) — — —
ap 3P(3) 2P()+3 p(1) 6

1 3 11 7

— .42 6!

3 5 94+3-6 5 3

5 1 5 1

ag:1+2Lp(2)—§Lp(l)—§Lp(3):14—2‘19—5-6—5-44:2

Lp@) Lp() Le() 1 1
BT y T T VP =5=3

Darfor ges Ehrhartpolynomet Lp(n) for P av

Lp(n) = gn3 +2n? + zn + 1.
3 3

Ovning 8.9. Tag ctt linjesegment P i R! mellan tva gitterpunkter (det vill
sdga heltal) x och y didr z > y. Da &r antalet gitterpunkter i P lika med
m = x —y + 1. Nar vi forlinger P med faktorn n sa dr det samma sak som
att placera n stycken kopior av P i fljd. Precis som i Ovning 6.6 far vi att
antalet gitterpunkter i nP da ar nm — (n — 1) = (m — 1)n + 1. Detta &r sant
eftersom alla kopior av P bidrar med m stycken gitterpunkter men att vi da
dubbelriknat alla gitterpunkter dér tva kopior satts ihop, vilket &r i precis
n — 1 punkter. Alltsa &r Lp(n) = (m — 1)n + 1.

Vi noterar att m — 1 =z — y &r lingden av linjesegmentet P och att ldngden

ar den endimensionella volymen.

Ovning 8.11. (i) Enligt Sats 8.3.6 &r

Vol(P) — LP6<3) _ LP2(2) . LP2(1) B é |

Eftersom att Lp(n) ir ett heltal for alla n (och 3 = 3- %) &r alla termer
heltalsmultiplar av & sa Vol(P) = £ dar k &r ett heltal.

(ii) Lat P vara en konvex gitterpolyeder av volym % och 1at vi, va, v3 och
vy vara 4 olika gitterpunkter i P. Tetraedern 7" med hérn vy, va, vg och

vy, ligger helt inuti P, alltsd T' C P sa ddrmed &r
1
Vol(T) < Vol(P) = 5

Eftersom att Vol(T') > ¢ maéste Vol(T') = ¢ s dérmed técker T hela
volymen av P, alltsd T = P. Slutligen, om T = P hade ytterligare
en punkt vy i sig sa4 hade vi kunnat skapa en ny, mindre, tetraeder H
med horn vy, va, vy och vs. Detta gar inte eftersom att vi da skulle
f& Vol(H) < Vol(P) = % sa didrmed har T inga gitterpunkter utover

hornen.
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(iii) Eftersom att de enda gitterpunkterna i P &r dess hérn &r Lp(1) = 4.
Dessutom ar inget utav hornen en inre punkt sa P har inga inre punkter
och dérmed dr Lp(—1) = 0. Fran argumentet i ledningen ser vi att

1
Lp(n) = 6713 + asn® + an + 1.

Om vi stoppar in n = 1 i detta uttryck far vi
L3 2
4:LP(1):61 +CLQ'1 +a1-1+1

vilket forenklas till

n 17
a1 +ag = —
1 2 6
och pa samma sitt forenklas
RN SV 2 _
O—Lp( 1)—6-( 1) —|—(12'( 1) +CL1'( 1)+1
till ekvationen 5
ap —ag = 6
Dessa ekvationer har 16sningen a; = %1 och ap = 1 sa vi far

1 11
Lp(n) = 6n3 + 6n? + 5" +1

vilket skulle visas.
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A Nagra bevis

A.1 Konvexa hoéljen och polygoner

Vi sag i Sats 3.2.3 att det konvexa holjet av tre punkter som inte lag pa en
linje var en triangel med de tre punkterna som hoérn. Vi vill hir bevisa att
det konvexa holjet av n punkter som inte ligger pa en linje &r en polygon med
som mest n hérn om n > 3. Vi borjar med att undersdka hur det blir med 4
punkter.

Exempel A.1.1. Betrakta det konvexa holjet K = K(x1,x2,x3,%4) av fyra
punkter x1, X2, X3, x4 € R%. Utifall nagon av de fyra punkterna x, X2, x3 och
x4 ligger i det konvexa holjet av de 6vriga tre sa kan vi enligt Ovning 3.4
uttrycka K som ett konvext holje av enbart tre punkter. Om till exempel
x4 € K(x1,x2,x3) sa géller att K(x1,x2,x3,%x4) = K(x1,X2,x3). Eftersom vi
redan har studerat konvexa holjen av farre &n fyra punkter sa antar vi darfor
att ingen av dessa punkter ligger i det konvexa héljet av de 6vriga.

En punkt p i K &r pa formen
P = AiX1 + AoXo 4+ A3xs + AgXy

diar A, A2, A3, 4 > 0 och A1 + Ao + A3 + Ay = 1. Precis som i beviset av
Sats 3.2.3 sa far vi tva fall beroende pa om A4 &r 1 eller ej.
Om Ay =1saédr \{ = Ay = A3 =0sa p=0x1 + 0x9 + 0x3 + x4 = X4.

Om istéllet A4 # 1 sa kan vi skriva

A9 A3
A A A =(1-X\ e =(1-X\
1X1 + A2Xg + Azx3 = ( 4)(1_>\4X1+1_)\4X2+1_)\4> ( 1)y
dér vi infért beteckningen y = 13\4 x1 + 1f2/\4 X9 + 1ﬁ?/’\4 x3. I ett forsok att

forenkla notationen infor vi py = 1%—1\4, o = 1§7%\4 och pz = 5 3\4 Eftersom

H1, p2, 13 > 0 och

A A2 RS PV D R DV

= = =1
1—)\4+1—)\4+1—)\4 1— Xy 1— Xy

p1t p2 + g =
sa har vi att y ligger i det konvexa holjet

K(x1,%9,x3) = {p1x1 + paxa + pzxs | p1, g, 13 > 0 och puy + pg + pz = 1}

Vi har antagit att ingen av de fyra punkterna ligger i det konvexa holjet av
de Ovriga tre sa speciellt géller att x1, xo och x3 inte ligger pa en linje. Enligt
Sats 3.2.3 ar darfor detta konvexa holje lika med triangeln med horn i x1,x9
och x3. Da vi kan skriva var ursprungliga punkt p som

P = MixX1 + AoXo + Asxs + Mxq = (1 — Ay + MAaxy

sa ser vi att p ligger i det konvexa holjet av y och x4 dér y &r en punkt
i triangeln K(x1,x2,x3). Eftersom det konvexa holjet av tva punkter dr ett
linjesegment sa foljer att p ligger pa linjesegmentet mellan x4 och en punkt i
triangeln K(x1, X2, x3).
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X2

X1

X4

P& samma sétt som i beviset av Sats 3.2.3 ser vi att genom att variera A1, Ag, Az
och Ay far vi alla punkter pa alla sddana linjesegment. Déarfor ar det konvexa
holjet K = K(x1,X2,x3,%4) en fyrhorning.

X3
X2

X1

X4

A

Pa ett liknande sétt kan vi visa att det konvexa holjet av fem punkter &r en
polygon med som mest fem horn. Det blir dock véldigt omstandligt att gora
detta forst for fem punkter, sedan for sex punkter, sedan sju punkter och sa
vidare. Istéllet visar vi i ndsta sats att motsvarande pastaende géller for n
stycken punkter, for alla positiva heltal n > 3.

Sats A.1.2. Ldtn >3 och lit X1, ...,X, € R? vara ett antal punkter som inte
alla ligger pa en linje. Da dr K(X1, ...,X,) en polygon med som mest n stycken
horn.

Beuvis. Vi visar detta med en teknik som kallas induktion. Det innebér att vi
forst visar att pastaendet dr sant for ett basfall, vilket i vart fall &r att ha
tre punkter x1,x92,x3 som inte ligger pa en linje. Dérefter gor vi antagandet
att pastaendet ar sant for k stycken punkter diar k > 3 och forsoker anvinda
detta antagande for att visa att pastaendet i sa fall dr sant for k + 1 stycken
punkter. I fall vi har lyckats visa att pastaendet dr sant for basfallet med 3
punkter sa foljer det darfor att pastaendet dven &r sant for 4 punkter. Om
pastaendet ar sant for 4 punkter sa foljer det dérefter att det dr sant for 5
punkter och darfér d&ven for 6 punkter, och sa vidare.

Nu nér vi forklarat metoden sa borjar vi med att bevisa att pastaendet ar
sant i basfallet med tre punkter. Enligt Sats 3.2.3 ar det konvexa holjet av tre
punkter som inte ligger pa en linje en triangel vilket &r en polygon. Darmed
dr pastaendet sant i basfallet n = 3.

Det aterstar att visa att satsen &r sann for k + 1 stycken punkter givet anta-
gandet att satsen dr sann for k stycken punkter. Antag dérfor att satsen Ar
sann for k stycken punkter och att x1,xa, ..., Xk, Xp41 ar k+1 stycken punkter

141



som inte alla ligger pa en linje. Eftersom inte alla punkterna ligger pa en linje
sa kan vi ordna dem sa att atminstone x1, Xo, och x3 inte ligger pa en linje.
Lat

P=MxX1+ AoXo+ ...+ Apr1Xpr1
vara en punkt i det konvexa holjet K = K(xy,...,Xx+1). Precis som tidigare
far vi tva fall.
OHl)\k.H:1éiI'AleQZ...:AkZOSép:X]H_l.

Om Ai+1 # 1 kan vi skriva

A A
A+ AN = (1-Aeg1) <1X1 +...+ ka) = (1-A1)y
I — Apy1 1 — Akt
diir y = 1_’)\5€+1x1 +...+1_§7§ka. Lat p; = 1_§§;+1 for i =1,2,....k Davi
har att p; > 0 for alla¢=1,2,...,k och
A A A+ A 1—AX
= L ML
1 — Agt1 L — Agta L= At 1 — Agt1

sa foljer det att y ligger i det konvexa holjet

k
Wiy .-,k > 0 och Zﬂk_l}-

i=1

K(Xl,. . .Xk) = {,ulxl + .o+ UEXk

Enligt antagandet sa dr K(x1,...Xy) en polygon eftersom det &r det konvexa
holjet av k stycken punkter som inte alla ligger pa en linje d& x1, X3 och x3
inte ligger pa en linje. Nu foljer det att punkten

P=MX1+ ..+ M1 X1 = (1= A1)y + Mpp1Xpp1

ligger pa linjesegmentet mellan y och xjy1 och nér vi varierar vara A; far
vi alla mojliga linjesegment fran polygonen K(xi,...,x) till punkten xj4q.
Detta ger en polygon med som mest k£ + 1 stycken horn.

Nu foljer pastaendet for alla n > 3 genom induktion. O

A.2 Att rdkna gitterpunkter i konen 6ver en tetraeder

I Kapitel 6 visade vi Hjilpsats 7.2.1 och Sats 7.2.3 som handlade om att
rikna gitterpunkter i konen 6ver ett linjesegment. Foljande satser dr analoga
pastaende for att rikna gitterpunkter i konen 6ver en tetraeder. Lisaren upp-
manas att jamfora bevisen som foljer med bevisen av Hjilpsats 7.2.1 respektive
Sats 7.2.3 och notera deras likheter.

Hjilpsats A.2.1. Lit P = K(v1,va,v3,v4) C R3 vara en tetraeder. Dd kan
varje gitterpunkt x i konen Kon(P) pa ett unikt sdtt skrivas som

P+X1+X2+X3+X4
dir p dr en gitterpunkt 1 mdangden
Q = {ri(vi,1) +ra(va, 1) +r3(v3, 1) + 74(va, 1) [ 0 < 7y, 72,73, 74 < 1}

och x; ar en gitterpunkt i L; = Kon(v;) fori=1,2,3,4.
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Bevis. Fran Ovning 7.7 giller det att x; = ng(vy,1) for i = 1,2,3,4 dar
ni,ng,n3,ng € N. Forst visar vi att att varje gitterpunkt x i konen 6ver P kan
skrivas pa formen p+n;(vy, 1)+na(ve, 1)+ns3(vs, 1)+ng(vy, 1). Dérefter visar
vi att varje punkt pa formen p + ny(vi, 1) + na(ve, 1) + n3(vs, 1) + na(vy, 1)
faktiskt ar en gitterpunkt i konen Gver P.

Tag en gitterpunkt x = (1, 29,3, 74) € Kon(P)NZ*. D4 #r
(1'1, T2, T3, 1:4) = kl(Vl, 1) + kQ(VQ, 1) + kg(Vg, 1) + k4(V4, 1)

for ett unikt val av reella tal k1, ko, k3, k4 > 0. Eftersom k; ar ett reellt tal kan
vi dela upp det i dess heltalsdel n; och dess decimaltalsdel 0 < r1 < 1 sa att

ki=n1+m7.

Pa samma sitt ar k; = n; +1r;, dirn; e Noch 0 <r; < 1forallai=1,2,3,4.
Vi kan nu skriva
x = k1(vi,1) + ka(ve, 1) + k3(vs, 1) + ka(vy, 1) =
=(n1+r1)(vi,1) + (na +72)(ve, 1) + (n3 +73)(vs, 1) + (na +74)(va, 1) =
= (n1(v1,1) + na(ve, 1) + ng(vs, 1) + na(va, 1))+
+ (rl(vl, 1) +ra(ve, 1) +13(vs, 1) + ra(va, 1))

dér vi ser att punkten v = n(vy,1) + na(va, 1) + n3(vs, 1) + na(va, 1) ér en
gitterpunkt da dess koordinater &r summor av produkter av heltal. Vidare &r
punkten p = ry(vy, 1) +ro(ve, 1) +r3(vs, 1) +74(va, 1) per definition en punkt
i méngden Q. Da p ar en differens av tva gitterpunkter,

p=X-YV,

sa foljer det att dven p = ri(vi,1) + ro(ve, 1) + r3(vs, 1) + r4(vy, 1) &r en
gitterpunkt. Dérmed har vi att

p=r1(v1,1) +1r2(va, 1) +r3(vs, 1) + r4(va, 1) € Q N Z.

Saledes har vi visat att en godtycklig gitterpunkt x i konen 6ver P kan skrivas
pa formen

x =p+n1(vy, 1) +na(ve, 1) + ng(vs, 1) + ng(vy, 1)
dér ni,n9,n3,n4 € N och p ar en gitterpunkt i Q.

Slutligen maste vi visa att for varje gitterpunkt p € @ och for alla val av
ni,ng,ng,ng € N géller att x = p+ni(vy, 1) +na(va, 1) +n3(vs, 1) +ng(vy, 1)
ligger i konen. Pa grund av hur méngden @) &r definierad har vi att punkten p
kan skrivas pa formen p = r1(vy,1) +rao(ve, 1) +73(vs, 1) +1r4(vy, 1) for nagra
tal ri,r9, 73,74 med 0 < rq,7r9,7r3,74 < 1. Ddrmed ar

x =p+ni(vi, 1) +na(ve, 1) + nz(vs, 1) + ng(ve, 1) =
= (n1 + Tl)(Vl, 1) + (TLQ + 7“2)(V2, 1) + (ng + T‘3)(V3, 1) + (714 + T4)(V4, 1).

Later vi k; = n; +r; for ¢ = 1,2,3,4 far vi att
x =ki(vi, 1) + ka2(ve, 1) + k3(vs, 1) + ka(va, 1)

dér ki, ko, k3, ks > 0 sa x dr en punkt i konen per definition. O

143



Sats A.2.2. Ldt P = K(v1,va,v3,vy) C R3 wara en tetraeder. Om vi infér
L; = Kon(v;) fori=1,2,3,4 sa gdller att

SKon(P)(S’t) = SQ(Sut) : SL1 (57t) ’ SLQ(Sat) : SLS(Sat) ’ SL4(3)t)
dir Q@ = {r1(vi,1) + ro(va, 1) + r3(vs, 1) + ra(vy,1) | 0 < ry,ro, 73,74 < 1}.

Bevis. Detta foljer direkt fran Hjalpsats A.2.1. O

A.3 Triangulera en polyeder

Vi kommer i det hir kapitlet visa att varje polyeder kan trianguleras, se Defi-
nition 8.1.1. For att gora detta borjar vi med att definiera pyramiden 6ver en
polygon i R3.

Definition A.3.1. Lat P = K(x1,...,%,) C R3 vara en polygon och lat v
vara en punkt i R3. Om K(x1, . ..,X,, V) &r en polyeder, och alltsé inte en poly-
gon, sa definierar vi en pyramid dver P att vara K(PUvV) = K(x1,...,Xp, V).
Exempel A.3.2. Lat P =K ((0,0,0),(1,0,0),(0,1,0)) och v = (0,0,1). Da
arT=K(PUv)=K ((O, 0,0),(1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1)) en pyramid over P
eftersom T &r en tetraeder, vilket &dr en polyeder.

v =(0,0,1)

(0,0,0) (0,1,0)

(1,0,0)

Exempel A.3.3. Lat
P=K((-1,-1,-1),(-1,1,-1),(1,-1,-1),(1,1,-1))
och v =(0,0,0). Da & K(P Uv) pyramiden 6ver P nedan.

v
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A

Exempel A.3.4. Lat P =K ((0,0,0),(1,0,0),(0,1,0)) och v = (1,1,0). Da
ir K(PUv) =K ((0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)) en kvadrat, vilket inte &r
en polyeder. Dérfor ar K(P U v) inte en pyramid éver P eftersom K(P U v)
inte &r en polyeder.

(1,0,0)

A

Vi ska nu anvénda de pyramider vi definierat for att visa att varje polyeder kan
trianguleras. Lasaren uppmuntras att ldsa igenom Exempel 8.1.4 innan beviset
av foljande sats eftersom tekniken vi kommer anvénda dr en generalisering av
metoden vi anvinde i det exemplet.

Sats A.3.5. For varje polyeder P finns det en triangulering Ap av P sa att
for varje T' € Ap dr hornen av T ocksd horn i P.

Bevis. Lat P vara en polyeder. Vi kommer triangulera P genom att forst dela
in P i pyramider.

For att gora detta véljer vi ett horn v i P och konstruerar alla méjliga pyra-
mider pa formen Qr = K(F Uv) dér F' &r en fasett av P som inte innehaller
v. Vi noterar forst att pyramiderna pa den hér formen ger en uppdelning av P
i en union av pyramider. Detta foljer av att om x &r nagon punkt i P som inte
ar lika med v s ligger linjesegmentet L fran v till x i P eftersom P &r konvex.
Om vi forlanger linjesegmentet L kommer detta till slut att skdra nagon fasett
F av P som inte innehaller v. Vi illustrerar detta nedan.
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Fran definitionen av pyramider foljer att x ligger i pyramiden K(F U v). Ef-
tersom x var godtycklig drar vi slutsatsen att

P:QFluQFQU"'UQFk

dir [y, Fy, ..., F), ar fasetterna i P som inte innehaller v.

Givet ovanstaende konstruktion riacker det att visa att vi kan triangulera pyra-
miderna pa ett sddant sétt att tetraedrar som ligger i olika pyramider uppfyller
det andra kravet i Definition 8.1.1.

Lat darfor Qp = K(FUv) vara en pyramid 6ver en fasett F. Eftersom F' &r en
polygon vet vi fran Kapitel 2 att vi kan hitta en triangulering av polygonen F'
utan att introducera nya hoérn. Vi borjar med att vélja en sadan triangulering,
det vill sdga en mingd Ap som bestar av trianglar vars union &r F'. Tag en
triangel T' € Ap. Da dr Rp = K(T'Uv) en tetraeder. Vi pastar att mingden
Ag, = {Rr = K(T'Uv) | T € Ap} &r en triangulering av Qp. For att
kontrollera detta pastaende behover vi kontrollera att méngden Ag . uppfyller
de bada kraven i Definition 8.1.1.

Vi bérjar med att visa att Qp = URTGAQF Ry.
Inklusionen Qr 2 Ug,. Ao, Bt foljer av att Qr 2 Ry for alla Ry € Ag,..
F

For att visa inklusionen Qp C (J Rrelg, Rr viljer vi en godtycklig punkt
X € Qr och visar att x € Ry for nagot Ry. Later vi F' ha hérnen x1,...,x, sa
géller att Qr = K(v,x1,...,%,). Da x € QF kan vi darfor skriva x pa formen
X = AgV+AX1+...+ A X, f0r ndgra Ag, A1,..., A\p > 0med Ag+...+ A, = 1.
Om x = v sa ligger x i Ry for alla R7 i Ag,. Om x inte &r lika med v sa ar
Ao # 1. Vi noterar da att x kan skrivas som

x=AVv+(1—X)y

dir y = ﬁ(/\lxl + -+ A\pXy,), vilket dr samma typ av omskrivning som
vi anvidnde oss av i beviset av Sats 3.2.3. Vitsen med omskrivningen dr att
eftersom A\g + A\ +---+ A\, = 1 sa ar

1 1
T ) =

(1-X) =L

Med andra ord géller att y € K(xy,...,x,) = F. Da Ap &r en triangulering
av F' sa betyder det att y € T for nagon triangel 71 Ap. Da x ligger pa
linjen mellan y och v sa har vi att x € Ry = K(T'U v). Detta visar att Ag,
uppfyller forsta delen i definitionen av en triangulering.

For att kontrollera andra delen i definitionen konstaterar vi att det for varje
par Ry, Ry € Ag, géller att

RlﬂRQZK((RlﬂRzﬂF)UV),

vilket lasaren kan kontrollera fran definitionerna. Vidare dr R; N Ry N F' det-
samma som skédrningen mellan tva trianglar i trianguleringen Ag, sd vi har
att R1 N Ry N F ar en sida av bade R N F och Ry N F'. Darfor ar

K ((RiNRyNF)UvV)
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en sida av bade R; och Rs. Detta ger oss en triangulering av pyramiden Qp.
Detta kan illustreras i fallet med en pyramid i en kub da vi far att pyramiden
kan trianguleras som i féljande figur.

Slutligen behdver vi visa att unionen av trianguleringarna av pyramiderna
verkligen &r en triangulering av P. Men det foljer omedelbart av hur vi kon-
struerade trianguleringarna av pyramiderna eftersom tva tetraedrar fran tva
olika pyramider Qp, och QF; skér varandra om och endast om de skér varand-
ra i v eller motsvarande fasetter skér varandra i ett horn eller en kant som

ligger i bada tetraedrarna. O
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Forslag till vidare lasning

Det mesta av teorin om Ehrhartpolynom som vi sett i detta kompendium
aterfinns i boken Computing the Continuous Discretely av Beck och Robins.
Tyvérr dr boken ganska svarliast och kan vara svartillgdnglig om man &r ovan
vid hogredimensionell geometri. For den som vill veta mer om Ehrhartteori
kan speciellt bokens forsta del vara av intresse. Lésaren kan hér hitta manga
spannande satser som inte fick plats i det har kompendiet.

Biggs bok Discrete Mathematics anvénds ofta som kursbok i grundkurser i
kombinatorik pa hogskolan och tar upp flera &mnen inom diskret matematik.
Den bérjar pa samma sitt som detta kompendium med méangdteori och gar
sedan igenom olika &mnen sasom funktioner, primtal och olika riknetekniker.
Dérefter forklarar den flera olika algebraiska objekt sasom grupper, ringar och
kroppar. Det &r en trevlig bok som inte kraver nagra sirskilda féorkunskaper.

Pa KTH finns en kurs i linjéar algebra for gymnasister. Det kompendium som
anvéands i kursen finns fritt tillgéingligt pa internet och passar utmérkt som
en forsta introduktion till &mnet. En bra motivation for att lara sig linjar
algebra &r att d&mnet beskriver hur man effektivt 16ser ekvationssystem av
manga linjiara ekvationer. Sadana kunskaper ger ocksa en djupare forstaelse
for de utrdkningar som dyker upp i det héir kompendiets sista kapitel.

Analys i flera variabler av Persson och Boiers gar igenom derivator och inte-
graler for funktioner i flera variabler. Speciellt ger boken en ordentlig definition
av volymer av kroppar i tre dimensioner. Boken antar att man forst ldst boken
Analys i en variabel av samma forfattare.

[1] Matthias Beck & Sinai Robins: Computing the Continuous Discretely.
Springer, 2007

[2] Norman L. Biggs: Discrete Mathematics. 2:a upplagan. Oxford University
Press, 2002.

[3] David Rydh och Roy Skjelnes: Linjir Algebra - Tio forritter och tva efter-
ratter. KTH

[4] Arne Persson & Lars-Christer Boiers: Analys i flera variabler. 3:e uppla-
gan. Studentlitteratur AB, 2005

Bockerna ovan finns att lana pa KTH:s huvudbibliotek. Biblioteket dr 6ppet for
alla och ligger pa Osquars backe 31. Kompendiet Linjir Algebra - Tio forrdtter
och tva efterrdtter finns tillgdngligt pa matematikinstitutionens hemsida.
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Sakregister

boll, 42 randpunkt, 18, 43
regelbunden
cirkelskiva, 17 polyeder, 44
1 25
Ehrhart PO YEOLL

polytop, 48

-funktionen, 77 rummet, se euklidiska rummet

-polynom, 101

-serien, 81 sida, 43

Ehrharts sats, 100
enhetskuben, 78 talplanet, se euklidiska planet
euklidiska tetraeder, 44

d-rummet, 46 triangulering, 32, 97

planet, 16

rummet. 42 uppforstoringen av en polytop, 76

fasett, 43 vikt, 27

fyrdimensionell kub, 47

genererande funktionen, 66
gitter, 25, 42, 46

hojd, 83
horn, 24, 43

inre punkt, 17, 42

kant, 24, 43

kon, 83

konvex méangd, 18
konvext holje, 39

linjesegment, 17, 47

méangd
konvex, 18

origo, 17, 42, 46

Picks sats, 33
platonsk kropp, 44
polyeder, 43, 47
gitter-, 43
polygon, 24, 47
gitter-, 25
polytop, 46
gitter-, 46

randen, 18, 43
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