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Nagra ord pa vagen

Detta kompendium &r skrivet for att anvandas som kurslitteratur till STOCK-
HOLMS MATEMATISKA CIRKEL under lasaret 2025-2026 och bestar av atta ka-
pitel. Det &r en omarbetning av materialet till cirkeln given 2009-2010 skriven
av Dan Peterson och Alan Sola.

Kompendiet ar inte tédnkt att lidsas enbart pa egen hand, utan ska ses som
ett skriftligt komplement till undervisningen. Alla elever rekommenderas att
lasa igenom varje kapitel sjdlv innan foreldsningen. Det &r inte nédvindigt att
forsta alla detaljer vid den forsta genomléasningen.

Som de flesta matematiska skrifter pa hogre niva ar kompendiet kompakt skri-
vet. Detta innebér att man i allménhet inte kan ldsa det som en vanlig bok.
Istéllet bor man prova nya satser och definitioner genom att pa egen hand
exemplifiera. Ddrmed uppnar man oftast en mycket battre forstéelse av vad
dessa satser och deras bevis gar ut pa.

Till varje kapitel finns ett antal Gvningsuppgifter. De udda évningarna har 16s-
ningar ldngst bak i kompendiet. Syftet med dessa &r att eleverna ska kunna
16sa dem och pa egen hand kontrollera att de forstatt materialet. Ovningar
med jdmna nummer saknar facit och kan anvdndas som examination. Det re-
kommenderas dock att man forsdker 16sa dessa uppgifter d&ven om man inte
examineras pa dem.

Om man kor fast kan man alltid fraga en kompis, en larare pa sin skola eller
nagon av forfattarna. Under arets gang kommer det att finnas 6vningstillfallen
dér eleverna kan jobba med uppgifterna, sjilva eller i grupp, och fa hjalp av
08s.

Vissa 6vningar kan ha flera 16sningar och det som star i facit bor i detta fall
endast ses som ett forslag.
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Nagra ord om cirkeln

STOCKHOLMS MATEMATISKA CIRKEL dr en kurs for matematikintresserade
gymnasieelever, som arrangeras av Kungliga Tekniska hogskolan och Stock-
holms universitet. Cirkeln startade 1999. Vid starten hade den namnet KTH:s
MATEMATISKA CIRKEL och holls i KTH:s ensamma regi. Ambitionen med cir-
keln &r att sprida kunskap om matematiken och dess anvindningsomréden
utover vad eleverna far genom gymnasiekurser, och att etablera ett ndrmare
samarbete mellan gymnasieskolan och hégskolan. Cirkeln ska sérskilt stimulera
elevernas matematikintresse och inspirera dem till fortsatta naturvetenskapliga
och matematiska studier.

Till varje kurs skrivs ett kompendium som distribueras gratis till eleverna.
Detta material, forelasningsschema och 6vrig information om STOCKHOLMS
MATEMATISKA CIRKEL finns tillgingligt pa

https://www.math-stockholm.se/cirkel.

Cirkeln godkdnns ofta som en gymnasiekurs eller som matematisk breddning
pa gymnasieskolorna. Det ar upp till varje skola att godkénna cirkeln som en
kurs och det &r lararna fran varje skola som sétter betyg pa kursen. Lararna &r
sjalvklart ocksa vilkomna till cirkeln och manga har kommit 6verens med sin
egen skola om att fa cirkeln godkéind som fortbildning eller som undervisning.

Vi vill gérna understryka att foreldsningarna ar éppna for alla gymnasieelever,
larare eller andra matematikintresserade.

Vi har avsiktligt valt materialet for att ge eleverna en inblick i matematisk
teori och tankesétt och presenterar darfor bade nagra huvudsatser inom varje
omrade och bevisen for dessa resultat. Vi har ocksa som malséttning att bevisa
alla satser som anvénds om de inte kan forutséittas bekanta av elever fran
gymnasiet,.

Arets tema &r hyperbolisk geometri. Hyperbolisk geometri skiljer sig bade fran
vanlig euklidisk geometri (geometri i planet) och fran sfarisk geometri. Det hy-
perbolisk planet ’buktar inat’ 6verallt och vinkelsummor i trianglar har mindre
dn 180 grader i vinkelsumma. Hyperbolisk geometri anvéinds i fysiken for att
beskriva beskriva geometrin av universum. Andrew Wiles anvinde ocksa funk-
tioner pa hyperboliska planet i sitt kinda bevis av Fermats stora sats.

Kapitel 1 ar en grundldggande introduktion till méngdlara. For att forsté likhe-
ter och skillnad mellan hyperbolisk och euklidisk geometri beskriver vi euklidisk
geometri i kapitel 2. I kapitel 3 gar vi igenom komplexa tal som vi anvander for
att kartlagga det hyperboliska planet. Bagléngd av kurvor i komplexa talplanet
diskuteras i kapitel 4. I kapitel 5 definierar vi automorfier och Riemannsfiren.
Automorfierna &r en "valskapt” familj av funktioner som bevarar avstand och
vinklar. Riemannsfaren ar en kartliggning av sfaren med hjilp av komplexa
tal. Vi definierar d&ven Mobiusgruppen som generaliserar de automorfierna vi
stoter pa. Fler egenskaper hos Mobiusgruppen behandlas i kapitel 6. I kapitel
7 begransar vi oss till 6vre halvplanet, ddr kommer Mobiusgruppen ge oss en
kartlaggning for det hyperboliska planet. Vi avslutar med att introducera hy-
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perbolisk langd och hyperboliskt avstand i kapitel 8 for att, slutligen, beskriva
det hyperboliska planet.

Forfattarna, sommaren 2025
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1 Mangdlara

Temat for arets matematiska cirkel &r Hyperbolisk geometri. Detta kapitel &ar
en introduktion i den matematiska metoden och ett antal grundbegrepp som
vi kommer anvianda oss av i kursen.

1.1 Definition, axiom, sats och bevis

I detta avsnitt ska vi beskriva den matematiska metoden utifran fyra begrepp:
definition, sats, bevis och axiom.

En definition bestammer vad en term betyder sa att man kan arbeta matema-
tiskt med den. Till exempel kan vi definiera udda och jdmna tal pa foljande
satt.

Definition 1.1.1. Ett heltal n ar udda om det finns ett heltal £ som uppfyller
att n =2k + 1.

Definition 1.1.2. Ett heltal n ar jémnt om det finns ett heltal k£ som uppfyller
att n = 2k.

Ofta har man en intuition om vad en term betyder redan innan man definierar
den. Lisaren hade till exempel sékert en uppfattning om vad udda och jamna
tal &r innan vi definierade dem. Syftet med en definition ar att precisera detta.

Nar definitionen ar gjord, sa 6verger man sina tidigare uppfattningar om vad
termen betyder och utgar endast ifran definitionen. Man séger att definitionen
ar stipulativ. En definition ar alltsé inte réatt eller fel, utan bara mer eller mindre
anvandbar och intuitiv.

Definitioner bygger ofta pa begrepp som lidsaren dr bekant med. Till exempel
utgar Definition 1.1.1 och 1.1.2 fran att ldsaren redan vet vad ett heltal ar.

En sats ar ett pastaende som bevisats vara sant. Varje sats hor samman med
ett bevis: ett argument for att pastaendet dr sant.

Sats 1.1.3. Om n dr udda, sd dr n+ 1 jimnt.

Bevis. Om n &ar udda sa finns det ett heltal k sa att n = 2k + 1. Da géller att
n+1=2k+1+1=2k+2=2(k+1).

Eftersom k + 1 ar ett heltal, s& ar n + 1 ett jamnt tal. O

Bevisen kombinerar definitioner och olika logiska slutledningsregler for att na
den onskade slutsatsen. Sats 1.1.3 har en syskonsats. Beviset dr mer eller mind-
re identiskt, och lamnas som 6vning.

Sats 1.1.4. Om n dr jamnt, sa dr n+ 1 udda.
En sats vars framsta syfte ar att anvindas i beviset av en annan sats kallas for

en hjdlpsats eller ett lemma. En sats som foljer omedelbart ur en annan sats,
till exempel som ett specialfall, kallas for en foljdsats eller ett korollarium.



Ett pastdende maste vara bevisat for att fa kallas for en sats. Om man har
goda skil att tro att ett pastaende &r sant men inte formellt bevisat det kallas
pastaendet for en formodan, eller hypotes. Tva exempel ar Riemannhypotesen
och primtalstvillingsférmodan.

En formodan kan forbli obevisad i hundratals ar. Ett beromt exempel ar Fer-
mats stora sats, som formulerades av Pierre de Fermat (1607-1665) ar 1637
men bevisades forst av Andrew Wiles ar 1995. Riemannhypotesen, som &nnu
ar obevisad, formulerades 1859 av Bernard Riemann (1826-1866).

Eftersom bevisen utgar ifran definitionen, och inte var intuition, sd behdver
man ibland bevisa saker som kénns uppenbara. Lasaren vet till exempel att

(i) alla tal &r antingen udda eller jamna, och

(ii) ett tal kan inte vara udda och jamnt samtidigt.

Men om man laser Definition 1.1.1 och 1.1.2 sa ingéar inte dessa pastaenden.
Kan man inte ténka sig tal som varken dr udda eller jamnt? Eller tal som &ar
bade och?

Bevis utgar ifran antaganden och tidigare kiinda satser. Dessa tidigare satser
méste ocksa bevisas innan de kan anses giltiga. Men dessa bevis maste ocksa
bygga pa antaganden och satser, som ocksé maste bevisas, och sa vidare.

For att undvika en odndlig kedja av bevis, eller ett cirkuldrt bevis (ett bevis som
anvander sig av det man forsoker bevisa) s& maste man gora grundantaganden
som inte behover bevisa. Dessa kallas for aziom. Exempel pa axiom &r att
méngden av heltal existerar och att addition uppfyller

(Associativitet) For alla heltal n,m, p giller (n+m)+p =n-+ (m+ p).

(Identitet) Det finns ett element 0, som vi kallar nollan, sddan att for
alla heltal n sa géller 0+n=n+0=n.

o (Inverser) For varje heltal n existerar ett heltal (—n), som vi kallar for
minus n, sadan att 0 =n + (—n) = (—n) + n.
o (Kommutativitet) For alla heltal n,m s& géller n +m = m + n.

1.2 Bevistekniker

Ett bevis for en sats ar ett argument som forklarar varfor satsen ér sann. Vi
har redan sett ett exempel nér vi bevisade Sats 1.1.3. I detta avsnitt ska vi
gd igenom tva metoder for att bevisa matematiska satser: direkta bevis och
motsigelsebevis.!

Ett direkt bevis utgar ifran satsens antaganden och definitioner och bevisar
satsen rakt pa, s& att siga. Beviset av Sats 1.1.3 ar ett exempel pa direkt
bevis. Ett annat ar foljande sats.

bland férekommer termen indirekt bevis. Vissa anvinder det som synonym till motsé-
gelsebevis, andra som en synonym till bevisregeln modus tollens. Vi undviker den helt.



Sats 1.2.1. Antalet funktioner fran en mdngd A med n element till en mdangd
B med m element dar m".

Bewis. Varje funktion fran A till B kan beskrivas som en tabell dar varje ele-
ment i A motsvaras av precis ett element i B. Listan innehéaller totalt n platser,
och pé varje plats kan vi vélja bland m element att vélja bland. Alltsd finns
det totalt
m-m---m-m=m"
n stycken

olika funktioner. O

Ibland gar det inte att anvinda direkta bevis, till exempel nar man ska bevisa
att nagot inte &r fallet. D& kan det vara enklare att anta att det man vill bevisa
ar falskt, och visa att detta leder till en motségelse. Om alla steg i beviset ar
korrekta sa maste det ursprungliga antagandet vara fel. Detta kallas for ett
motsdgelsebevis.

Sats 1.2.2. Ftt tal kan inte vara udda och jimnt samtidigt.

Bevis. Antag att n dr ett tal som ar bada udda och jamnt. D4 finns det tva
heltal, k och [, sa att n = 2k och n = 2] 4+ 1. Da géller att

U=n=2+1 = 2%k—2=1 = 2k—1) =

Med andra ord finns det heltal m = k — [ sa att 2m = 1. Kan det finns ett
sadant tal? Det finns tva fall.

(i) Om m <0, sa ar 1 = 2m < 0. Motségelse!

(ii) Om m > 1 s& ar 2m > 2 > 1. Motséagelse! O

Ett beromt motségelsebevis ar foljande.

Sats 1.2.3. Talet \/2 dr irrationellt.

Bevis. Antag motsatsen, det vill siga att v/2 = a/b for nagra heltal a och b.
Antag att a och b ar forkortade sa langt som mdojligt. Da kan endast en av a
eller b vara jamn, eftersom om bada &r jémna kan vi skriva

c
Va=g=5i=i
och da var inte a och b férkortade sa lé’mgt som mojligt.

Av definitionen av /2 far vi att

2

\/5—2 ?:>262—a2

Den sista ekvationen siger att a? #r jaimn. Eftersom kvadrater av udda tal &r
udda (se Ovning 1.22), sa maste a vara ett jimnt tal, det vill siga a = 2k for
nagot heltal k. Da far vi att

20% = (2k)% = 4k* = b* = 2k>.



Eftersom b? dr jimnt, s& maste b vara jimnt. Men nu har vi bevisat att bade a
och b ar jadmna, vilket var omdjligt eftersom vi hade forkortat braket sa langt
som mojligt. Detta dr en motségelse. O

Att bevis inkluderar antaganden och sma hjélpsatser som inte ndmns &r sna-
rare regel &n undantag, till exempel lagger vi néstan aldrig tid pa att visa
2 > 0 i mitten av ett bevis. Ifall man bevisade precis vartenda antagande
och pastaende utifran axiomen varje gang skulle bevisen bli véldigt 1anga och
komplicerade. Léasaren forvintas sjalv fylla i de luckor som uppstar.

Det hénder dock att uppenbara antaganden &r mycket svara, till och med
omdjliga, att bevisa utifran definitionerna. Historien ar fylld av matematiker
som gjort till synes sjdlvklara antaganden som sedan visat sig vara svara att
bevisa.

Beviset av Sats 1.2.3 &r ett exempel pa det. Vi antar att ett brak kan forkortas
sa langt som mojligt. Detta &r inte sjalvklart, utan bygger i sjalva verket pa
aritmetikens fundamentalsats som vi inte kommer att behandla i kursen.

Den tredje bevistekniken som finns kallas for induktionsbevis men den kommer
vi inte behova i den héar kursen.

1.3 Olika satser och hur man bevisar dem

I foregaende avsnitt diskuterade vi olika bevistekniker. Men vilka tekniker &r
lampliga for vilka typer av satser?

e Implikation: Man séger att P implicerar () om @ ar sant nér P &r det.
Ett exempel ar Sats 1.1.4, som séger att om ett tal n ar jAmnt, sa ar
talet n + 1 udda. Man brukar beteckna implikationer med en tjock pil
=, s& att P medfor @ skrivs

P = Q.

En implikation kan bevisas med ett direkt bevis. Da antar man att P
ar sant, och sedan visar man att () ocksd méaste vara sant (det ar sa
vi bevisar Sats 1.1.4). Man kan ocksa anvinda ett motségelsebevis. Da
antar man att P &r sann och att ) &dr falsk, och bevisar en motségelse.

Ett tredje sitt att bevisa att P implicerar () ar att bevisa att om () ar
falsk, sa ar P falsk. Detta kallas for omwvdndningen av en implikation.

e Ekvivalens: En ekvivalens ar nér tva pastaenden P och @) implicerar
varandra, alltsd att om P sa @), och om () s& P. Man brukar anvinda
frasen P om och endast om ). Man anvénder tjocka dubbelpilar for att
beteckna ekvivalenser, sa att P om och endast om () skrivs som

P = Q.

Ekvivalenser bevisas genom att forsta visa att P implicerar ), och sedan
att @ implicerar P.



e Universalsats: En universalsats siger att alla n i en méngd M uppfyller
nagot villkor P. Universalsatser kan bevisas som implikationer, genom
att omformulera universalsatsen som att om n ligger i méngden M, sa
uppfyller n villkoret P, det vill sdga

n € M = n uppfyller P

Man kan &dven bevisa en universalsats genom ett motsiagelsebevis. Da
antar man att det finns ett n i M som inte uppfyller P, och bevisar att
det &r omojligt.

o Existenssats: En existenssats sdger att finns ett objekt n som har egen-
skapen P. Den typiska existenssatsen #r ekvationslosning. Att 22 = 3 har
en losning ar en existenssats, och kan omformuleras som att det finns ett
tal = sa att 22 = 3.

Ett satt att bevisa en existenssats ar att konstruera det sokta objektet
utifran objekt man redan vet finns. Till exempel sa kan man bevisa att
det finns ett udda kvadrattal genom att notera att 32 = 9 #r udda och
ett kvadrattal.

Man kan ocksa anvénda ett motsigelsebevis. D& antar man att det inte
existerar nagon objekt med egenskapen P och visar att det leder till en
motségelse. Dessa bevis har fordelen att vi inte behéver beskriva hur
objektet konstrueras. I gengéild kan bevisen vara mycket komplicerade.

En variant pa universalsatsen ar att inget n i M uppfyller P. Den kan omfor-
muleras som att alla n i M saknar egenskapen P. For dessa typer av satser ar
motségelsebevis ofta smidiga: man antar att det finns ett n i M som uppfyller
P och hérleder en motségelse.

Universal- och existenssatser dr duala till varandra, i bemérkelsen att om du
ska bevisa en existenssats med hjilp av ett motsagelsebevis sa antar du en
universalsats, och vice versa, se bevisen av 1.2.2 och 1.2.3.

1.4 Mangder

En mdngd ar en samling objekt. Man kan samla néstan vad man vill i en
mingd: tal, katter, och andra méngder.? Det viktiga #r att man alltid kan av-
gora ifall ett objekt tillhor méngden eller inte. De objekt som ligger i médngden
kallas for element.

Det ldttaste séttet att beskriva en méngd &r att rédkna upp elementen som
ingar i den. For att markera att objekten ligger i en méangd, s& omger man
listan med mdangdklamrar { och }. Méngden som innehaller 1, 2 och 3 skrivs
alltsa som

{1,2,3}.

2Vi skriver néstan av en anledning. Det finns samlingar av objekt som kan beskrivas men
som inte utgér en méngd. Detta kallas Russells paradoz, efter Bertrand Russell (1872-1970).
Russells exempel ar samlingen av alla méangder som inte innehaller sig sjélv.



Tva méngder A och B &r lika om de innehaller samma element, vilket skrivs
A = B. Det spelar ingen roll i vilken ordning man skriver elementen eller hur
méanga ganger de listas. Darfor géller att

{1,1,2,3} = {1,2,3} = {2,3,1}.

Om ett element x tillhér en méangd A brukar man skriva x € A, vilket uttalas
som z tillhér A. Om z inte tillhor A skriver man = ¢ A. Antalet element som
tillhor en méngd A brukar betecknas med |A|.

Méngden pé formen {} innehaller inte nagra element alls och kallas den tomma
mangden. Den brukar betecknas med () och ar unik i aspekten att den saknar
element, vi skriver alltsa || = 0.

En mangd kan innehalla andra mé&ngder som element. Mangden

A= {{17 2}73}

har tva element vilket skrivs som |A| = 2. Dess element dr: méngden {1,2}
och talet 3. Méangden {1,2} innehaller i sin tur elementen 1 och 2. Diremot
innehaller A varken 1 eller 2, det vill sdga

{1,2} e A men 1 ¢ A.

Att méngder kan innehalla andra méngder kan ha paradoxala konsekvenser.
Till exempel kan vi lagga den tomma méngden i en méngd, och bilda mangden
av den tomma méangden.

A={0} ={{}}

Méngden A innehaller ett element, den tomma méingden, och ar darfér inte
tom. Méangden av den tomma méngden ar alltsd inte lika med den tomma
mangden.

Detta verkar motsdgelsefullt. Den tomma méngden &r ju tom, sd méngden
av den tomma méngden borde ju ocksa vara tom? Tricket ar att skilja pa
méangden och elementen i mangden. Den tomma méngden &r ju ett element
i sig, &ven om den inte innehéller nagra element, precis som att 0 ar ett tal,
trots att representerar ett antal som inte finns. Man kan ténka sig att en péase
som innehéaller en annan tom pase, inte ar tom.

Det finns ingen begrédnsning pa hur stor en méangd kan vara, och de flesta
méngder man studerar innehaller odandligt manga element. Dessa méngder kan
naturligtvis inte skrivas ut som en lista. Istédllet beskriver man dem med mdngd-
byggaren, som har foljande allménna form {z | villkor pa z}. Den hir méngden
bestar av alla element som uppfyller villkoret. Ett exempel d&r méngden

{n|n arjamnt} ={...,—4,-2,0,2,4,...}

som innehaller alla jamna tal.

En méngd B ar en delmdngd av en méngd A om alla element som tillhér B
aven tillhor A. Man skriver detta som B C A. Till exempel sa ar {1,2} en
delméngd av {1,2, 3}, eftersom 1 och 2 &r element i bada méngderna. Om tva
méngder ar delméangder av varandra sa ar de lika.



En icke-tom méngd har alltid minst tva delméngder: sig sjalv och den tomma
méangden. En delmingd B av A dr dkta om B # A.

Det &r latt att blanda ihop element och delméngder. Det beror pa att mang-
der kan innehalla andra méngder, sa att en delméngd av en méangd kan vara
ett element i méngden. Méngden A = {@} dr ett bra exempel. Den tomma
méngden ar bade ett element i och en delméngd av A.

I méangden A = {1,2,{1,2}} ar {1,2} bade en delmingd och ett element.
Déremot s& ar {1} enbart en delméngd av A, medan 1 enbart &r ett element.

De olika talsystemen kan ses som méngder av tal, och har fatt egna beteck-
ningar. De naturliga talen betecknas med N och bestar av talen 0, 1, 2, 3, och
s& vidare.?

Naturliga tal kan adderas och multipliceras utan problem. Resultatet ar alltid
ett nytt naturligt tal. For att subtrahera behover vi inféra de negativa talen
—1, —2, och sa vidare. De naturliga talen tillsammans med de negativa talen
kallas for heltalen, och betecknas med Z (av tyskans Zahl = tal).

Heltal kan adderas, subtraheras och multipliceras. Man kan daremot inte di-
videra dem med varandra. For detta krdvs rationella tal. De definieras som
alla kvoter a/b, dér a och b &r heltal och b &r skilt fran 0. Mangden av alla
rationella tal betecknas med Q.

6 4 -2 0 2 4

\l

Figur 1.1: Tallinjen runt 0.

De rationella talen ligger pa den sa kallade tallinjen, som gar fran negativa tal
till vinster och till positiva tal till hoger (se Figur 1.1). Det finns dock tal som
inte &r rationella, men som dnda ligger pa tallinjen. Ett exempel ér v/2, som &r
langden pa diagonalen i en kvadrat med sidan 1. Lagger man till dessa tal far
de reella talen, som betecknas med R.* Reella tal som inte &r rationella kallas
for irrationella.

3Vissa exkluderar 0 fran de naturliga talen. Att inkludera 0 har dock férdelar. Om man
borjar rikna fran 0 och gar ett steg i taget kommer man ha gitt n steg ndr man riknat till
n. Exempel: om vi rdknar till 3 fran 0 sa far vi 0 — 1 — 2 — 3, vilket &r 3 steg. Om vi
borjar fran 1 far vi istdllet 1 — 2 — 3, vilket ar 2 steg.

1Reella tal #r mycket mystiska. Den matematiska cirkeln 2016-2017, Vad dr ett tal?,
handlade om hur man kan definiera dem i termer av rationella tal. Den intresserade ldsaren
uppmanas att séka upp kompendiet pa Cirkelns hemsida: https://www.math-stockholm.
se/samverkan/cirkel/
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Figur 1.2: De olika talsystemen fran N till C.

De reella talen kan utvidgas ytterligare till de komplexa talen, dessa kommer
vi beskriva i Kapitel 3.

1.5 Funktioner

En funktion f fran en méngd X till en mangd Y beskriver ett sétt att para
ihop element i en mangd X med element i en mangd Y. Det brukar skrivas
som f: X — Y. Méngden X kallas for definitionsmdangd och méngden Y kallas
for malmdangd. Man kan se f som en process som tar ett element i mdngden X
och avger ett element som ligger i méangden Y. Nér man tillimpar en funktion
pa ett element x i X sa kallas x for funktionens argument. Mangden av alla
viarden en funktion i praktiken antar kallas for funktionens vdrdemdngd, och
denna betecknas ofta med V. Virdeméngden ar da alltsd en delmangd av
malméngden, och kan beskrivas som Vy = {f(z) | « € X}. Till exempel &r
sin(z) en funktion fran R till R, s& funktionens malméingd ar alltsd R, men
viardeméngden &ar [—1,1].

Tva funktioner &r lika nér de har samma definitionsméngd, samma méalméangd
och de ar lika pa alla element i definitionsméngden. Definitions- och malméng-
den &r alltsa en del av funktionen.

Figur 1.3: En funktion f fran X till Y.

Funktioner beskrivs ofta med formler. Exempelvis sa kan funktionen f: N — N
som tar ett naturligt tal och returnerar dess kvadrat beskrivas som f(n) = n?.
Alla polynom kan ses som en funktion fran R till R, som berdknas genom
att man sétter in talet x i uttrycket. En funktion maste dock inte ges av en
formel. Det enda som krévs dr att funktionen &r definierad for alla element

i definitionsméngden, och att den alltid ger samma svar. Vi ger nu ett par



exempel pa detta och hur man istéllet kan beskriva en funktion.

Exempel 1.5.1. Vart forsta exempel dr absolutbeloppet |z| av ett reellt tal z,
som definieras som avstandet pa tallinjen fran x till origo. Detta ar en funktion
vars definitionsméngd och malméngd dr R. Man kan berdkna den genom att
man tar bort eventuella minustecken framfor talet, det vill siaga

2] T omx >0
€Tl =
—x omx < 0.

Exempelvis sa giller | — 3| = —(—3) = 3 och 2] = 2.

Exempel 1.5.2. Golvfunktionen dr funktionen som avbildar reella tal x pa
heltalet man far ndr man avrundar x nedat. Vi bendmner den funktionen med
|...]. For att fortydliga hur denna och andra funktioner anvénds brukar vi
skriva pa foljande séatt

|...]: R—>Z
= |x].
eftersom det kanske inte &r uppenbart for ldsaren att man ska skriva |x| nér

man vill referera till funktionens virde vid punkten x istéllet for |...|, eller
|...](z). Exempelvis sa géller |7| = 3.

En funktion f: R — R kan beskrivas genom sin graf, som definieras som méng-
den av punkter i planet pa formen (z, f(x)).

9 —

_— 2

2

(a) Grafen av f(x) = |z| (b) Grafen av funktionen f(z) = |z

Figur 1.4: Golv- och absolutbeloppsfunktionen.

Om man istéllet betraktar en funktion med &ndlig definitionsméngd kan man
beskriva den med en tabell.

Exempel 1.5.3. Betrakta funktionen fran méngden {1,2,3} till méngden
{2,3,4,5} déar f(1) = 3 och f(2) = 4 och f(3) = 3. Vi kan beskriva den-
na funktion med en tabell eftersom vi bara har dndligt manga element i var



definitionsméngd,

x | f(x)
1 |3
2 |4
3 |3

Vi kan ocksa beskriva den med en formel eftersom definitionsméngden och
méalméngden &r delméngder till de reella talen R sa till exempel géller

flz)=4—(z—-2)%

Exempel 1.5.4. Betrakta funktionen fran méngden {hund, katt} till méangden
{0,1} dér f(hund) = 0 och f(katt) = 1. Vi kan beskriva denna funktion med
en tabell eftersom vi bara har &ndligt manga element i var definitionsméngd,

X f(x)
hund | O
katt | 1

Det finns dock inte nagon vettig formel som beskriver f eftersom det inte finns
nagot valkint sétt att ’addera’ eller 'multiplicera’ orden hund och katt pé ett
satt som ger ett tal.

Definition 1.5.5. Givet tva funktioner sddana att den enas definitionsméngd
ar den andras malméangd, f: Y — Z och g: X — Y kan vi definiera deras
sammansdattning f o g: X — Z enligt regeln

(fog)(z) = flg(z)).

Definition 1.5.6. Givet en funktion f: X — Y och en delmidngd A C X s&
kallar vi méngden {f(x) | x € A} for bilden av A och den betecknas f(A). Om
x &ar ett element 1 X brukar vi dven kalla f(x) for bilden av x.

Definition 1.5.7. Givet en funktion f: X — Y och en delméngd B C Y sa
kallar vi méngden {x | f(x) € B} for urbilden av B. Om y &r ett element i Y
brukar vi kalla urbilden {z | f(z) = y} for fibern av y. Givet ett element x i
fibern av y kommer vi i den hér kursen beteckna fibern av y med [z].

Definition 1.5.8. Vi sdger att en funktion f: X — Y &r surjektiv om alla
element i Y &r bilden av nagot element i X, det vill siga om vardeméngden
overensstammer med malméngden. En funktion ségs vara injektiv om varje
element i virdeméngden &r bilden av exakt ett element i definitionsmangden.
Om en funktion ar bade surjektiv och injektiv sdger vi att funktionen &r bijektiv.

Notera att en bijektiv funktion &r inverterbar: Det vill sdga, det existerar
en funktion som kallas den inversa funktionen eller f~' med beskrivningen
1Y = X och f71(f(x)) = x for alla z € X och f(f1(y)) = y for alla
y € Y. Den inversa funktionen, om den finns, &r alltsd den funktion som for
varje element y € Y ger det unika elementet x € X som har egenskapen
att f(z) = y. I 6vning 1.14 ser vi exempelvis att en strikt vixande funktion
f: R — R ar injektiv. Det &r dven vért att notera att en injektiv funktion blir
bijektiv om vi byter ut malméangden mot vardeméangden.

Huruvida en funktion &r inverterbar eller ej beror inte bara pa regeln som
beskriver funktionen, utan pa definitions- och malméangden.
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Exempel 1.5.9. Betrakta funktionen f(x) = 2% som tar ett tal och kvadrerar
det.

Betraktat som funktion fran R till R &r den inte inverterbar. Den &r inte
surjektiv eftersom det till exempel inte finns nagot z € R sa att z2 = —1.
Problemet hér &r alltsa att funktionens mélméngd inte Gverensstammer med
dess vardeméangd, det vill sdga att funktionen inte ar surjektiv.

Detta problem kan 16sas genom att begransa malméngden till virdeméangden,
men dven om vi betraktar f som en funktion fran R till dess virdeméngd, det
vill sdga méngden av icke-negativa tal [0, 00), s& ar funktionen inte inverterbar.
Vi har fortfarande problemet att funktionen inte &r injektiv. Till exempel sa
har vi (—=1)2 = 12 = 1 och eftersom det finns tva element som avbildas pa 1,
kan vi inte entydigt definiera en invers funktion.

Om vi déremot betraktar f som en funktion fran [0, c0) till [0, 00) sa &r den
bade injektiv och surjektiv, det vill sdga bijektiv, och saledes har funktionen
en vildefinierad invers, namligen f~!(x) = /z. Till exempel sa dr i detta fall
f~1(1) = 1 eftersom vi bara far viilja den positiva roten.

Vi har en liknande situation med sin(z) och cos(x). Betraktade som funktioner
fran R till R ar dessa funktioner varken injektiva eller surjektiva, men genom
att betrakta sin(z) som en funktion fran [—m /2, 7/2] till [-1, 1] och cos(z) som
en funktion fran [0, 7] till [—1, 1] erhaller vi bijektiva, och séledes inverterbara
funktioner.

1.6 Mangdoperationer

I detta avsnitt ska vi beskriva ett antal olika sétt att fran en eller flera méngder
skapa en ny méngd. Vi kallar dessa for mdangdoperationer. I nista kapitel kom-
mer vi dven att se hur vissa av dessa mangdoperationer gar att generalisera
till andra situationer.

For att illustrera méngder anvinder man ibland Venndiagram, efter matema-
tikern John Venn (1834-1923). Dér representeras méangder som enkla former,
oftast cirklar, och formernas férhallanden till varandra motsvarar méangdernas.
Till exempel kan man illustrera att B ar en delméngd av A genom att rita dem
som tva cirklar, dér B ligger inuti A.

®:

Figur 1.5: Venndiagram fér B C A.
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Unionen

Unionen av méngderna A och B dr mingden som bestar av alla element som
ligger i A eller i B. Den betecknas med A U B och definieras som

AUB ={z |z € Aeller x € B}.

Ett exempel ar {1,2,3} U{2,3,4} ={1,2,3,4}.

Figur 1.6: Venndiagram for AU B.

Snittet

Snittet av méngderna A och B &r méngden som bestar av alla element som
ligger i A och i B. Den betecknas med A N B och definieras som

ANB={z|z € Aochzxe B}

Ett exempel ar {1,2,3} N{2,3,4} = {2,3}.

Figur 1.7: Venndiagram for AN B.

Tva méangder A och B sidgs vara disjunkta om de inte har nagra gemensamma
element, det vill siga om AN B = Q.
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Differensen och komplementet

Differensen av en méngd A och B &r mingden som bestar av alla element som
ligger i A men inte i B. Den betecknas med A\ B och definieras som

A\ B={xz |z € Aochz ¢ B}.

Ett exempel ar {1,2,3}\ {2,3,4} = {1}.

A\B
Figur 1.8: Venndiagram for A\ B.

Notera att A\ B inte ar lika med B\ A, exempelvis géller
{2,3,4}\ {1,2,3} = {4} # {1} ={1,2,3} \ {2, 3,4}.

Om alla upptrddande méngder dr delméngder av en viss mer eller mindre
underforstadd grundméngd M talar man ofta om M \ A som komplementet
till A (med avseende pa M). Vi kommer att beteckna komplementet till A
med A®. Om vi till exempel pratar om méngder av heltal, och vi till exempel
betraktar méngden A = {1,2,3}, sa avser komplementet till A méngden av
alla heltal férutom 1,2 och 3.

Den kartesiska produkten

Den kartesiska produkten av tva méangder A och B &r méngden som bestar av
alla par av element sé att det forsta ligger i A och det andra i B. Den betecknas
med A x B och definieras som

Ax B={(z,y) |xr € Aochy € B}.

Tva olika exempel ar

{a,b, ¢} x{z,y} = {(a,2), (a,y), (b, 2), (b, y), (¢, x), (¢, y)}
{1,2,3} x {2,3,4} ={(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,2),(3,3),(3,4) }.

Notera att ordningen &r viktig, exempelvis géller (1,2) € {1,2,3} x {2,3,4}
men (2,1) & {1,2,3} x {2,3,4}.
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AxB

(b,x)
®

A

Figur 1.9: Venndiagram fér A x B.

Nar vi tar den kartesiska produkten av en mangd med sig sjilv brukar vi
anviinda notationen A2 = A x A. Mer allmént skriver vi

A"=Ax ... x A={(a1,...,a,) | allaa; € A}.
—_—

n ganger

Till exempel dr det reella talplanet R x R vilket vi brukar beteckna med R?.

1.7 Kartor

En karta &6ver jorden kan ocksd ses som en funktion. Om vi ténker oss att
kartan sjilv &r en delmingd R C R2, och jorden &r en delméingd J C R3 kan
vi beskriva kartan som en ar en funktion f : R — J, dér vi parar i hop en
punkt i R med den punkten pa jorden som kartan syftar pa, se Figur 1.10. Om
f &r surjektiv betyder det att kartan kartldgger hela jorden. Om f ar injektiv
betyder det att en punkt pa jorden inte ska synas pa tva stédllen pa kartan.
Ovningar

Ovning 1.1. Lista elementen i foljande méngder.

(i) A={neN|n <5}

(ii) B ={1,2,{2,3}}.

)
)
(iii) C ={k € Z | k? < 16}.
(iv) ANB.

)

(v) (C'\ A)UB.
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Figur 1.10: Karta 6ver viarlden med Mercators projektion. Som en funktion ar

den injektiv men inte surjektiv, da hela nordpolen och sydpolen inte finns med.
Bild av Tobias Jung [CC BY-SA 4.0]
(http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0), via http://map-projections.net

Ovning 1.2. Lista elementen i foljande méngder.

(i) A={zecQ|2?=2}.

(i) B ={0,1,2,3}.

(iii) C ={p/q|p,g e N0 <p<3ochl<q<3}
(iv) (BUA)NC.

v)

Ovning 1.3. For nedanstiende par av méangder A och B, avgér om A och
B ar lika, disjunkta, ndgon av dem &r en dkta delméngd av den andra eller
ingetdera.

(CNB)\ A

(i) A={1,2,3} och B ={1,1,2}.

(i) A={0,1,2} och B ={n e N |n? < 9}.

(iii) A={{}} och B={zeN |2z =—2}.

(iv) A={z eR||z|<1l}och B={zeR||z—-1] <1}
(v) A={r€Q|2?2=2} och B={r e R|2? =2}

Ovning 1.4. For nedanstiende par av méngder A och B, avgér om A och B
ar lika, disjunkta eller nagon av dem é&r en dkta delméngd av den andra.

(i) A={-2,0,2} och B={x € Z| |z| <3 och x &r jamnt}.
(i) A={r eR| 2?2 <2} och B={x Q| 2% <2}

(i) A={zr € Z |z ar jamnt} och B = {z € Z | x ar kvadrattal}.
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(iv) A={r €Z |2z = -2} och B={zr € N| 2z =2}.
(v) A={0,{0}} och B = {0}.

Ovning 1.5. Anvind méngdbyggaren for att definiera foljande méngder.

(i) Méngden av jimna, positiva heltal.
(ii) Méngden av rationella tal r s& att 2r &ar ett heltal.
(iii) Méngden av irrationella tal som ligger inom avstand 1 fran origo.

Ovning 1.6. Anvind méngdbyggaren for att definiera foljande méngder.

(i) Méngden av alla kvadrattal som &r storre an 2.
(ii) Mingden av rationella 16sningar till 24 + 22 — 1 = 0.

(iii) Méngden av rationella tal som &r volymen av en kub med rationella
sidor.

Ovning 1.7. Ange mojlig definitionsméingd och méalméngd for foljande funk-
tioner.

(i) Funktionen som ger det n:te kvadrattalet.
(ii) Funktionen som beréknar arean av triangel.
(iii) Funktionen beréknar derivatan av ett andragradspolynom.

Ovning 1.8. Ange méjlig definitionsméingd och malméngd for foljande funk-
tioner.

(i) Funktionen som ger arean av cirkel med radie 7.
(ii) Funktionen som ger avstandet mellan 1 och ett tal r pa tallinjen.

(iii) Funktionen som ger de rationella nollstéllena till ett férstagradspolynom
med rationella koefficienter.

Ovning 1.9. Ar foljande funktioner eller inte? Om inte, motivera varfor.

(i) f:R— R dar

_JlomzeQ
f<x)_{00mm¢@.

(i) f:N—=Qdir f(n) =+/n.

(iii) f : R — R sa att f(z) = 0 med sannolikhet 1/2 och f(z) = 1 med
sannolikhet 1/2.

(iv) f:{0} — R dér f(0) =1 om ordet Balkong bérjar pa B.

Ovning 1.10. Ar féljande funktioner eller inte? Om inte, motivera varfor.
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(i) f:Z — N, dér f(n) &r siffersumman i det vanliga (decimala) talsyste-
met. Obs, alla siffror ar icke-negativa.

(i) f:R — Q, dir f(z) = z/2.
(iii) f:N =R, dir f(n) = "Vn+ 1.
(iv) f:Q— Z, dar f(p/q) = p.
Ovning 1.11. Avgér om foljande funktioner &r lika eller inte? Motivera varfor.
(i) f:R—R, f(z)=|z| och g : R > R, g(z) = Va2
(i) f:Z—=Q, f(n)=1/noch g:N—=Q, g(m)=1/m.
(iii) f:N—=Q, f(n)=n/(n+1)och g:N =R, g(z) = z/(z + 1).

Ovning 1.12. Avgér om foljande funktioner &r lika eller inte? Om inte, moti-
vera varfor.

(i) f:R—=R, f(z)=22+2rx+1ochg:R =R, g(z) = (z+1)%
(i) f:Z—2Z, f(x) =22 och g: Z — Z, g(x) = |z|>.

Ovning 1.13. Vad ér virdeméngden i exemplen 1.5.3 och 1.5.47 Avgor i vilka
av de tva exemplen som f &r injektiv och i vilka som f &r surjektiv.

Ovning 1.14. Bevisa att en striangt vixande funktion, alltsd en funktion med
egenskapen
1 < X9 — f({L‘l) < f(:L'Q)

ar injektiv.
Ovning 1.15. Visa att A och B #r disjunkta om och endast om A\ B = A.

Ovning 1.16. Visa att for tva méngder A, B si uppfyller operationerna U, N, A€
(dér A® betecknar méngdkomplement) foljande rikneregler,

(AUB)Y =4°nBY  (AnB)Y = AU B°.
Ovning 1.17. Visa att féljande riknereglel haller
A\B=A\(ANB).
Ovning 1.18. Visa att sammansittningen av tva bijektioner &r en bijektion.

Ovning 1.19. Visa att antalet element i Ax B ér produkten av antalet element
i A och antalet element i B.

Ovning 1.20. Visa att den kartesiska produkten av tva delméngder &r del-
méngd till den kartesiska produkten av grundméingderna. Alltsd om B C A
och Y C X giller det att

BxY CAxX.

Ovning 1.21 (). Anvind ett direkt bevis for att bevisa att om n &r ett jaimnt
tal sa &r n + 1 ett udda tal (detta &r Sats 1.1.4).
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Ovning 1.22 (x). Anvind ett direkt bevis for att bevisa att om n #r udda sa
ar n? udda.

Ovning 1.23 (). Anviind ett motsigelsebevis for att bevisa att summan av
ett irrationellt tal och ett rationellt tal &r irrationellt.

Ovning 1.24 (). Anvind ett motsiigelsebevis for att bevisa att om a +b > ¢
sd dr antingen a > ¢/2 eller b > ¢/2

Ovning 1.25 (). Bevisa att om ab = ¢ si #r a > +/c och b < /¢, eller
tvartom.

Ovning 1.26 (x). Bevisa att det finns tva irrationella tal a och b sa att a® &r
rationellt. Tips: anviind att /2 &r irrationellt.

Ovning 1.27 (x%). Bevisa att alla rationella tal kan skrivas som en produkt
av tva irrationella tal.

Ovning 1.28 (x). Visa foljande pastaenden for heltalen (du bér anviinda det
du bevisat i ena for att bevisa nésta).

(i) Multiplikation med ett positivt tal bevarar olikheter. Alltsa for m > 0
galler
r<n — mr < mn.

(ii) Ett positivt heltal kan inte dela ett mindre positivt heltal. Alltsa

0 <r<n — ndelar inte r.

(iii) Differensen av tva heltal delbara med n dr ocksa delbar med n.
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2 Euklidisk geometri

I detta kapitel kommer vi att snabbt ge en introduktion till euklidisk geometri.
Euklidisk geometri ar helt enkelt vanlig geometri i planet — namnet kommer
fran den grekiske matematikern Euklides (aktiv ca 300 f.Kr.) och anvénds for
att skilja det fran den icke-euklidiska geometrin som forst introducerades under
1800-talet.

Malet i detta kapitel kommer dock inte att vara att ldsaren skall ldra sig mycket
euklidisk geometri, eftersom det inte &r detta kursen handlar om. Det vi kom-
mer att gora ar att presentera de grundlaggande definitionerna och ramverket
for euklidisk geometri. Utover definitioner av saker som kan férvintas vara
kinda sedan tidigare, diskuterar vi ocks& begreppet automorfi av planet, och
beskriver hur mangden av automorfier till det euklidiska planet ser ut. Méalet
i resten av kursen kommer att vara att ge en beskrivning av den hyperboliska
geometrin liknande denna.

Vi kommer ocksa att beskriva Euklides ursprungliga axiomatiska beskrivning
av geometri, och ge en kort historik 6ver det sa kallade parallellpostulatet. Den
fascinerande historien kring detta postulat var den stora drivkraften bakom
varfor den icke-euklidiska geometrin fran borjan 6ver huvud taget inférdes.

2.1 Definitioner

FEuklides arbetade systematiskt med ett litet antal begrepp: han anvéinde sig
av punkter, linjer, avstand och vinklar. Det Euklides gjorde var att stélla upp
ett antal axiom som dessa begrepp skulle uppfylla (till exempel: genom tva
punkter passerar exakt en linje); det vi kommer goéra &r att konstruera en
modell for euklidisk geometri. Med detta menar vi att Euklides aldrig faktiskt
definierade vad en punkt eller en linje ar for nagot, bara vilka egenskaper dessa
skall ha. Vi kommer i stéllet att direkt definiera vad en punkt, en linje och ett
avstand ar for nagot, pa ett sddant sitt att Euklides axiom alla &r uppfyllda.

Lat oss definiera alla dessa begrepp ett i taget.

Definition 2.1.1. Mingden R? bestar av alla ordnade par (z,y) av tal, dir x
och y tillhor de reella talen R. Nar vi talar om det euklidiska planet, eller helt
enkelt planet, sd& menar vi denna mangd.

Anmirkning 2.1.2. Vi visualiserar R? som ett zy-plan, déir forsta talet anger
koordinaten i xz-led och andra talet koordinaten i y-led.

Definition 2.1.3. En punkt p i planet ér ett element i méingden R2.

Definition 2.1.4. Vi siger att A ar en linje i planet om den &r en delméangd
som har foljande form:

A= {(z,y) €R?* | az + by + c = 0}

for nagra a,b och ¢ i R, dér inte bade a och b ar lika med noll. Om en punkt
p ingar i méngden A sdger vi att punkten ligger pa linjen. Ett linjesegment &r
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en delméngd av en linje A som kan skrivas som
{(z,y) eAld <z <e}eller {(z,y) €A|d<y<e}
déir d < e.

Definition 2.1.5. Vi definierar avstindet mellan punkterna p = (x,y) och
q = (u,v) som

dist(p, ) = /(2 — u)? + (y — v)2.

Utover dessa anvinde sig Euklides t.ex. av arean av en geometrisk figur. Vi
kommer dock inte att behandla area — det &r lite for svart att ge en bra rigords
definition av area, bade i det klassiska® och i det icke-euklidiska fallet.

Med hjélp av dessa begrepp kan vi definiera flera olika geometriska figurer. Vi
kan tala om en triangel som det begrdnsade omrade som fas mellan tre icke-
parallella linjer, och en cirkel som méngden av punkter pa samma avstand fran
en given mittpunkt.

Om vi anvénder oss av begreppet bdglingd, som kommer att definieras i nésta
kapitel, kan vi tala om langden pa ett kurvstycke. Trots att vi d&nnu inte defi-
nierat laingden av ett kurvstycke kommer vi nu att anvinda detta begrepp for
att definiera vad en vinkel ar for nagot. Vi hoppas att lasaren har 6verseende
med denna logiska oegentlighet.

Definition 2.1.6. Lat tva rata linjesegment A och p ga ut fran en punkt p,
det vill séga, p ar &ndpunkt till bagge segmenten. Rita cirkeln med mittpunkt
p och radie 1. Om segmenten A och p férléngs bort fran p sa att bada har langd
minst 1, s& kommer bada dessa att skira cirkeln i varsin punkt [ respektive m.
Vi definierar vinkeln fran A till ;o som langden av den del av cirkelns omkrets
som gar moturs fran [ till m.

Lagg speciellt mérke till att definitionen visar att vi alltid kommer att rdkna
vinklar i radianer, inte grader. Vinkeln for ett varv ar alltsa 2w, vilket ju &r
omkretsen av en cirkel med radie 1, och inte 360°.

Definition 2.1.7. Vi séger att tva vinklar o och § &r lika om o — 5 &r ett
heltal ganger 2.

Anmairkning 2.1.8. Definitionen 2.1.6 visar att i denna kurs kommer vi att
rakna vinklar med tecken. Med andra ord kommer vi att rdkna en lika stor
vinkel som positiv eller negativ, beroende pa om den &r métt medsols eller
motsols. I Figur 2.1 s& ar vinkeln fran A till u lika med «, medan vinkeln fran
wtill A 8r 27 — «, vilket ocksa ar lika med —a.

Satserna i euklidisk geometri dr de pastaenden om geometrin som kan formu-
leras genom att endast anvénda dessa nu inférda begrepp. Exempel &r:

(i) Sats: Om tva linjer inte skir varandra i ndgon punkt, och en tredje linje
faller in mot dem, s& kommer denna tredje linje att mdte bégge tva i
samma vinkel;

SForsoker man lite sjilv, sd méirker man snabbt att det inte &r helt ldtt att ge en allmén
definition av vad man ska mena med arean av en figur i planet. Ett matt pa komplikationerna
som uppstar nar man ska definiera area, &r att den idag allmént accepterade definitionen av
arean av en delméingd i planet definierades inte férrén i 1900-talets borjan av Henri Lebesgue!
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Figur 2.1: En illustration av definitionen av vinkeln mellan tva linjesegment.

Figur 2.2: De tva infallande vinklarna &r lika stora.

(ii) Sats: Ien triangel &r summan av alla tre vinklar densamma som summan
av tva rata vinklar, se Figur 2.3;

(i) Sats: (Pythagoras) Om man ritar en kvadrat vid varje sida i en rét-
vinklig triangel, sa ar arean av kvadraten vid hypotenusan densamma
som summan av areorna vid de bagge kateterna, se Figur 2.4.

2.2 Automorfier

Detta avsnitt i var introduktion till euklidisk geometri kommer att beskriva
ett begrepp som dyker upp néstan overallt i matematiken. Med en automorfi
kommer vi att mena en funktion med egenskapen att den bevarar all geometrisk
struktur. Mer precist s& kréver vi att en automorfi ska vara en bijektion (se
Definition 1.5.8) med avseende pa bade punkter och linjer, och att alla storheter

N —H

Figur 2.3: Hirdra+ 5 +vy=90 +e¢.
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Figur 2.4: Pythagoras sats.

man kan méta upp (vinklar och linjer) skall vara oférandrade efter automorfin.
Sa f ar en automorfi om:

e Funktionen f &r en bijektion fran méngden av punkter till sig sjéilv, sa
f : R2 — R? &r en bijektion;

e Funktionen f respekterar linjer: sa om L &r en linje sa kommer

f(L) ={f(z) |z e L}

ocksa att vara en linje, och f ger pa detta sétt dven en bijektion fran
mingden av linjer i R? till sig sjilv;

e Funktionen bevarar avstind, i meningen att avstandet mellan = och y
alltid dr detsamma som avstandet mellan f(x) och f(y);

e Funktionen bevarar wvinklar, s& att vinkeln mellan tva linjer som skér
varandra ar densamma som vinkeln mellan bilden av linjerna.

Helt enkelt betyder ordet "automorfi” att funktionen f inte far fordndra nagon
enda métbar egenskap hos det den verkar pa (i vart fall det euklidiska planet)
— planet sjalvt ska vara helt oskiljbart fran bilden av planet under funktionen

f.

Anmairkning 2.2.1. Definitionen av en automorfi som vi har givit dr ganska
ineffektiv, i meningen att den skulle kunna formuleras mycket kompaktare. Till
exempel sa kraver vi forst att f ar en bijektiv funktion, och speciellt kraver vi da
att om p och ¢ ar skilda fran varandra, s kommer f(p) och f(q) vara skilda fran
varandra. Sedan kréver vi dessutom senare att f ska bevara avstand mellan
punkter. Men det andra villkoret implicerar det forstal Om p # ¢ &r deras
avstand nollskilt, och d& maste avstandet mellan f(p) och f(q) vara nollskilt.
Vi har anvéint ett onodigt krangligt sitt att formulera automorfivillkoret for att
betona den intuitiva betydelsen av en automorfi, som en funktion som bevarar
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Figur 2.5: En rotation.

alla egenskaper som 6verhuvudtaget kan formuleras utifran de begrepp som vi
har formulerat.

Exempel 2.2.2. En translation, eller parallellférflyttning, av planet ar en
funktion pa formen

flz,y) = (z+a,y+0),

dér a och b ar tva fixerade reella konstanter. Vi visualiserar det som att funk-
tionen flyttar alla punkter i planet en stricka a i z-led, och en stricka b i y-led.
Varje translation ar en automorfi.

Exempel 2.2.3. En rotation runt en given punkt &r alltid en automorfi. Till
exempel kan vi rotera planet med en vinkel 8 moturs runt origo. Lat oss rdkna
ut hur denna automorfi kan skrivas i koordinater. Betrakta som i Figur 2.5 en
punkt p = (z,y) med avstand r = /a? 4+ y? till origo. Lat som i figuren «
vara vinkeln mellan linjen fran origo till p och z-axeln. Punkten f(p) far enligt
trigonometri koordinaterna (r cos(a + @), rsin(a + 0)). Med additionsformler
for cosinus och sinus fas att

f(p) = (r(cosacosf — sin asin ), r(cos asin @ + sin v cos §)).
Anvénder vi nu att x = rcosa, y = rsinq, fas att

f(p) = (xcosf — ysinb, zsinh + ycosh).

Vi ténker inte i detalj visa att alla dessa exempel faktiskt dr automorfier. Lat
oss dock t.ex. visa att varje rotation kring origo avbildar linjer bijektivt. Lat
A vara linjen ax 4+ by = ¢, och f en moturs rotation med vinkel 6 runt origo.
Vi vill forst visa att f(A) ar en linje. Fran definitionen kommer (z,y) € f(\)
om och endast om (z,y) ligger pa linjen som fas av att rotera A med en vinkel
f moturs, och att detta i sin tur sker om och endast om A innehaller punkten
som fas genom att att rotera (,y) med en vinkel § medurs. Lat nu f~! vara
funktionen som roterar planet med en vinkel § medurs runt origo. Sa f~! fas
genom att sétta in vinkeln —@ i uttrycket fér en moturs rotation. D& &r

f(z,y) = (xcosd + ysinh, —xsinf + y cos ),
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eftersom cosz = cos(—z) och —sinz = sin(—z). Det vi har sagt i borjan av
denna paragraf ar att

FO) = {f(z,) | (z,y) € A} = {(z,9) | f}(z,y) € A}.
Men f~1(z,y) € X giller precis da
a(zcos@ + ysinf) + b(—zsinf + ycosh) = ¢

eller
(acosf —bsin@)x + (asinf + beosh)y = c.

Detta &ar nu igen ekvationen for en linje. En lustig observation ar nu att det enda
f gjort var att "rotera” koefficienterna a och b med en vinkel 8! Om vi jamfor
med vart tidigare uttryck for f, ser vi att nér linjen A ges av koefficienterna
a,b och ¢, si kommer f(\) att ges av koefficienterna f(a,b) och c. Speciellt
géller ju att (a,b) # (0,0) om och endast om f(a,b) # (0,0), vilket visar att A
ar en linje om och endast om f(\) ar det. Utifran denna sista observation, att
f verkar pa linjer genom att "rotera” koefficienterna a och b, kan man ocksa
visa att f ger en bijektion fran méngden av linjer till sig sjélv.

Vad som visar sig ar att alla automorfier av det euklidiska planet kan konstrue-
ras genom att sétta ihop dessa tva exempel, alltsa translationer och rotationer
kring origo. Med det menar vi foljande:

Sats 2.2.4. Varje automorfi av det euklidiska planet kan skrivas som en rota-
tion kring origo féljd av en translation.

Vi borjar med ett lemma.

Hjilpsats 2.2.5. Antag att tva automorfier f och g har egenskapen att f(p) =
g(p), och f(p') = g(p)), dir p och p' dr tvd distinka punkter i planet. Dd dr
f=g

Bevis. Lat ¢ € R? vara en godtycklig punkt i planet: vi skall visa att f(q) =
9(q). Om g = p vet vi redan detta, sa vi kan utan inskrankning anta att ¢ # p.
Bérja med att dra det réta linjesegmentet p fran ¢ till p. Lat A vara det rita
linjesegmentet fran p till p’. Eftersom bade f och g avbildar rita linjer pa rita
linjer, och bade f och g avbildar p och p’ till samma tv& punkter, si méste det
gilla att f(X\) = g()\), det vill sidga

{f(z) [z €A} ={g(z) |z € A}.

Lat 6 beteckna vinkeln mellan A och p. Eftersom f och g dr automorfier sa
kommer bada att avbilda p pé ett linjesegment som gar ut fran punkten f(p),
med en vinkel 6 fran linjen f(A) = g(\), och som har samma liangd som pu.
Men nu ser vi att det bara finns ett sddant linjesegment, sa det géller dven att
f(p) = g(p). Speciellt kommer bade f och g att avbilda dndpunkten péa pu till
samma punkt, s f(q) = g(q). Eftersom detta géller for varje godtycklig punkt
q ar vi klara. O
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Figur 2.6: En illustration av beviset till 2.2.5.

Bevis. (av 2.2.4) Lat f vara en automorfi. Vi ska visa att f kan skrivas som
en sammansittning av en rotation kring origo och en translation.

Tag tva punkter p och p’. Lat A vara linjesegmentet fran p till p’, och p linje-
segmentet fran f(p) till f(p'). Rita en markering pa de bada linjesegmenten i
punkterna p respektive f(p). Om vi roterar planet med en vinkel 6, kommer
dven vinkeln mellan A och varje fix linje att &ndras med 0. Sa det existerar en
rotation g runt origo sddan att linjesegmentet g(A) (det vill sédga, A roterad
med en vinkel #) och p &r parallella, och s att den markerade punkten pa
bagge linjer pekar at samma hall.

Lat sedan h vara translationen som avbildar g(p) pa f(p). Vi hdvdar nu att
f = hog. Enligt konstruktionen vet vi att f(p) = h(g(p)), och enligt 2.2.5
behover vi nu bara visa att f(p') = h(g(p)) for att slutféra beviset. Men enligt
definitionen av g kommer linjen fran g(p) till g(p’) att ha samma ldngd och
riktning som linjen fran f(p) till f(p’), och eftersom translationen h bevarar
bade langd och riktningar kommer detta att gélla dven linjen fran h(g(p))
till h(g(p)). Men om f(p) = h(g(p)), och linjen fran denna punkt till f(p/)
respektive h(g(p’)) dr densamma, s& méaste dven f(p’) och h(g(p’)) vara samma
punkt. O

2.3 Axiom

Den presentation av euklidisk geometri vi har gjort i detta kapitel ar radikalt
annorlunda fran Euklides ursprungliga. Euklides anviander sig av samma be-
grepp — punkter, linjer, vinklar — men definierar dessa genom axiom. Det
vi har gjort ar att definiera punkter som par av tal, och definiera geometriska
figurer genom vilka ekvationer dessa talpar uppfyller. Och hur skulle Euklides
ha kunnat hitta pa en sddan definition? Euklides talade aldrig om ekvatio-
ner: han anvinde sig av ett talsystem som inte ens hade en symbol for 0, och
det skulle droja nastan 2000 ar innan René Descartes skulle inféra bruket av
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Figur 2.7: En illustration av fjirde postulatet. Tva linjesegment faller in mot
linjen A, och det hogra moter A i rdt vinkel.

ekvationer och koordinatsystem i geometrin.®

I Euklides Elementa foljs en annan vig in i geometrin: man definiererar aldrig
vad en punkt eller en linje faktiskt &r for nagot, endast vilka egenskaper dessa
skall ha. Vad detta betyder &r att Euklides sdger att det finns nagot som
heter punkter och linjer och cirklar och vinklar, och att dessa uppfyller en
viss uppsittning axiom. I Elementa skiljer han pa vad han kallar axiom och
postulat, dven om vi idag skulle sdga att axiom och postulat dr synonymer.
Dessa #r Euklides fem postulat:”

(i) Genom tva punkter passerar en unik linje;

(ii) Varje andligt langt linjesegment kan dras vidare godtyckligt langt i bagge
riktningar;

(iii) Givet en punkt p och en striacka r, finns det en unik cirkel med p som
mittpunkt och r som radie;

(iv) Viborjar med en definition: Lat A vara nagon linje, och u ett linjesegment
som moter A i sin ena &ndpunkt. Mellan A och p kan vi méta tva olika
vinklar, och om dessa tva ar lika sa sadger vi att vinklarna ar rdta. Det
fjarde postulatet sdger att alla réta vinklar ar lika stora, se Figur 2.7.

(v) Givet en linje och en punkt som inte ligger pa denna, finns en unik linje
genom punkten som inte skir den givna linjen nagonstans.

Vi har ersatt Euklides ursprungliga femte postulat med det logiskt ekvivalenta
Playfairs aziom,® som for manga upplevs som geometriskt tydligare. Euklides
ursprungliga version ser ut sd hér: om tva linjer skir en tredje i tva olika
punkter, pa ett sadant sétt att de bada inre vinklarna pa ena sidan av den
tredje linjen summerar till mindre &n tva riata vinklar, s& maste de forsta tva
linjerna skéra varandra i en punkt pa just denna sidan av den tredje linjen.

SRené Descartes (1596-1650) riknas som den analytiska geometrins fader, dir ordet ana-
lytisk betyder precis att man anvénder ekvationer for att beskriva geometriska figurer och
algebra for att 10sa geometriska problem. Fran honom kommer namnet "kartesiskt koordi-
natsystem”.

"Vi har omformulerat dem nagot fran hur de ser ut i original.

8D6pt efter den skotske matematikern John Playfair (1748-1819).
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Utover dessa postulat anvander sig Euklides av fem axiom som man kan fore-
stélla sig att han skilde fran postulaten for att han tyckte att de var giltiga for
all matematik, inte bara plan geometri:

(i) Storheter som &r lika med samma storhet ar lika;

(ii) Om samma storhet adderas till lika stora storheter, dr resultaten lika
stora;

(iii) Om samma storhet subtraheras fran lika stora storheter, ar resultaten
lika stora;

(iv) Storheter som sammanfaller ar lika stora;

(v) Det hela &r storre dn varje del.

De forsta tva uttrycker tva rdaknelagar i ord: om a = b och b = ¢ ar a = ¢,
respektive att om a = b &r a + ¢ = b+ ¢. Det tredje axiomet skulle vi idag
se som ett specialfall av det andra eftersom subtraktion endast dr addition
med ett negativt tal, men Euklides kiinde inte till begreppet "negativt tal”. De
sista tva dr patagligt mer geometriska och lite luddigare formulerade. Med den
férsta menar han exempelvis att om man genom att flytta och rotera planet
kan Gverfora en triangel till en annan, s& kommer dessa att ha samma vinklar,
sidlangder, area, och sa vidare. Med den sista menar han t.ex. att om en linje
delar en vinkel i tva delar, sa kommer bada dessa delar att vara mindre &n den
ursprungliga vinkeln.

Idag skulle vi sdga att han dessutom anvénder vissa underforstadda egenskaper
hos begreppen han studerar. Till exempel kan han argumentera att ett linje-
stycke som borjar innanfor en cirkel och slutar utanfér den, maste nagonstans
skéra cirkeln. Det finns dock inget i hans axiom som garanterar detta — det
gar inte ens att visa att det maste existera en in- eller utsida!

Att forsoka visa satser om geometri med hjéalp av Euklides axiom, i stéllet for
att anvinda ekvationer och trigonometri som vi ar vana vid, r en utmaning
till en borjan. En kul bok som arbetar med bade euklidisk och icke-euklidisk
geometri pa detta rent axiomatiska sétt ar den bitvis ganska tunga [4]. Dock
kommer vi inte att géra nagot sddant i detta kompendium. Vart fokus kommer
vara att arbeta med en konkret modell av geometri, som punkter i ett koordi-
natplan, och vi kommer férsoka konstruera en av de vanligaste modellerna for
hyperbolisk geometri, den sa kallade 6vre halvplans-modellen.

2.4 Historik over parallellpostulatet

Det femte av Euklides postulat brukar kallas for parallellpostulatet, och dess fa-
scinerande historia ar idag vélkdnd bland matematiker — manga matematiker
kan, i stora drag, aterberétta historiken i de foljande paragraferna. Materialet
i detta avsnitt, och mycket mer detaljer, kan hittas i vilken bok som helst om
hyperbolisk geometri eller matematikens historia, sasom [2].
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Figur 2.8: Legendres méarkliga konfiguration av rita linjer.

Man brukar allmént definiera tva linjer som parallella om de inte mo6ts i nagon
punkt. Parallellpostulatet siger alltsa att givet en linje A och en punkt p ¢ A,
finns en unik linje genom p som ar parallell med .

Euklides sjalv anvénder inte postulatet i sina férsta 28 propositioner, nagot som
méanga idag tolkar som att han sjilv ogillade det och anstringde sig for att inte
behéva anvinda det. Det femte postulatet kan tyckas klumpigt och krangligt
och mindre sjalvklart 4n de forsta fyra, och véaldigt lange efter Euklides tid var
matematiker Gvertygade om att det gick att bevisa det femte postulatet fran
de forsta fyra. Manga felaktiga bevis for det femte postulatet har foreslagits
genom aren, men alla har fallit pa att de nagonstans pa ett subtilt sdtt anvant
en egenskap hos planet som ar ekvivalent med parallellpostulatet. Till exempel
upptécktes Playfairs axiom av den grekiske matematikern Proclus; det var
denna egenskap han implicit anvénde i sitt eget felaktiga bevis for (Euklides
version av) parallellpostulatet.

For en modern ldsare dr kanske de intressantaste bland dessa felaktiga be-
visforsok Girolamo Saccheris (1667 - 1733). Vad han gjorde var att anta att
parallellpostulatet ar falskt, och forsokte hitta en motsigelse. Motsatsen till
parallellpostulatet &r som foljer: det existerar en linje och en punkt ej pa lin-
jen, sadana att antingen finns ingen parallell linje genom den givna punkten,
eller s& finns fler 4n en. Han visade att om det inte finns nagon parallell linje
finner man en motségelse, sa om parallellpostulatet ar falskt sa méste det finnas
manga olika linjer som inte skdr den givna. Saccheri hittade flera intressanta
resultat innan han upptéckte nagot han trodde var en motségelse. (Resultatet
han hittade var dock inte egentligen en motségelse, utan bara ointuitivt.) Han
kunde bland annat pa véigen visa att om parallellpostulatet &ar falskt for nagon
punkt och linje, s& ar postulatet falskt for alla punkter och alla linjer. Han
visade att om det fanns fler &n en parallell linje, sa existerar odndligt manga
olika parallella linjer. Vidare s& méarkte han att om parallellpostulatet &r falskt
sd maste vinkelsumman i varje triangel i planet vara mindre dn 7, inte lika
med 7 som for en vanlig triangel!”

Adrien-Marie Legendre (1752-1833) fortsatte Saccheris arbete och visade t.ex.
att om parallellpostulatet ar falskt s gar det att rita tva linjer som skir varand-
ra i en godtyckligt liten vinkel, och sedan rita en tredje odndligt lang rét linje
som ligger helt innanfér det spetsiga omradet mellan de andra tva linjerna,
utan att skdra nagon av dem.

Det &r handelseforloppet efter allt detta som stéllde hela historien pa huvu-
det. Ungraren Janos Bolyai (1802-1860) och ryssen Nikolaj Lobatjevskij (1792-

9Euklides sjilv métte inte vinklar i vare sig radianer eller grader, utan skulle ha formulerat
det som att vinkelsumman &r mindre dn tva rata vinklar.
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Figur 2.9: Illustration av parallellaxiomet i hyperbolisk geometri: givet en linje
[ och en punkt P som inte ligger pa [, finns det odndligt manga linjer som gar
genom P och inte skér [.

1856) insag bada tva, oberoende av varandra, att det aldrig kommer att ga att
bevisa parallellpostulatet enbart med hjilp av de tidigare fyra postulaten, ef-
tersom det gar att konstruera en ny sorts geometri dar alla de fyra forsta
postulaten stdmmer, men parallellpostulatet dr falskt. I moderna termer skulle
vi séga att de insag existensen av den hyperboliska geometrin.

YD)

I denna geometri betyder alla orden "punkt”, "linje”, "vinkel”, och sa vidare,
nagot annat &n i den klassiska euklidiska geometrin; men med korrekt &ndrade
definitioner far man en geometri lika betydelsefull och "sann” som den dittills
kédnda. Med andra ord var alla markliga resultat som Saccheri och Legendre
fann nér de antog motsatsen till parallellpostulatet helt enkelt inga motsé-
gelser alls, utan de forsta kdnda satserna om hur parallella linjer beter sig i
hyperbolisk geometri!

Atminstone &r det sa vi ser historien idag. Av deras samtid blev bade Bolyai
och Lobatjevskij motarbetade och hade svart att fa sina arbeten publicerade.
(Sa lite genomslag hade deras idéer att det tog Bolyai 6ver tjugo ar att fa hora
talas om Lobatjevskijs arbeten!) For att stro salt i saren skrev den store Carl
Friedrich Gauss i ett brev till Bolyai att hans idéer var geniala, men att Gauss
sjalv redan upptéackt dem manga ar tidigare men inte velat publicera dem!

Inte férran mot artonhundratalets andra hélft vann den hyperboliska geometrin
allmén acceptans, efter flera matematikers arbete (sarskilt bor man har ndm-
na Eugenio Beltrami [1835-1900|, Felix Klein [1849-1925] och Henri Poincaré
[1854-1912]) med att forenkla och forklara dessa teorier. Speciellt kinde man
vid det hér laget till 6vre halvplansmodellen (som vi kommer visa i detta héf-
te) och den sa kallade diskmodellen for hyperbolisk geometri, d.v.s. man kunde
faktiskt rita bilder av hur det hyperboliska planet ser ut. Man kan jamféra med
hur svart det var for komplexa tal att bli accepterade av matematikervarlden
innan de kunde askadliggéras genom det komplexa talplanet, som vi kommer
att prata mer om i kapitel 3 i detta héfte.
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Ovningar

Ovning 2.1. (i) Ge exempel pa en funktion f : R? — R? som bevarar
vinklar men ej avstand.

(ii) Gar det att tala om en vinkelbevarande funktion som ej respekterar
linjer?

(iii) Om (x,y) uppfyller ax + by = ¢ vilken ekvation uppfyller f((z,y)) dar
f((zy) =(z+1y+1)?

Ovning 2.2. Hitta den unika automorfi f som avbildar (1,0) pa (2,5) respek-
tive (2,0) pa (2,6). Bestim &ven f~1.

Ovning 2.3. (i) Visa att translation bevarar vinklar. Antag att ett segment
av en cirkel fran en punkt A till B har samma lingd och riktning efter
translation.

(ii) Visa att reflektion f((z,vy)) = ((z, —y)) €j bevarar vinklar.

Ovning 2.4. Lat X vara en méngd. Visa att om en funktion f : X — X

har en invers, det vill siga det existerar en funktion f~!: X — X sadan att
fof'=f"1lof=id, saér f en bijektion.

Ovning 2.5. En linje som ges av ax + by = ¢ kan ocksa skrivas pa sa kal-
lad parameterform. Detta betyder att vi beskriver kurvan som bilden av en
funktion pa formen

f(t) = (d+rt,e+ st)

dar d, e, r och s ar konstanter och inte bade r och s ar noll. Visa att en mojlig
parametrisering av linjen ax + by = ¢ ges av att vélja

ac be

d—m, €:m, T:b, S = —a.

Ovning 2.6. Sats 2.2.4 siger att varje automorfi av det euklidiska planet
kan skrivas som en rotation kring origo f6ljd av en translation. Visa att varje
automorfi &ven kan skrivas som en translation f6ljd av en rotation kring origo.
(Ledning: om f &r en automorfi, ir #iven den inversa avbildningen f~! det.)

Ovning 2.7. Antag att ekvationerna az + by = ¢ och a’z 4+ b'y = ¢’ definierar
samma linje i planet. Visa att ekvationerna endast skiljer sig at med en kon-
stant, det vill sdga det finns en nollskild konstant p saddan att a = pa’, b = pb/
och ¢ = pc.

Ovning 2.8. Avsluta beviset for att en rotation avbildar linjer bijektivt.
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3 Komplexa tal

I det har kapitlet infor vi rdknesatten addition, subtraktion, multiplikation
och division for punkter i planet. Detta gor att vi kan identifiera punkter i
planet med de sa kallade komplexa talen. Dessa betecknas vanligtvis med C.
Vi diskuterar olika sétt att representera komplexa tal och ger en geometrisk
tolkning av rakneséatten.

Parameterkurvor i planet kan ocksa beskrivas med hjalp av komplexa tal, och
automorfierna av R? kan pa ett elegant siitt identifieras med vissa avbildningar
av C. Vi avslutar kapitlet med en kort genomgang av funktioner av komplexa
tal och deras egenskaper.

3.1 Operationer med punkter i planet

Alla punkter i planet R? kan beskrivas med hjilp av tva reella tal, punkternas
sé kallade koordinater. Vi behérskar sedan tidigare raknesatten for reella tal:
vi kan addera, subtrahera, multiplicera och dividera reella tal.

Vi anviander nu de kdnda raknesatten for R for att infora motsvarande raknesatt
for punkter i planet. Vi delar for enkelhetens skull upp definitionerna.

Definition 3.1.1. Lat p = (a,b) och ¢ = (¢, d) vara godtyckliga punkter i R2.
Summan av p och q ges av

p+qg=(a+cb+d)
och differensen av p och ¢ ar

p—q=(a—cb—d).

Vi noterar att detta &r véldefinierat eftersom a + ¢ och b + d samt a — ¢
och b — d ar definierade for reella tal a, b, ¢, d. Resultatet av additionen och
subtraktionen ar ett nytt par av reella tal, och vi kan givetvis identifiera dessa
par med punkter i planet. Dessutom kinns definitionen naturlig: additionen
och subtraktionen sker komponentvis. Vi ska senare se hur operationerna kan
tolkas geometriskt.

Vi fortsdtter med att definiera multiplikation.

Definition 3.1.2. Lat p = (a,b) och ¢ = (¢,d) vara godtyckliga punkter i
planet. Produkten av p och ¢ definieras som

p-q = (ac—bd,ad+ be).
Vi ser igen att definitionen dr meningsfull eftersom uttrycken ac, bd, och séa

vidare, samt summor och differensen av dem, &r meningsfulla for reella tal a,
b, ¢ och d.

Exempel 3.1.3. Sitt p = (1,1) och ¢ = (2,1). D& har vi enligt definitionen
av addition och subtraktion att

p+q:(171)+(271):(3’2)
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pg = (1,3)

p:(Ll) q:(21)

¢+0
¢9

Figur 3.1: Vinkeln av produkten pg ges av summan av vinkeln av p och vinkeln
av q.

samt
pP—q= (L 1) - (27 1) = (_170)'

Vi anvéander definitionen av produkt fér att berdkna

pe=(1,1)-(2,1)=(1-2-1-1,1-14+1-2) = (1,3)

Definitionen av produkten av tva punkter kan se lite godtycklig ut. Det finns
dock en fin geometrisk beskrivning av den. Om vinkeln mellan z-axeln och (en
linje som gar fran origo till) p &r @ medans vinkeln mellan z-axeln och ¢ &r ¢,
visar det sig att vinkeln mellan z-axeln och produkten pg kommer vara ¢ + 6.
Figur 3.1 illustrerar detta for det foregaende exemplet. Dessutom visar det sig
att avstandet av pq fran origo kommer vara precis produkten av avstandet av
p fran origo med avstandet av ¢ fran origo. Vi tar och bevisar detta i sats 3.4.1.

Vi definierar division av punkter som foljande.
Definition 3.1.4. Lat p = (a,b) € R? och ¢ = (¢,d) # (0,0) € R Da

definierar vi
p_ ac+bd —ad+ be
g \E+d? 2+

Komplexa tal har samma réakneregler som reella tal. Detta beskriver vi i nésta
sats.

Sats 3.1.5. For alla punkter p = (a,b),q = (c,d),r = (e, f) € R? gdller det
att

o (Associativitet) (p+q)+r=p+(¢+7)
e (Identitet) p+ (0,0) = p
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e (Invers) p+ (—p) = (0,0), (ddir (—p) dar definierat som (—a,—b)).

e (Kommutativitet) p+ q = q + p.

att

(Associativitet) (pq)r = p(qr).

(Identitet) p - (1,0) = p for alla p € R?

(Invers) p - (11’,0) = (1,0) om p # (0,0).

(Kommutativitet) pqg = qp.
samt att
e (Distributivitet) p(q + r) = pq + pr.

Beuvis. Beviset lamnar vi till en 6vning. Se 6vning 3.8. O

3.2 Real- och imaginirdel av komplexa tal

Vi har i foregaende avsnitt infort algebraiska operationer pa punkter i pla-
net. Detta gor att vi kan uppfatta punkter i planet, tillsammans med dessa
operationer, som ett nytt slags tal som vi kan rdkna med.

Vi ska nu inféra den notation som &r bruklig ndr man arbetar med dessa
komplexa tal. Den &r framfor allt praktisk nédr man vill betona den algebraiska
aspekten av komplexa tal, till skillnad fran den geometriska tolkningen som
punkter i det vanliga planet.

Vi borjar med tva exempel.

Exempel 3.2.1. Betrakta tva punkter p = (a,0) och ¢ = (¢,0) pa x-axeln.
Nér vi adderar p och q eller subtraherar dem fran varandra far vi nya punkter
pa z-axeln. Till exempel géller ¢ — p = (¢ — a,0).

Definitionen av multiplikation medfor att produkten av p och ¢ ar
pg=(a-c—0-0,a-0+c-0) = (ac,0),
sa pq ligger ocksa pa z-axeln.

Exempel 3.2.2. Vi betraktar nu en punkt pa z-axeln, p = (a,0) samt en

punkt pa y-axeln, ¢ = (0,b). Vi ser genast att summan eller differensen av p

och ¢ i allménhet inte ligger pa vare sig z-eller y-axeln. Daremot har vi
pg=(a-0—0-b,a-b+0-0)=(0,ab),

sa produkten av p och ¢ ligger pa y-axeln.
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Vi sdtter hadanefter

i=1(0,1)
och kommer lite oegentligt att skriva
1=(1,0).

I det sistndmnda fallet genomfor vi i sjalva verket en identifikation av det
speciella paret (1,0) med det reella talet 1.

Mer allmént kommer vi att identifiera det kompleza talet z = (a,0) med det
reella talet a. Fran rdkningarna i Exemplen 3.2.1 och 3.2.2 féljer att varje punkt
p = (a,b) kan skrivas som

p = (a,b) = (a,0)(1,0) + (0,1)(b,0) = al + ib = a + ib.

Vi anvinder denna notation nér vi vill betona de algebraiska aspekterna av
operationer med punkter i planet.

Definition 3.2.3. Ett komplext tal ar ett tal pa formen
z=a+1tb, dar a,beR.

Varje komplext tal svarar mot en punkt p € R? med p = (a,b). En punkt
p = (a,b) € R? kan identifieras med det komplexa talet z = a -+ ib.

Det reella talet a kallas for z:s realdel, och vi skriver a = Re(z). Talet b ar z:s
imagindrdel och betecknas b = Im(z).

Méngden av alla komplexa tal, det vill séga,
{z=a+1ib:a,beR}
brukar betecknas med C.

Om a =01z = a+ib sger vi att z &r rent imagindrt och om b = 0 att z
ar reellt. De reella talen R kan identifieras med en delméngd av de komplexa
talen, ndmligen med méangden

{z € C:Im(z) = 0},
vilken sammanfaller med z-axeln i planet.
Vi avslutar detta avsnitt med en intressant observation: vi har
i2=4-i=(0,1)(0,1) = (—1,0).

Vi har ju tidigare identifierat paret (—1,0) med talet —1. Var utrdkning visar
alltsa att ¢ har egenskapen

det vill siga, i 16ser ekvationen z? + 1 = 0.

Historiskt sett var det sa studiet av komplexa tal inleddes—man ville hitta
rotter till vissa polynomekvationer. Man inforde déarfér en symbol, ¢, bildade
uttryck pa formen a + ib och definierade rédkneregler for dessa. Déarefter visade
man att riknereglerna var meningsfulla och reducerades till de vanliga reglerna
for reella tal nér b = 0. Eftersom vi framst &r intresserade av geometri har vi
borjat med att betrakta komplexa tal som punkter i planet, utrustade med
rakneregler, men i sjdlva verket upptécktes denna tolkning av de komplexa tal
efter deras algebraiska egenskaper.
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Figur 3.2: Punkten z och dess konjugat z.

3.3 Konjugat, ldngd och vinkel.

Att komplex multiplikation motsvarar rotationer gér komplexa tal vildigt an-
vindbara. Vad som dock inte kan beskrivas med rotationer ar reflektioner. Vi
infér darfor det sa kallade konjugatet av ett komplext tal.

Definition 3.3.1. Konjugatet av z = a+ bi € C ar
a—bieC.
Vi skriver detta som Zz.

Geometriskt innebdr konjugering att vi speglar punkten i z-axeln.

Vi definierar &ven ldngden eller absolutbeloppet av ett komplext tal z = a+bi €

C som
|z] = Va? + b?

vilket d& motsvarar avstandet fran O till z.

Om vi testar att berdikna produkten av ett komplext tal med sitt konjugat far
vi att
2z = (a+bi)(a —bi) = a® — (bi)? = a® + b* = |2

sa konjugat-funktionen later oss dven smidigt arbeta med avstand. Konjugatet
ger oss dven ett enklare uttryck for kvoten av tva komplexa tal, ndmligen

A

z
w Jw]?
3.4 Komplexa tal pa polar form

Vi kan beskriva punkter i planet genom dess x- och y-koordinater. Ett annat
siatt att beskriva en punkt i planet dr genom att forst sdga vilken riktning

punkten ligger i, och sedan hur langt vi maste ga i den riktningen for att na
punkten. Detta kalas for poléra koordinater (se figur 3.3).
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Figur 3.3: Poléra koordinater.

For att gora det mer konkret, givet en vinkel # mot x-axeln och ett avstand r
att ga fran origo for att komma till punkten, kan vi beskriva den resulterande
punkten i - och y-koordinater som (r cos @, rsin ), eller som ett komplext tal
r(cosf + isinf).

Vinkeln 6 kallas for argumentet av z, och vi skriver § = arg(z). Om z = 0 &r
arg(z) odefinierat. Vi kan dédrmed skriva

z = |z|(cosarg(z) + isinarg(z)).

Vi ska nu bevisa vad vi ndmnde tidigare, att multiplikation av tva komplexa
tal motsvarar att vi adderar argumenten och multiplicerar absolutviardena.

Sats 3.4.1. Ldt z,w € C vara tvd komplezxa tal. Lat r = |z|, s = |w|, 0 = arg z
och ¢ = argw. Da kommer

zw = 15 (cos(0 + ¢) +isin(0 + ¢)) .
Bevis. Vi multiplicerar de komplexa talen z och w och far

z+-w =r(cosh +isinf) - s(cos ¢ + isin @)
=rs(cosfcos¢ — sinfsin ¢ + i(cosdsin ¢ + sin b cos ¢))

och genom att anvénda additionsformlerna for sinus och cosinus far vi

z-w=rs(cos(0 + ¢) +isin(0 + ¢)) (3.1)
vilket vi ville visa. O
Vi kan &ven sammanfatta detta med formlerna

|z-w| = |z| - |[w|] och arg(zw) = arg(z) + arg(w).

Liknande rakningar kan genomféras for division. I polédra koordinater blir kvo-
ten av talen z och w, w # 0, det komplexa talet som i poldra koordinater kan
skrivas

= = Lleos(8 — ¢) + isin(0 — 6)),
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det vill sdga, vi dividerar talens absolutbelopp och subtraherar de tillh6rande
vinklarna:

AN
—| = och arg(z/w) = arg(z) — arg(w).
‘w‘ ] g(z/w) = arg(z) — arg(w)
Eftersom uttrycket cos 64 sin # anvénds sa ofta ndr man arbetar med komplexa

tal &r det smidigt att hitta ett forkortat skrivsatt for det. Man kan déarfor inféra
den komplexa exponentialfunktionen

e = cos +isind,

som &r en funktion som till varje reellt 6 tillordnar ett komplext tal e?. Vi kan

vidare notera att
=V cos2 0 +sin?6 = 1.

Vi kan nu skriva det komplexa talet z = a + ib pa ett kompakt satt:

619

z=re",

dér r = |z| och 6 = arg(z). Genom att anvinda formeln (3.1), med r = s = 1,

erhaller vi
o0l — Li(0+9)

Vi har vidare

ie? = i(cosf +isinf) = icosf +i2sinf = —sinf + i cos

eftersom 72 = —1. Detta visar att derivatan av den komplexa exponentialfunk-

tionen med avseende pa 6 &r
() = ie®.

Funktionen e? beter sig alltsa verkligen som en exponentialfunktion! Vi ska i
nésta avsnitt forklara exakt vad vi menar med att derivera en funktion som
tar komplexa vérden.

3.5 Komplexa funktioner

Precis som vi kan ha funktioner av reella tal kan vi &ven ha funktioner av kom-
plexa tal. I den hér kursen kommer vi frimst vara intresserade 6ver funktioner
f I — C och funktioner f: D — C, dér I C R ar nagot intervall och D C C
ar nagon delmingd av de komplexa talen.

En funktion f : I — C kan vi alltid skriva pa formen

f() = fi(t) +ifa(t)

dar fi,fo : I — R bada ar reell-virda funktioner. Ifall f; och fo bada &r
deriverbara definierar vi derivatan av f att vara

f1(t) = fi(t) +if'(t)

for allat € I.
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I nésta kapitlet kommer vi diskutera dessa funktioner mer samt se hur de kan
betraktas som parametriserar av kurvor i planet.

Vi ska nu &dgna lite tid 4t komplexa funktioner av den andra typen, det vill
sidga funktioner f : D — C vars argument ar komplext, s& D C C &r nagon
delméngd av planet. En sadan funktion kan betraktas som en transformation
av punkterna i D dér alla punkter skickas till en ny punkt i planet.

Den enklaste typen av dessa funktioner &r linjara funktioner (eller mer korrekt,
affina funktioner). Dessa ar funktioner pa formen

f(z)=az+p

dér o, € C ar komplexa tal. Om |o| = 1 visar nésta sats att vi redan &r
bekanta med dessa funktioner.

Sats 3.5.1. Automorfierna av planet kan identifieras med mdngden av funk-
tioner f: C — C som ges pa formen

f(z) =az+ B,
dir o € C uppfyller || =1 och B dr ett godtyckligt komplext tal.

Bevis. Vi borjar med att omtolka translationerna av planet som funktioner
av komplexa tal. Lat alltsa T'(z,y) = (« 4+ a,y + b) vara en translation. Sétt
8 =a+1iboch z =z + iy. Vi ser da att

fe)=z+p=(x+iy)+ (a+ib)=(x+a)+i(y+b)

har precis samma verkan pé& punkterna i planet som T.

Betrakta nu en rotation kring origo R(z,y) = (z cos —ysin 6, x sin 0 +y cos 0)
och skriv, liksom tidigare, z = x + iy. Vi infér o = cosf + isinf. Vi har
redan sett att de o som kan skrivas pa denna form ar exakt de som uppfyller
|a] = 1. Vi berdknar nu produkten az med hjilp av definitionen av komplex
multiplikation:

az = (cosf +isinb)(x +iy) = (rcosf — ysinh) + i(xsinf + ycos ).

Vi ser alltsa att multiplikation med det komplexa talet « roterar punkten som
hor till talet z = & 4 iy med en vinkel 6. Vi ser till slut att f(z) = az + [ ar
en rotation foljd av en translation. O

En viktig egenskap hos automorfier dr att sammanséttningen av tva auto-
morfier &r en ny automorfi. Vi éverlamnar det som en 6vning (se 6vning 3.7)
at lasaren att kontrollera att sammanséttningen av tva funktioner pa formen
az + § dir a € C uppfyller || = 1 &r en ny funktion pa samma form.

En mer allmén linjér (affin) funktion kan vi skriva pa formen

a
f2) =la|l —z+5
[e]
givet att o # 0 (annars dr den konstant). Eftersom |a| € R och ‘@—“ =1 kan

vi tolka f som en rotation, foljd av en skalning, f6ljd av en translation.
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3.6 Komplexa polynom

De fyra raknesétten for komplexa tal gor det mojligt for oss att inféra mer
generella funktioner f: C — C.

Exempel 3.6.1. Ett komplext polynom av grad n &r en funktion f: C — C
pa formen
f(z) = anz" + ap_12"" V4 -+ a1z + ¢, (3.2)

dar ag,aq,...,a, ar fixa komplexa tal, polynomets koefficienter, och a,, # 0.

I exemplet ovan véljer man alltsa koefficienterna a; och varierar z: for varje
z € C ger formeln (3.2) oss ett nytt komplext tal f(z).

Exempel 3.6.2. Vi kommer senare att stota pa funktioner pa formen

az+b
cz+d

f(z) =

I detta fall méste vi vara forsiktiga néar vi delar med 0, det vill sédga, néar

z=—d/c.

3.7 Mer allminna funktioner av komplexa tal

Man kan ocksé definiera exponentialfunktionen e® fér komplexa tal — kom
ihag att vi hittills definierat e for 6 reellt. Man kan helt enkelt sitta
e“=¢*-e? for z=a+ib,

déir e ska tolkas som den vanliga exponentialfunktionen och e = cos b+isin b.
Man kan dven infora trigonometriska funktioner av komplexa tal, som till ex-
empel sinz och cosz, pa ett sadant sdatt att vi far tillbaka de funktioner vi
kdnner sedan tidigare om vi véljer z reellt. Det uppstar emellertid vissa sva-
righeter nar man studerar komplexvérda funktioner av komplexa tal. Nar man
arbetar med funktioner av en reell variabel brukar man understka funktioner-
nas grafer for att forsta dem béattre. Det &r som synes svart att rita en graf
6ver en komplex funktion eftersom vi skulle behéva rita i fyra dimensioner.

3.8 Komplex derivata

Vi avslutar det hir kapitlet med att diskutera derivering av komplexa funk-
tioner. Vi kommer dessvérre inte kunna ga in sa mycket i detalj hiar da det
ar ett valdigt rikt omrade. Omradet dar komplex derivata studeras kallas for
komplex analys.

Vi paminner att en reell funktion f definierad pa nagot intervall I C R, f :
I — R &r deriverbar i en punkt x om den kan approximeras med en linjar
funktion i den punkten, det vill saga

Ft)~at+b
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dar a,b € R, for alla t i ett litet intervall kring . P4 samma vis ségs en
komplex funktion definierad i nagot omrade!® D C C, f : D — C vara komplext
deriverbar, holomorf eller analytisk i en punkt z, om

f(w) = aw+ B

dar «a, f € C, for alla w néra z.
Talet « séger vi ar derivatan av funktionen i punkten z och skriver f'(z) = a.

Definitionen ovan &r inte s rigords, men vi kan édnda ge nagra viktiga konse-
kvenser.

Vi ser att i smé& omréaden sa ska f bete sig som en rotation, foljd av en skalning,
foljd av en translation. En konsekvens av detta ar att f bevarar vinklar i sma
omraden, givet att a # 0. Vi kommer forklara mer vad detta innebér i kapitel
6. Vi ser ocksa att om |a| = 1 s& beter sig f likt en automorfi i det omradet.
Lat oss nu betrakta nagra exempel.

Exempel 3.8.1. e En linjar funktion f(z) = az + B &r deriverbar, med
konstant derivata « Gverallt.

e Alla polynom #r ocksa deriverbara, exempelvis #r f(z) = 22 + 2z deri-
verbart och har derivata f'(z) = 2z + 2.

e Funktionen f(z) = L dr deriverbar i alla punkter férutom z = 0, med

derivata f'(z) = — 2.

e Funktionen f(z) = Re(z) &r inte deriverbar nagonstans, da den inte beter
sig som en rotation i nagot litet omrade. Alternativ ser vi ocksa att den
inte bevarar nagra vinklar

e Funktionen f(z) = z &r inte heller deriverbar nagonstans, vi sig i 6vning
2.3 att den inte bevarar vinklar, detta géller &ven i sma omréden och
den kan dédrmed inte approximeras med linjiara funktioner.

e Funktionen f(z) = e* dr deriverbar 6verallt och har derivata f/(z) = e?.

Anledningen till att derivatorna ser ut som vi ar vana vid ar for att produkt-
regeln, kvotregeln samt kedjeregeln &r densamma for komplext deriverbara
funktioner. Mer precist har vi féljande sats.

Sats 3.8.2. Om f och g dr analytiska funktioner i ett omrade D C C, gdller
det att

e for alla konstanter o, 8 € C dr af + Bg en analytisk funktion i D med
derivata (af + 9)'(z) = af'(z) + B4 (2).

e fg dar en analytisk funktion med derivata (fg)' (z) = f'(2)g9(2)+4' (2) f(2).

OFtt omrdde D av C &r en delmingd av C med fSljande egenskap: om z € D s& ska det
finnas nagot avstand r > 0, s att alla punkter w € C inom avstdnd r, |z — w| < r, ocksd
ingar i D, w € D. Detta betyder att alla punkter nédra z ingar ocksa i D.
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/
e Dir g # 0 dr 5 dr en analytisk funktion, med derivata (g) (z2) =

I'(2)9(2)—g'(2)f(2)
9(2)?

o Antag att h dr en analytisk funktion i ett omride D' C C. Om komposi-
tionen f o g dr vildefinierad dr det en analytisk funktion med derivata

(fog)(2) = f'(9(2))g' ().

e Om f: D — D' dren bijektion dr f~' en analytisk funktion med derivata
() = W Dessutom gdller det att f'(z) #0 i D.
Beviset av satsen ligger dock utanfor kursens ramar men kan finns i bécker om
komplex analys.

Vi ténkte avsluta kapitlet med att &nda ge en rigords definition fér komplex
derivata. Innan det ska vi dock ndmna en till version av kedjeregeln som vi
kommer ha anvandning for.

Sats 3.8.3. Om f dr en analytisk funktion och g : I — C dr en deriver-
bar funktion fran ndgot intervall I C R till C' sd dr kompositionen f o g en
deriverbar funktion fran I till C med derivata

(fog)(t)= f'(g(t)g'(t)
fort eR.

Definition 3.8.4 (Overkurs). En funktion f: D — C for ett omrade D C C
sigs vara komplext deriverbar, analytisk eller holomorf i en punkt z € D om
det komplexa gransvardet

o TG = 1)

h—0 h

existerar. Vad detta innebar ar att for alla reella tal € > 0 ska det finnas ett
reellt tal § > 0 s& att for alla h € C dér |h| < § ar

flz+h) = [(2)

h <e.

Definitionen ovan ar éverkurs och ar inte viktig for att forsta resten av kursen.

Ovningar
Ovning 3.1. Berikna z + w, z — w, zw och z/w for
(i) z=34+iochw=—-1+4+4
(ii) 2z = —/2i och w = 2 — 5i.
Ovning 3.2. Visa att Re(2) = (2 +2)/2 och Im(2) = (2 — Z)/2i.

Ovning 3.3. Visa att |zw| = |z||w]| for z,w € C.
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Ovning 3.4. Lat z,w € C, visa foljande regler for komplext konjugat.

Ovning 3.5. Los andragradsekvationen 22 + iz + 2 = 0 genom att anvinda
kvadratkomplettering.

Ovning 3.6. Visa att derivatan av den komplexa exponentialfunktionen f (0) =
e gr e,

Ovning 3.7. Verifiera att sammansittningen av funktionerna f (2) =az+p
och g(z) = az + B, dér a och & &r komplexa tal med absolutbelopp 1 och
B samt 3 #r godtyckliga, &r en ny funktion pa formen h(z) = Az + B dér
A,B e Coch |A| =1.

Ovning 3.8. Bevisa sats 3.1.5.

Ovning 3.9. Berikna den komplexa derivatan av foljande funktioner genom
att anviinda sats 3.8.2 och att (az + )" = a. Beskriv &ven eventuella punkter
dér de inte ar analytiska.
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4 Baglangd

I det har kapitlet ska vi studera kurvor i komplexa talplanet, samt deras lang-
der.

Kurvorna kommer kunna vara bdjda, borja och sluta i samma punkt och sa
vidare. Dessa geometriska objekt beskrivas med hjilp av ekvationer. Ofta vill
man kunna f6lja en kurva i en viss riktning, och vi ska se att man kan ge en
matematisk beskrivning av detta med hjéalp av sa kallad parameterframstall-
ning.

Med hjélp av parameterkurvor kan vi inféra ett lingdbegrepp for kurvor, den
s& kallade bdgldngden som ges av en viss typ av integral. Avstandet mellan tva
punkter i komplexa talplanet kan formuleras som den minsta méjliga baglang-
den for en kurva som forbinder de tva punkterna, och vi ska visa att det ar de
rata linjerna som minimerar detta avstand.

4.1 Kurvor i komplexa talplanet

Geometriska objekt i komplexa talplanet kan beskrivas genom att ange villkor
pa de komplexa tal som hor till objektet. Ett siatt att gora detta ar att sdga
att de ska uppfylla vissa ekvationer eller olikheter.

Exempel 4.1.1. En linje A i C 4r en méngd
A={ze€C:aRe z+blm z+c =0} (4.1)

for fixa a,b, c € R.

Exempel 4.1.2. Enhetscirkeln T i komplexa talplanet beskrivas som mangden
T={zeC:|z| =1}

En cirkel ar ett exempel pa en sluten kurva, det vill sdga, en kurva som inte
har nagra &ndpunkter.

Exempel 4.1.3. En annan delmingd av planet som kommer vara av intresse
for oss ar det dvre halvplanet

H={zeC:Im z>0}.

Notera att punkterna i det héar exemplet ska uppfylla en olikhet istéllet for en
ekvation. Det leder till en mycket “storre” méngd &n i det foregédende exemplet.

Eftersom en punkt z = z+iy i komplexa talplanet motsvaras av ett talpar (z, y)
i planet, kan motsvarande kurvor ovan beskrivas i vanliga planet. Exempelvis
ges en linje A i R? av en miingd A = {(z,y) € R? : ax + by + ¢ = 0} for fixa
a,b,c e R.

Ibland ar det av intresse att inte bara ange vilka punkter i planet vi vill be-
trakta, utan ocksa ange en inbordes ordning fér punkterna. Vi vill exempelvis
kunna ange var man ska borja rita pa en viss figur, eller i vilken riktning man
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ska genomlopa en kurva. Ett sétt att uppna detta ar att anvinda en funktion,
eller réttare sagt, ett par av funktioner, for att beskriva vart objekt.

En funktion f : [a,b] — C tilldelar ett komplext tal f(¢) till varje tal i interval-
let [a,b]. Det betyder att tva funktioner z,y : [a,b] — R tillsammans ger oss
ett komplext tal x(t) + iy(t) for varje t € [a,b]. Vi kan tolka paret (z(t),y(t))
som koordinater fér en punkt i planet. Nér ¢ 16per igenom intervallet [a, b] fran
a till b ror sig punkten z(t) + iy(t) i komplexa talplanet, och genom att rita
ut x(t) 4 iy(t) for alla varden pa t far vi ett geometriskt objekt. Genom att
vélja funktionerna x och y pa lampligt sétt kan vi beskriva en stor klass av
geometriska figurer, s kallade kurvor. Man kan tolka vart uppldgg som att
funktionen f(t) = x(t) + iy(t) beskriver en bana som vi ska fardas. Variablen
t far da tolkningen tid—den séger oss var vi befinner oss under var fard.

Vi &ar framfor allt intresserade av “snélla” kurvor, det vill sdga, vi vill inte att
vara kurvor ska vara alltfor hackiga. Ett sétt att precisera detta &ar att stélla
vissa krav pa funktionerna som ger oss koordinaterna for punkter pa kurvan.

Vi borjar dock med att ge nagra exempel pa kurvor.

Exempel 4.1.4. Lat p = x1 + iy; och ¢ = x2 + iy2 vara punkter i komplexa
talplanet med p # ¢. Betrakta funktionen v: [0, 1] — C som ges av

1) =@ =tp+itg=(1—t)or +twx+i((1 -y +ty2).  (4.2)

D& beskriver v(t) punkterna pa den réta linjen som forbinder p och ¢ och som
genomlops fran p till g.

Man kan némligen kontrollera (se Ovning 4.1) att y(t) = x(t) +iy(t) uppfyller
(w2 — 21)y(t) — (y2 — y1)a(t) — yr(@2 — 21) + 1(y2 — 1) =0

for varje t, vilket betyder att méngden {v(¢) : ¢t € [0,1]} uppfyller (4.1) med
a=—(y2—y),b=(x2 — 1) och ¢ = x1(y2 — y1) — y1 (22 — 21).

I &ndpunkten ¢t = 0 har vi v(0) = x1 + iy; och om vi istéllet sdtter in t = 1
i (4.2) far vi y(1) = x2 + iy2. Det visar i sin tur att linjen verkligen passerar
genom de tva punkterna p och gq.

Exempel 4.1.5. Vi betraktar for ¢ € [0, 7/2] funktionen
y(t) = 2™ = 2cost + 2isint.
Vi ser att
7(0) = 20 =2

och att
v(m/2) = 2e"/? = 2.

Vidare ar avstandet fran punkten 0 till en punkt v(¢) pa kurvan konstant lika
med |2¢%| = 2 (alternativt kan man beréikna \/4 cos?t + 4sin?t = 2).

Viinser nu att vi har fatt en beskrivning av en kvartscirkel i komplexa talplanet
med radie 2, och vi ror oss langs med kvartscirkeln moturs, fran 2 till 2.
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radie 2 \

Figur 4.1: Parameterkurvan genomloper en kvartscirkel.

Figur 4.2: Icke-skidrande och skidrande kurvor.

Vi ar nu redo att ge en formell definition av vad vi ska mena med kurvor i
komplexa talplanet.

Definition 4.1.6. En parameterfunktion ar en funktion
v a, bl = C,  t— x(t) +iy(t);

som &r injektiv pa [a,b) och &r sddan att funktionerna x(t) och y(t) &r konti-
nuerliga och har kontinuerliga derivator z’(t) och v/ ().

Kurvan I a&r méngden
I'={y(t) : t € a,0]}

det vill sdga, bildméngden till parameterfunktionen -.

Lat oss studera denna definition lite ndrmare och forsdka bygga upp lite intui-
tion. Vi kréver att funktionen ~(¢) dr injektiv, det vill séga, att vy(t1) = v(t2)
medfor att ¢; = to. Detta krav ser till att vara kurvor inte skér sig sjélva: vi
ar aldrig i samma punkt vid olika tider (see Figur 4.2)—utom mojligtvis nér
t =b. Om ~y(a) = y(b) séger vi att kurvan I" &r sluten.

Kontinuiteten hos koordinaterna x(t) och y(t) gor att vara kurvor hénger ihop.
Grafen till en kontinuerlig funktion har inga “sprang”. I var situation ar bade
z-koordinaten och y-koordinaten kontinuerliga, sa punkterna (1) och (t2)
ligger godtycklig néra varandra nér tiderna t; och to ar tillrackligt nara va-
randa. Slutligen ger existensen av en derivata att vara objekt har tangenter
i varje punkt. Det finns naturliga geometriska objekt som inte har tangenter,
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Figur 4.3: Ett polygontag.

men som anda ar relativt trevliga. Ett exempel ar sa kallade polygontag (se
Figur 4.3). Vi kommer att anse att ett polygontag ar uppbyggt av flera pa
varandra foljande kurvor—néamligen linjesegment. Hela polygontaget kommer
da ha tangenter i alla punkter utom i limningspunkterna, men denna svarighet
kommer vi inte att fasta sa stor vikt vid.

Vi observerar att en kurva, som &r ett geometriskt objekt, kan ges som bilden
av flera olika parameterfunktioner. Vi betraktade i ett av exemplen linjen som
forbinder tva punkter p och ¢ och angav da parameterfunktionen v given av
(4.2). Vi hade dven kunnat betrakta parameterfunktionen

A =1 —tp+tg telol]

Dess bild &r samma geometriska objekt, ndmligen linjen, men eftersom 4(0) = ¢
anger denna parameterfunktion att vi ska fardas at andra hallet pa linjen nér
t genomloper intervallet [0, 1].

4.2 Linjeintegraler

Det ar naturligtvis av intresse att kunna méta langden av en kurva i komplexa
planet. Vi maste emellertid bérja med att ange vad vi menar med léngden av
en kurva. Vissa enkla kurvors ldngder kdnner vi redan: vi vet hur man méter
langden pa ett linjesegment.

Vi ska nu se att vi kan anvéinda integraler for att ta fram ett langdbegrepp for
kurvor pa parameterform. Lat ¢ = a; + iaz och p = by + by vara tva punkter
i komplexa planet, och lat A vara det réta linjesegmentet mellan dem. Fran
Pythagoras sats far vi att lingden av A ges av

[(A) =g —pl = V(b1 — a1)? + (b2 — a2)2.

Betrakta nu en parameterfunktion v: [0,1] — C, v(t) = =(t) + dy(t), med
bildméngd I'. Vi later n > 1 vara ett heltal och betraktar de n + 1 stycken
punkterna t; € [0, 1] givna av



Figur 4.4: Approximationer av en kurva med polygontig med n = 3 (vénster)
respektive n = 8 (hoger).

Vi ser speciellt att tg = 0 och ¢, = 1 for alla n. Vi férbinder nu varje par ~(¢;)
och ¥(tj4+1) av punkter pa kurvan med en rit linje (se Figur 4.4).

Detta ger oss ett polygontag K, som bestar av linjesegment A; och som ligger
néra den ursprungliga kurvan, i alla fall om vi véljer n, antalet punkter, stort.
Léngden av varje linjesegment A; ges av

[A)) = Iy(tj41) — ()] = \/(w(tj+1) — x(t5))* + (y(tjen) —y(t;))*

Den totala langden av polygontaget K,, ges av summan av langderna av linje-
segmenten A;:

n—1 n—1
(Kn) = Iy(tin) = () =D \/(ﬂf(tjﬂ) —x(tj))* + (y(tj+1) — y(t;))*
j=0 Jj=0

Vi har ju antagit att funktionerna x(t) och y(t) ar kontinuerliga och har kon-
tinuerliga derivator a’(t) och ¢/(t), sd vi kan tillimpa medelvirdessatsen A.1.5
fran appendix. Vi far da for varje j = 0,1,...,n att

2(tj+1) — 2(t)) = (tj41 — )2’ (7))
for nagot 7; € [t;,tj41], och
y(tjen) — y(t) = (tir1 — )y (o))
for nagot o; € [tj,t;4+1]. Vi noterar dven att t; 11 —t; = 1/n.

Detta ger oss att

) = 5 D\ @ () + (o) (43)

Vi undersoker nu vad som hénder med detta uttryck nér vi véljer n stort.

Eftersom 2’(t) och y/(t) ar kontinuerliga ar dven +/ kontinuerlig. Vi ser nu att
(4.3) paminner ratt mycket om

S VEO GO = S W),
J=0 '
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som ar den typ av Riemannsumma man brukar bilda ndr man ska berdkna
integraler. Vi hénvisar ldsaren till héiftets appendix for en diskussion. Tyvérr
ar 7; och o inte nédvandigtvis lika, men nar avstandet mellan ¢4 och ¢; blir
litet, vilket ar fallet ndr n — oo, maste ju ocksa 7; och o; ligga néra varandra.

Det hér intuitiva argumentet for att vi kan sétta 7; = o; rdcker tyvérr inte for
att vi formellt ska kunna dra slutsatsen att (4.3) konvergerar mot fol |7/ (t)|dt
nir n — oo. Man kan ge ett ordentligt bevis for att sa ar fallet, men vi avstar
fran det hér, utan nojer oss med att ha gjort troligt att (4.3) gar mot

1
/ ! (8)]dt.
0

Man téanker ju ofta pa integralen av en funktion som arean (med tecken) under
funktionsgrafen, men i det hér fallet kan vi tolka integralen som nagot som
har med ldngden av en kurva i planet att gora. Funktionerna z(t) och y(t)
anger en position pa kurvan som funktion av “tiden” t, vilket betyder att vi
ska tolka a/(t) och y/(t) som hastigheterna i z-led och y-led i samma tid. Nar
vi integrerar en hastighet 6ver en tid far vi mycket riktigt en strickal

nar n — oo.

Véara 6verlaggningar motiverar foljande definition av langden av en kurva.

Definition 4.2.1. Lat v : [a,b] — C med 7(t) = z(t) + iy(t) vara en parame-
terfunktion som ger upphov till en kurva I' i komplexa planet. Da ges langden
av [ av

b b
I(T) = / (1) dt = / V@O 1 (1)t

Eftersom vi kan betrakta ett komplexa tal x + iy dir x och y &r reella tal som
en punkt i planet (z,y) kan vi nu ocksa definiera baglingden av en kurva i R?.

Definition 4.2.2. Lat v : [a,b] — R? med ~(t) = (z(t),y(t)) vara en pa-
rameterfunktion som ger upphov till en kurva I' i R%. Da ges lingden av I’
av

b
() = / V@O T (i (0)dt. (4.4)

Vi noterar hér att vart antagande att 2/(t) och y/(t) ar kontinuerliga medfor
att integralen i hogerledet i (4.4) existerar, se Sats A.2.1.

Exempel 4.2.3. Vi berdknar ldngden av kvartscirkelbagen i Exempel 4.1.5,
som vi parametriserade med

() = 26", tefo, 7).

Vi har '
' (t)] = |2ie"] = 2,

sa baglangden blir

™

2 T
2dt =2-— =m.
famg s
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Exempel 4.2.4. Vi kan ocksa berikna baglinden av kvartscirkelbagen i R?,
resultatet blir densamma men rakningarna nagot langre. Motsvarande kvartscir-
kelbage i planet har parametrisering

~(t) = (2cost,2sint), te€ [0, g]

7' (t) = (—2sint, 2 cost)
och langden blir

w/2 w/2
/ V/(=2sint)2 + (2cost)2dt = / 2dt = 7.
0 0

Vart resultat 6verensstammer med vad vi hade fatt om vi hade utnyttjat fak-
tumet att omkretsen av en cirkel med radie r &r 27r. I vart fall &r r = 2, och
vi ska dela resultatet med 4.

Om man tanker efter inser man att det till synes finns nagra problem med var
definition av ldngd. En kurva hor ju inte till en entydig parameterfunktion—
samma geometriska objekt kan beskrivas av olika parameterfunktioner. Vi kan
ju genomldpa halvcirkelbagen i vara exempel fran vanster till hoger eller fran
hoger till vinster. Sedan kan vi ju translatera cirkelbagen ocksa, eller rotera
den, och da adndras koordinaterna fér punkterna pa cirkeln.

Det kéinns naturligt att kréava att langdbegreppet vi har infort inte ska bero av
exakt vilken parameterfunktion vi har valt for att beskriva var kurva, eller var
i planet kurvan befinner sig. I nésta avsnitt ska vi diskutera dessa problem. Vi
ska se att langden av en kurva inte beror av parametervalet och att langden
dessutom &r invariant under (oberoende av) automorfier av planet.

4.3 Variabelbyten och automorfier

Vi borjar med det forsta problemet med ldngdbegreppet vi tog upp ovan,
ndmligen att en och samma geometriska objekt I" kan vara bildmangden till
olika funktioner ().

Definition 4.3.1. Lat v : [, 5] — C vara en parameterfunktion. Lat h :
[a,b] — [a, 8] vara en kontinuerligt deriverbar funktion sadan att h([a,d]) =
[a, 5] och B/ (t) ar nollskild och inte byter tecken. D& séger vi att den samman-
sitta funktionen vy o h : [a,b] — C &r en omparametrisering av ~.

Kravet att derivatan av h inte byter tecken medfor att vi inte “stannar upp”
ndr vi genomloper intervallet [a,b] enligt h—vi tolkar héar |h/(t)| som farten
med vilken vi genomlGper intervallet [a,b]. Daremot &r situationen h(a) =
och h(b) = «a tillaten. I detta fall kommer vi genomlépa kurvan I' at motsatt
hall jamfort med tidigare nér vi féljer parameterframstéllningen given av yo h.

Exempel 4.3.2. : [ Exempel 4.2.3 parametriserade vi en kvartscirkel med
funktionen ~ : [0,7/2] — C given av

v(t) = 2e™.
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En annan parametrisering av kvartscirkeln ar s : [0, 7/4] — C given av

Yo (t) _ 26i(7r/2—2t) )

7/2=2:0) — 9; och slutar

Notera att |yo(t)] = 2 och att kurvan startar i 2¢
i 2¢i(7/2=27/4) — 9 Vi firdas lings med samma kvartscirkel men ror oss at
andra héallet och med dubbla farten (vi hinner lika langt pa halva tiden). Med
kedjeregeln far vi

,-Y/(t) — (_2) X 2€i(7r/2—2t)

och darmed
()] = 4.

Vi far langden foﬂ/4 4dt = 7, dvs samma som i exempel 4.2.3.

Detta galler i allménhet: det spelar inte nagon roll precis vilken parameter-
framstéallning vi véljer nér vi ska rdkna ut lingden av en given kurva. Ett nyc-
kelresultat som vi anvinder i beviset ar satsen om variabelbyten, Sats A.2.2,
som tillater oss att gora oss av med omparametriseringen vid integration.

Sats 4.3.3. Lat I' vara en kurva som hor till parameterfunktionen ~. Da dr
langden av kurvan, I(T'), oberoende av omparametriseringar.

Bevis. Lat v : [, 8] — C vara en parameterfunktion och & : [a,b] — [o, 8] en
omparametrisering. D& ar v o h : [a,b] — C ocksa en parameterfunktion. Vi
vill visa att lingden av I' med parametrisering ~ och « o h &r lika. Vi kan for
enkelhetens skull anta att h'(t) > 0. Enligt kedjeregeln for derivering géller att

(v o h)'(t) = W' (H)(v' (h(1)))-

Langden av I' med parametriseringen v o h ges av

b
/ W (6)] 1 (h(t)) .

a

Detta uttryck paminner mycket om det som definierar I(T'), férutom att vi
har en extra faktor |h/(¢)| i integranden och att vi evaluerar funktionerna v i
punkten h(t) istillet for t.

Vi genomfor darfor ett variabelbyte genom att sitta s = h(t). Detta ger oss de
nya grianserna so = h(a) = o och s1 = h(b) = 3, samt ds = h/(t)dt. Eftersom
h'(t) > 0 galler |W/(t)| = h/(t) och vi far fran satsen om variabelbyten, A.2.2,
att

b B
/ W (0) 1 (ke dt = / I/ (3)\ds.

Integralen i hogerledet ar precis I(T).

Beviset i fallet A/(t) < 0 &r snarlikt och utelamnas darfor. O

Var intuition sidger oss att tva kurvor som ser likadana ut har samma langd,
oberoende om de befinner sig pa olika stéllen i planet eller ar roterade.
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Exempel 4.3.4. Betrakta kvartscirkeln I' i exempel 4.2.3. Lat oss rotera den
ett kvarts varv moturs {6ljt av en translation 2 enheter i negativ imaginér-led.
Lat oss kontrollera att denna kvartscirkel I's har samma baglingd som I'. Vi
kan parametrisera I’y genom funktionen

Y2 : [0,7/2] = C, ya(t) = 2eHFT/2 _ 95,
Sa Y4 (t) = 2et/2)i och |4 (1) = 2, dérav

/2 T
Z(Fg):/ 2dt =T 2= 1.
0 2

Detta géller i allménhet: ldngden av en kurva dr invariant under automorfier
av planet.

Sats 4.3.5. Lit f vara en automorfi av kompleza talplanet. Da gdller (') =
I(f(I) for varje kurva T.

Bewvis. Vi paminner oss om att alla automorfier av planet d4r sammansatta av
en rotation och en translation, se Sats 2.2.4. Det récker darfor att visa att
lingden av en kurva ar invariant under dessa avbildningar.

Vi borjar med translationerna. Lat alltsa betrakta automorfin f som ges av
f(z) =z + 20,20 € C.

Om 7 : [0,1] — C &r en parameterframstillning av I' géller att

(f oy)(t) = (t) + 20.
Da ar
(fo)(t)=+(t)

och vi ser da direkt att

1 1
/0 (F o) (0)]dt = /0 (1) .
Alltsa galler [(T) = 1(f(I"))

Vi betraktar nu en rotation f av planet moturs med en vinkel 6 (se Exempel
2.2.3); det vill sdga, .
f(z)=¢e"z0€eR

eller
f(z+1y) =xcosf —ysinb +i(xrsinf +ycosh), 6 ecR.
Vi far nu
(fon(®) = (1),
sé

(f o) () = /(1)
Darmed géller

[(f o) @) = 1'(1)]
och precis som ovan fas I(f(I")) = I(T).
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Figur 4.5: En rét linje minimerar avstandet mellan tva punkter.

Skriver vi parametriseringen i koordinatform, v(¢) = x(t)+iy(t), blir uttrycken
langre. Vi far

(foy)(t) = (x(t) cos O — y(t) sin @) + i(x(t) sin @ + y(t) cos )’
=2'(t)cos @ — ¢/ (t)sin O + i(2'(t) sin @ + v/ (t) cos H).

och en riakning ger |(f o) (¢)| = |7/ ().

4.4 Avstand och geodeter

Vi avslutar det hér kapitlet med att infora ett avstandbegrepp i planet med
hjélp av langder av kurvor. Betrakta for illustration punkterna 2 och 2¢. Vi har
berdknat att langden av kvartscirkeln mellan dem &r 7. En linje mellan dem
kan parametriseras med y(t) = (1 — ¢)2 + 2it for ¢ € [0, 1], s& baglangden ar

/1 V(=2)2 + 22dt = 2V2 < =,
0

dvs mindre &n kvartscirkelns. Det finns ménga andra (oéndligt manga) kurvor
som gar genom dessa punkter, men ingen av dessa kommer ha kortare langd
dn den rata linjen mellan dem. Detta géller allmént: lat p; = x1 + iy1 och
P2 = T9 + iys vara tva olika punkter i komplexa planet. Vi kan alltid férbinda
p1 och pg med hjélp av parameterfunktioner. Mer precist kan vi hitta en kurva
I som ges av 7 : [a,b] — C med y(a) = p1 och y(b) = pa. Vi kan till exempel
valja en rit linje som forbinder dem och parametrisera den, se (4.2). Det finns
manga fler mojligheter. De har &nda alla en sak gemensamt—deras baglangd
kan inte vara mindre dn den réta linjens.

Sats 4.4.1. Ldt p1 och po vara tvd punkter i komplexa planet, och lat A vara
det rdta linjesegmentet som forbinder dem. Da gdiller

I(A) <UT)

for varje annan kurva I' som férbinder p1 och ps.
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Bewvis. Genom att rotera och translatera punkterna p; och ps far vi tva nya
punkter p; och ps med

p1=bii;  p2 = bai.
Da baglangd &r invariant under automorfier riacker det att visa att [(A) < [(T")

for varje parameterkurva som forbinder p; och ps.

Eftersom léngden av en kurva ar invariant under parametrisering, kan vi anta
att ' ar bilden av parameterfunktionen v(¢) = x(t) + iy(t) definierad pa [0, 1]
med (0) = byi och y(1) = bei. En parameterfunktion vars bild &r linjesegmen-
tet som forbinder p; och ps &r funktionen

V() = iy(t), tel0,1].

Vi noterar att

Darmed géller

1 1
(T = /0 V@O T (5 (0)dt > /0 WOl =by— by (45)

I sista steget har vi anviant att baglingden av den rdta linjen &r oberoende
av valet av parameterfunktion for A. Vi kan alltsé speciellt vélja den vanliga
parameterfunktionen y(t) = ((1 — t)by + tba)i nér vi ska berdkna I(A) i sista
steget.

Satsen ar nu bevisad. O

Anmérkning 4.4.2. Man kan visa att likhet intraffar i (4.5) precis nér 2/(t) =
0 for alla t—det vill sdga, precis nir T" ar en réat linje (for punkter pa imaginéra
axeln blir den vertikal).

En rat linje mellan tva punkter i komplexa talplanet har alltsa kortare lingd &an
varje annan kurva som forbinder dem. Langden av en rat linje mellan tva punk-
ter p = p1 +ip2 och ¢ = 1 +iga ges ju av |¢ — p| = /(1 — p1)? + (g2 — p2)?,
och detta &r samma sak som avstandet mellan p och ¢. Vi skulle alltsa kunna
definiera avstandet mellan p; och ps som

dist(p1,p2) = I(A),

dér A &r den rédta linjen som forbinder p; och ps. Precis vilken parameter-
funktion vi véljer spelar ingen roll—langden av A &r ju oberoende av detta
val.

Den har tankegangen ter sig kanske onodigt kranglig. Vi ska emellertid senare
se att vi kan anvinda detta synséatt for att inféra avstandsbegrepp i andra
typer av geometrier: forst hittar man en typ av kurva mellan tva punkter som
alltid har minimal langd och sedan definierar man avstandet mellan punkterna
som ldngden av den speciella kurvan. Avstandsminimerande kurvor har ett eget
namn; de brukar kallas geodeter.
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Figur 4.6: Asteroidkurvan.

Ovningar
Ovning 4.1. Verifiera att punkterna pa kurvan som hér till parameterfunk-
tionen : [0,1] — C som ges av
v(t) = z(t) +iy(t) = (1 — t)z1 + txg + (1 — t)y1 + ty2))
uppfyller
(@2 — 21)y(t) = (y2 — y1)z(t) — y1(z2 — 21) + @1(y2 — 1) =0, (4.6)
det vill séga, att I' &r ett linjesegment.

Ovning 4.2. Berikna baglingden av kurvan T’ som hor till parameterfunktio-
nen 7: [0, 1] — R? som ges av

y(t) = (.1 +1%).
Forsck aven att rita upp kurvan.

Ovning 4.3. Bestiam a si att lingden av sinuskurvan y = sinz da 0 < z < a
ar precis 1. Anvand dator for att berdkna en integral.

Ovning 4.4. Visa att omkretsen av en ellips med z-radie a och y-radie b ges av

uttrycket 4a fow/ 2 \/ 1—-(1- 2—2) sin?(6)df. En sadan ellips kan parametriseras
som

x =acosf

y = bsinf

Ovning 4.5. Beriikna baglingden av den sa kallade asteroidkurvan vilken ges
av parameterfunktionen v: [0, 27] — R?, dér

y(t) = (cos® t,sin®t), t € [0,2x].
Ledning: Anvind symmetrin hos kurvan for att forenkla berdkningarna. For-
sOka sedan att hitta en trigonometrisk etta i integranden.

Ovning 4.6. Berikna baglingden av kurvan I' som ges av parameterfunktio-
nen v: [0,1] — C med

>



Ovning 4.7. Antag att lingden av en kurva I’ med parametrisering v : [0, 1] —
C istéllet skulle ges av
1 /
t
)= [ L,
o Im~(?)

Berékna ldngden av linjesegmentet mellan ¢ and ie. Ges kortaste vigen mellan
tva punkter fortfarande av en rat linje?
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5 Generella automorfier och Riemannsfaren

5.1 Automorfier for sfaren

I kapitel 2 definierade vi en automorfi som en bijektion som bevarade linjer,
avstand och vinklar. Vi sag ocksa att automorfierna for planet C bestod av
funktioner f : C — C pa formen

f(z)=az+8

for komplexa tal «, § dér |o| = 1. Lat oss nu forestélla oss hur en automorfi
for en sfér
S ={(a,b,c) €R® | a®* +b* +c* =1}

skulle kunna se ut. Som vi anmérkte i slutet av foregaende kapitel kan vi
definiera en linje p& en sfiar som en avstandsminimerande kurva, en geodet,
som d& ar en kurva pa S.

Dérefter kan vi betrakta avstandet mellan tva punkter pa en sfar som langden
av den kortaste vidgen pa sfaren mellan dem, och med en vinkel menar vi
vinkeln mellan tva sadana linjer.

En funktion f : S — S som bevarar alla dessa egenskaper skulle da bevara alla
métbara egenskaper pa sfaren, och nagon som levde pa sfiren skulle inte kunna
mérka nagon skillnad fore eller efter f appliceras (givet att de inte kunde se
upp, bortom sfiren). Automorfierna visar sig darfor vara rotationer av sfiren.

Definition 5.1.1. Automorfierna for sfiaren Aut(S) bestar av alla rotationer
av sfiren. En funktion f € Aut(S) kan skrivas pa formen

f(:r,y,z) = (RZ(¢) © Ry(e) © Rz(@b))(ﬂf,ya Z)

for nagra vinklar ¢, 0, (kallade Eulervinklar), dér funktionerna R, och R, &r
givna av

R, (V) (z,y,2) = (xcostp — ysiny, zsiny + y cos, z)
Ry(0)(x,y,2) = (xcosf + zsinb,y, —xsinf + z cos 0)

for nagra vinklar ¢, 6. Alla funktioner pa den formen ingar &ven i Aut(.S).

Vi kommer dock inte g& in pa mer detalj varfér alla rotationer kan skrivas péa
precis det har sittet.

5.2 Kartor
Vi har nu en beskrivning bade av automorfierna for planet och for sfaren, men

varfor ar vi egentligen intresserade av dem? An sa linge har vi kommit fram till
automorfierna genom var kinnedom om ytan, det vill séiga, planet eller sfaren.

Kénnedom om C eller S — kénnedom om Aut(C) eller Aut(.5).
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Malet i den hér kursen &r att definiera det hyperboliska planet . Till skillnad
fran planet eller sfaren gar det dock inte att beskriva H som en delméngd av
R3. Detta innebér att vi maste beskriva det pa nagot annat sitt. Namligen att
ga at andra hallet, det vill sdga

kdnnedom om Aut(H) — kénnedom om H.

Anledningen ar att om vi kdnner till automorfierna for ett objekt, sa gar det
att lista ut hur objektet adr format. I kapitel 8 kommer vi se precis hur det
har gar till. Ett problem forekommer dock redan nu, en automorfi f € Aut(H)
skulle vara definierad som en funktion

fiH—=H.
Men hur ska vi kunna definiera sadana funktioner om vi inte vet vad H &ar i
forsta taget? Ett sétt runt detta ar att anvinda oss av kartor.
Lat oss aterga till automorfier av sfaren som &r funktioner fran § — S. Om vi
hade en karta over sfiren, det vill sdga nagon bijektion

K:D— S

for nagon delméngd D C C, hade vi kunnat se automorfierna som funktioner
fran méngden D till D istéllet for mangden S till S. Det vill sdga, vi skulle
kunna definiera en ekvivalent méngd av automorfier Aut(D) genom att sétta

Aut(D) = {K Yo fo K | f € Aut(S)}.

Vad ska vi nu vilja for kartfunktion K7 Vi vill att det ska vara en bijektion.
En annan viktig egenskap som den bor ha dr att sméa omraden pa kartan bor
se ut som de gor i verkligheten. Ett annat satt att sdga det har ar att den ska
bevara vinklar pa sma avstand.

Ett exempel pa en karta ar den som vi hade i kapitel 1, ndmligen Mercerator-
projektionen.

Som vi sag da ar Merceratorprojektionen dock inte en bijektion. Daremot ar
den vinkelbevarande pa sma avstand som vi ville. For att fa en karta som
ar en bijektion kommer vi anvidnda en odndligt stor karta som vi kallar for
Riemannsfiren.

5.3 Riemannsfaren

Definition 5.3.1. Riemannsfiren betecknas C och definieras som
C=Cu{o0}
for nagot element vi kallar oo ¢ C som inte befinner sig i de komplexa talen.

Riemannsfiaren ar alltsé bara de komplexa talen tillsammans med en till punkt
som vi tdnker ligger odndligt langt bort fran origo. Vi ska nu se hur Riemann-
sfaren kan betraktas som en faktisk sfar.
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Figur 5.1: Samma figur som figur 1.10

Figur 5.2: Stereografisk projektion avbildar C till sfaren minus nordpolen.

Vi borjar med att identifiera det komplexa planet C med xy-planet i tredimen-
sionella rummet R3. Betrakta nu en sfir S'i R? med radie 1 och centrum i origo.
Vi definierar nu en bijektion K : C — S som fdljer: for varje z = x + iy € C,
drag den unika linjen i R? genom (0,0,1) och z = (z,y,0) i R3. Linjen kommer
d& skéra sfiren S i precis en punkt, vi later denna punkt vara K(z) (Se figur
5.2). Punkterna i C kommer déa avbildas pa alla punkter férutom (0,0,1) € S.
Vi later dérfor K(oco) = (0,0, 1) for att f& en bijektion. Funktionen K som vi
definierade hér brukar kallas for en stereografisk projektion.

Vad &r det vi har gjort hér? Det vi sdger ar att om man borjar med en sfér
och tar bort en punkt, si far man nagot som (om man plattar till det, och
tanjer ut det) ser ut som ett odndligt stort plan. Vi identifierar sedan detta
plan med det komplexa talplanet; punkterna pé sfiren kan sedan tdnkas pa
som de vanliga komplexa talen men med en extra punkt ”i odndligheten”.

Tittar man pa Riemannsfaren ser inte punkten i odndligheten annorlunda ut
an nagon annan punkt. Fran bilden kan man se att for en punkt z € C géller
att ju storre |z| dr, desto ndrmare ligger punkten till co. Med andra ord: om
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Figur 5.3: En del av en dtereografisk projektion av jorden.
(https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/), via
https://www.atractor.pt/mat/loxodromica/projeccao_estereografica-_en.html

en punkt ror sig bort fran origo, oavsett i vilken riktning, sa kommer den rora
sig mot odndligheten. Det hér kan forst kinnas konstigt om man anvénder sin
intuition fran vanliga komplexa planet C. Det vi sédger &r ju att om en punkt
ror sig uppat langs imaginédra axeln, och en annan punkt ror sig bort i rakt
motsatt riktning, sa kommer dessa punkter till slut att istallet réra sig mot
varandra igen! Det kan vara instruktivt att jamfora detta med situationen for
punkten 0, som ligger rakt mittemot oo pa C. Fér 0 giller ju att ju mindre H
ar, desto narmare ligger z och 0, alltsa precis motsatsen mot vad som géller
for oco.

Ett annat sdtt att se Riemannsfiren pa dr som en odndligt stor karta Gver
en sfar tillsammans med en extra punkt som beskriver beteendet i nordpolen.
Figur 5.3. Det gar dven att definiera K lite mer explicit. Namligen genom att

satta | |2
2z 2z zlF—1
K(2) = _ 2 )1 R3
) <M<MLH)’m<%+l»VP+JE
for z € C, och K(o0) = (0,0,1). Vi noterar att
2z 2 2z 2 |22 —1 2
Re | ——— I —_
G<MLH>*‘me+1)+<VP+J
I 1 G (et
(=2 +1)* (]2 +1)?

sd K(z) € S som vi ville. Vi lamnar det till en 6vning (se 6vning 5.6) att visa
att linjen som gar genom z och (0,0, 1) skir punkten

2z 2z 122 -1
Rel| —— ) .1 .
<G<VP+1>’m<VP+1>’M2+1>

Eftersom Riemannsfiaren identifierar sfaren med de komplexa talen och odnd-
ligheten sa kan vi utfora algebraiska operationer av punkter pa Riemannsféren.
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For tva punkter z,w € C \ {oo} definierar vi addition, subtraktion, multipli-
kation och division precis som i kapitel 3. Annars gor vi féljande definition.

Definition 5.3.2. Om z € C \ {co} si definierar vi

00 + 2 = 00,

z
a—
00
om dessutom z # 0, definierar vi
z
6 = 00,
00z =200 =00.

Vi tillater alltsd division med 0 om vi ar i Riemannsfaren! Vi lamnar dock vissa

uttryck odefinierade, s& som oo 4+ 0o, oo — 00, %, =.

Vi kan nu definiera méngden automorfier av Riemannsfaren som

Aw(C) ={K "o fo K | f € Aut(S5)}.
Genom att berikna sammansittningen K~ !o f o K ar det mojligt att se att
automorfierna av Riemannsfiren kan skrivas pa en enkel form.

Sats 5.3.3. En funktion f : C — C dr en automorfi f € Aut((@) om och
endast om den kan skrivas pa formen

az—f
f(z):ﬁer@

for komplezxa tal o, B € C som uppfyller |oz|2 + |ﬁ\2 =1, ddr vi definierar

f(OO):B

Berékningen &r dock lang och vi ldmnar det till en 6vning f6r den intresserade.

5.4 Automorfier

Vi har én sa liange definierat automorfierna for planet Aut(C) och for sfiaren
Aut(C). Automorfierna for planet, Aut(C), sag vi i kapitel 2 att de bevarade
alla métbara egenskaper sa som vinklar och avstand. Detta stdmmer dven for

automorfierna av Aut(C) men bara om vi tolkar C som en sfir.

Vi ska nu definiera vad en allmén méngd av automorfier ar sa att det ska vara
mojligt att tolka den underliggande méngden som en yta.

Definition 5.4.1. Lat D C C vara ett omrade i C. Vi sdger att en mangd
M av bijektioner fran D till D &r en méngd automorfier om varje bijektion
f € M uppfyller att

(i) f ar analytisk i D\ {oo},
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dessutom vill vi att

(ii) for varje par av punkter z,w € C finns det en funktion f € M sa att

f(z) = w,

(iii) for varje punkt z € D \ {oo} och faktor o € C, finns det exakt en
funktion f € M s& att f(z) = z och f'(z) = @ om |a| = 1, och ingen
sadan funktion om |af # 1.

Slutligen vill vi &ven att M ska vara en grupp. Detta innebér att om f,g € M
s& ar

(iv) foge M,
(v) fheM,
(vi) identitetsfunktionen id(z) = z ingar ocksa i M.

Anmairkning 5.4.2. Anledningen till att vi utesluter punkten oo fran (i)
och (iii) &r for vi inte har definierat vad det innebér for en funktion att vara
analytisk déar. Det gar att definiera vad det innebédr, men det visar sig att
om vi lagger till ett sadant villkor sa kommer vi aldrig utesluta nagra extra
funktioner, sa vi kan strunta i det med gott samvete.

Lat oss nu motivera alla ovanstaende punkter. Villkor (i) séger att alla au-
tomorfier ska vara analytiska'!. Tanken &r att vi vill att D ska vara en bra
representation for var ytan i "sma omraden”. Om vi exempelvis téanker oss en
karta 6ver varlden vill vi att om vi zoomar in tillrackligt mycket sa ska véarlden
dar se ut precis som den gor pa kartan (forutom mojligtvis roterad, skalad och
translaterad). Nar vi sedan applicerar en automorfi bor denna egenskap fort-
farande vara kvar. Vi vill att en automorfi endast ska se ut som en rotation,
foljd av en skalning, f6ljd av en translation i sma omraden. Detta &r vad det
innebar att den ska vara analytisk.

Villkor (ii) séger att automorfierna later oss relatera vilken punkt till vilken
annan punkt som helst. Detta &r viktigt for att vi ska ha tillrdckligt manga
automorfier for att kunna beskriva geometrin av hela ytan.

En punkt si att f(z) = z kallas for en fixpunkt. Villkor (iii) séger att for en
godtycklig punkt bor det finnas en automorfi som ser ut som en rotation kring
punkten. Dock bor det inte finnas flera olika automorfier som alla ser ut som
samma rotation, da detta skulle ge motstridig information. Villkor (iii) sidger
ocksa att det inte kan finnas nagon automorfi som ser ut som en skalning kring
en punkt, da detta ocksa skulle vara motséagelse.

Om vi kommer ihag att en automorfi bor bevara alla méatbara egenskaper
pa den underliggande ytan sa &r det forstaeligt att sammanséttningen av tva
automorfier ocksa bor vara en automorfi. Aven inversen av en automorfi bor
vara en automorfi och funktionen som inte gér nagonting &r en automorfi.
Detta ar vad (iv), (v) och (vi) séger.

" En analytisk bijektion kallas &ven for en konform avbildning. I kapitel 6 ska vi diskutera
dem i storre detalj.
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Anmairkning 5.4.3. En méngd bijektioner som uppfyller egenskaperna (iv),
(v) och (vi) kallas for en grupp. Vi kommer dérfor anvinda begreppet auto-
morfigrupp hadanefter istéllet for en méngd av automorfier. Den som vill lara
sig mer om grupper kan ta en titt pa kompendiet for argangen 2013,/2014 som
heter "Grupper, ménster och symmetrier”, eller for argangen 2006/2007, som
heter "Gruppteori”.

Sats 5.4.4. Mdngderna Aut(C) och Aut(@) dr automorfigrupper enligt defi-
nition 5.4.1.

Innan vi tar och bevisar detta ska vi definiera sa kallade Mdébiusavbildningar.

5.5 Modbiusavbildningar

~

Fran Sats 5.3.3 hade vi att alla funktioner i Aut(C) var pa formen

_az—ﬁ_
f(z)_ﬁz—l—&

for tal o, B € C, dar |a|® + |8]> = 1 och dér vi dven hade konventionen att

o
fo0) = =
B
Funktionerna i Aut(C) var daremot pé formen
fz)=az+p
dér |a] = 1. Vi ska nu studera en klass av funktioner som generaliserar bada

dessa typer av funktioner.
Definition 5.5.1. En Mdébiusavbildning &r en funktion f : C—C pa formen

az+b

1) = cz+d

for komplexa tal a, b, c,d € C som uppfyller ad — bc = 1, dér vi definierar
a

f(o0) = b
Miingden av alla Mébiusavbildningar betecknar vi Méb(C).

~

Anmairkning 5.5.2. Vi noterar att funktionerna i Aut(C) och Aut(C) &r
Mébiusavbildningar. En funktion i Aut(C) kan skrivas som

A ;0
el2z+e "2

f(z):ewz—i—/@: 5
0-z4+e'2

~

medan en funktion i Aut(C) ses direkt vara en Mébiusavbildning da den redan
ar pa ratt form.
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Anmairkning 5.5.3. Bokstdverna a, b, c och d kommer alltid att anvéndas for
dessa koefficienter nér vi diskuterar Mébiusavbildningar. Ibland kommer vi att
slarva och bara tala om koefficienterna a, b, c och d for en Mobiusavbildning
utan att varje gang specificera att det ar dessa som asyftas.

Anmarkning 5.5.4. Villkoret att ad — bc = 1 kan se konstigt ut. Vi papekar
dock forst att om ad — be = 0 sé& hade

cz+d cz+d c cz+d ¢

az+b  Elez+d)—%d+b  a b—%d a

Déarmed utesluter villkoret ad — bc # 0 konstantfunktionerna. Det visar sig
sedan att vi kan anta att ad — bc = 1 och f& samma méngd av funktioner,
detta visar vi i nésta sats.

Hjalpsats 5.5.5. Lat f vara en avbildning pa formen

az+b

f(z) = i

déir ad — be # 0. Dé existerar ett komplext tal a sa att

a-(az+b)

(=) = a-(cz+d)

dr en Mébiusavbildning, d.v.s. o®(ad — be) = 1.

Bevis. Lat ad — bc = B. Om vi kunde hitta ett tal o sadant att o = 1/8,
sa skulle o?(ad — bc) = 1. (Notera att vi maste dela med 3, sa vi anviinder
verkligen att § &r nollskilt.) Men detta gar alltid i komplexa planet. Om vi
skriver 1/ pa polér form,

1/8 = re®,
kan vi lata o = /re’/2. Eftersom r r reellt och positivt har det en reell och
positiv kvadratrot. For detta val av « ar

ol = (\/;610/2)2 _ (\/;)2(6729/2)2 _ 7,62'9 — 1/ﬁ
Beviset ar klart. O

Anmairkning 5.5.6. Det vi egentligen visat &r att alla tal i C har en kvadra-
trot.'2 Men om vi till exempel arbetade med reella virden pa a, b, ¢ och d géller
det inte ldngre att vi far samma méngd av funktioner om vi kréver ad —bc = 1
respektive ad — bc # 0: om vi till exempel har ad — bc = —1, s& skulle vi vilja
forlinga braket med v/—1 = i for att fa samma funktion fast med ad — be = 1.
Men det finns ingen reell konstant vi kan forldnga med for att fa ad — be till 1.

Sats 5.5.7. Mdingden av funktioner Mob(C) bildar en grupp, det vill siga, har
féljande tre egenskaper:

(i) Identitetsavbildningen id som avbildar varje punkt pa sig sjdilv ligger i

Méb(C);

12Egentligen tva stycken, eftersom om o? = B dr #ven (—a)? = 8.
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(i)

(iii)

Bewis.

(i)

(iii)

Om f och g ligger i Mob(C) gor dven f o g det, vilket alltsd sdiger att
f(g(2)) dr en Mobiusavbildning;

Fér varje f € Mob(C) finns en Mébiusfunktion f~1, sadan att fo f~! =
f~Yo f=id, det vill siga f(f~1(2)) = f~1(f(2)) = =.

(i) Identitetsavbildningen far vi t.ex. genom att vélja a = d = 1,
b=c=0. For detta val av a, b, c och d ar sjalvklart ocksa ad — bc = 1.

Lat oss vélja tva Mobiustransformationer

az+b _Az+B

f(z) = 1 d och 9(2)

Da ar

a-#25+b  a(Az+ B)+b(Cz + D)

flg(2)) = c- 25814 o(Az+B) +d(Cz+ D)

(aA+0bC)z + (aB +bD)
(cA+dC)z + (cB +dD)

vilket liknar en Mobiustransformation. Det enda som aterstar ar att kon-
trollera villkoret (aA + bC)(cB + dD) — (aB + bD)(cA + dC) = 1. Men

nu hénder nagot forbluffande:
(aA+bC)(cB +dD) — (aB +bD)(cA+dC) = (ad — be)(AD — BCO),

som lésaren gérna far kontrollera med papper och penna. Bada faktorer-
na till hoger ar enligt antagande lika med ett.

Lat
az+b
f(Z) - CZ—}—d'
Vi hdvdar nu att vi kan lata
dz—0b
_1 _
Jok) = —cz+a’

och med detta val kommer f(f~!(z)) = 2. Detta #r samma rikning som
i (if):

a-2=b 4p _ (ad—bc)z+ (—ab+ba) =z

1 o —cz+a - T =
f(f(2) = ¢ b g ~ (ed—dc)z+ (—cb+ad) 1 “

Rékningen for f~!o f &r likadan. Villkoret pa ad — be ér ocksé uppenbart
uppfyllt for f=1, vilket avslutar beviset.

O

Vi kommer hédanefter referera till méangden av Mobiusavbildningar Mob(C)
som Maébiusgruppen.
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Anmarkning 5.5.8. En konsekvens av Sats 5.5.7 ar att alla Mobiusavbild-
ningar ar inverterbara, eller med andra ord bijektioner.

Vi avslutar kapitlet med att bevisa att Aut(@) ar en automorfigrupp.

(Del av) bevis av Sats 5.4.4. Vi limnar beviset att Aut(C) &r en automorfi-
grupp till en 6vning. Vi betraktar nu Aut(C), vi borjar med att visa att funk-
tionerna bildar en grupp.

(V) Lat f(2) = S50, och g(2) = 22 dii

a1 ]? + [B1]? = ezl + |52 =

Samma berdkning som i beviset av Sats 5.5.7 ger oss att

(a1 — B1B2)z — a1 o — Picia

fM@FW&m+®&V—&@+m®

vilket &r pa ratt form.

(v) Berakningen i Sats 5.5.7 ger oss att om f(z) = ,8z+a B diir la)? + |B° =
s& ar 5
1, az+
S = —Bz+«

vilket ockséa ar pa ratt form.
(vi) Identitetsfunktionen ges genom att sdtta o =1 och 8 = 0.
Vi gar nu vidare till de andra egenskaperna.

(i) Att alla funktioner f € C &r analytiska foljer fran Sats 3.8.2.

(ii) Vi borjar med att visa att for alla punkter w € C finns det nagon auto-
morfi f,, € Aut(C) sa att

fuw(0) = w.
Skriver vi f,, pa formen % E +§ sager detta att
B _
—— = w.
a

Om w = oo valjer vi a = 0 och § = 1. Annars viljer vi a = , /1+| B och

B = —wa vilket ger

ol +18 = laf” + |~wal* = |af* (1 + |u]*) =
medans —g = w som vi 6nskade. Givet tva punkter z,w € C betraktar
vi nu funktionen

fwo 1

som ingar i Aut(@) eftersom vi visade att det var en grupp. Vi har att

(fwo f71)(2) = fu(fZ1(2)) = fu(0) = w

som vi Onskade.
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(iii) Lat z € C och a € C vara givna. Vi borjar med att betrakta méngderna

S.={f € Aut(C) | f(2) =z f'(2) = o}
och
So = {g € Aut(C) | g(0) = 0,4'(0) = a}.

Vi vill visa att S, har ett element om |a| = 1 men inget element om
la| # 1. Vi borjar med att visa att S, har lika manga element som S,
och kan dérefter anta att z = 0. For att visa detta visar vi att det finns

en bijektion mellan méngderna. Definiera funktionen F : S, — Aut(C)
genom att satta

F(fy=f"ofof

dér f, ar som vi definierade i (ii). Eftersom Aut(C) &r en grupp, s méaste

~

f- Yo fof., € Aut(C). Vi visar forst att F(f) € So. Vi har att
FA L) = £ (F() = £71(z) = 0

som vi ville. Genom deriveringsreglerna fran Sats 3.8.2 rdknar vi ut de-
rivatan till att vara

(F(H)'(0) = (f o fo f£2)(0) = (F71) (f(f:(0))) - F'(f:(0)) - £2(0)

! 1
et / / 0 _ , , O
Ao PO = e @0
= f’(z) =«
sa F': S, — Sp. Pa samma sétt kan vi definiera G : Sp — S, genom att

satta
G(g9) = f.ogo fit.
Vi har nu att

GEf) =fo(fi ofof)oft =
medans
F(G(g) = [l o (20900 )0 f2 =49
s& G = F~! och F maste vara en bijektion. Vi kan dirmed anta att

z=0.Lat f € Sp. Vi skriver f(z) = 1?5;2’ men da f(0) = 0 har vi att

=0

|
s,

s& b =0 och |a| = 1. Funktionen f &r ddrmed pa formen
a

f(Z) = 527
och f'(0) = £. Vi ser nu att [f'(0)| = |af = 1 vilket betyder att om
|| # 1 sé finns det ingen funktion i Sp. Om nu |a| = 1 ser vi att det kan
finnas som mest en funktion f € Sp, ndmligen funktionen f(z) = az.

Det aterstar att visa att funktionen f(z) = az ingar i Sy om |af = 1.
Detta kan vi se genom att skriva o = €% och vélja a = 2" eftersom da
kommer
210
a e2" )
—z=——z=¢Y2=f(2). O
a 6_57'9



Ovningar

Ovning 5.1. Antag att en Mobiusavbildning f har egenskapen att f(0) = 1,
f(1) =00 och f(oco) = 0. Hur kan f se ut? Skriv ditt svar som

az+b

f(z) = ma

med ad — bc = 1.

Ovning 5.2. Visa direkt att méngden av funktioner C — C pa formen f(z) =
az + B, dar a och § &ar komplexa konstanter och || = 1, bildar en grupp.
(Kom ihag att det dr exakt dessa funktioner som é&r det euklidiska planets
automorfier, men du bér inte anvinda detta i ditt bevis.)

Ovning 5.3. Visa att Aut(C) #r en automorfigrupp, det vill séiga, uppfyller
egenskaperna givna i definition 5.4.1.

Ovning 5.4. Visa att varje Mobiusavbildning f alltid har minst en fixpunkt
péa Riemannsfiren, det vill séga en punkt z € C sidan att f(z) = z. (Du
kommer nog att behdva anvianda algebrans fundamentalsats, som séger att
varje icke-konstant polynom med komplexa koefficienter har minst en rot i C.)

Ovning 5.5. Ge ett exempel pa en Mobiusavbildning med ezakt en fixpunkt.

Ovning 5.6. Lat z vara en punkt i komplexa planet. Visa att kartfunktionen
K avbildar punkten z till

2z 2z |22 -1
Rel —— ] .1
( e(|z|2+1)’ m(|z|2+1)’rz\2+1>

pa sfiren, det vill séga, att linjen som gar genom z och (0,0, 1) skér sfiaren just
i den punkten.

Ovning 5.7. Visa att varje automorfi av sfiaren f € Aut(@) har exakt tva
fixpunkter, det vill sdga, punkter z € C sddana att f(z) = 2.
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6 Vidare egenskaper hos Mob(C).

An sa linge har vi undersékt automorfigrupperna Aut(C) och Aut(C) samt
definierat vad en allmén automorfigrupp ar. Vi sag i forra kapitlet att auto-
morfierna i bada dessa fall 4&r Mobiusavbildningar. Automorfigruppen av hy-
perboliska planet, Aut(?), som vi &nnu inte har definierat kommer ocksé besta
av Mobiusavbildningar. I det hér kapitlet kommer vi darfor diskutera Mobius-
avbildningar i mer detalj.

Vi kommer bérja detta kapitel med en egenskap som bevaras av en allméin
Mobius avbildning, ndmligen méngden av cirklar och linjer.

Nésta resultat vi visar i detta kapitel har en lite annorlunda karaktér. Vi
kommer att visa att for varje val av tre punkter pa @, s& finns exakt en Mo-
biusavbildning som flyttar dessa tre punkter till vilka tre andra givna punkter
som helst. Denna sats kommer att vara till stor hjilp senare nér vi ska rdkna
med Mobiusavbildningar.

Slutligen ska vi ga in i detalj om egenskapen av en funktion att vara vinkelbe-
varande. Vi ska dven visa att alla analytiska funktioner med nollskild derivata
ar vinkelbevarande.

6.1 Cirklar och linjer

I detta delavsnitt kommer vi vissa foljande pastaende: om kurvan I' &r en cirkel
eller en rat linje, s& kommer bilden av I under varje Mobiusavbildning aterigen
att vara en cirkel eller en rat linje. Lat I" vara en cirkel, som exempel. Vi vet
da att I' i komplexa planet kan skrivas som

{zeCllz—pl=r},
dér p € C ar cirkelns centrum och r > 0 &r cirkelns radie. Efter avbildningen

az+b
cz+d

fz) =

far vi méngden
fO)y={zeC||f () —pl =7},

och sitter vi in vart uttryck for Mobiusavbildningen f~!(z) &r det inte direkt
uppenbart att detta kommer beskriva en cirkel eller en linje for alla p och r.
Vad vi behdver gora ar att hitta en mer flexibel form for cirkelns ekvation
an |z — p| = r. Vi kommer att skriva om cirkelns ekvation pa ett sitt som
kanske forst bara ser mer krangligt ut. Borja med att kvadrera bagge sidor av
|z — p| =7, och anviind |w|? = ww, for att fa

(z—p)(z—p) =2Z2—pz—pz+pp=1".
Lat b = —p, och ¢ = pp — r2. Da fas i stillet ekvationen
2Z+bz+bz+c=0.

Vi hdavdar att detta &r en ny gemensam normalform for cirklar och linjer:
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Sats 6.1.1. Varje ekvation pa formen
azzZ +bz+bz+c=0,

dir a och c dr reella, b dr komplext, och bb > ac, beskriver en cirkel i C eller
en linje i C. Varje cirkel och linje kan skrivas unikt pd detta sdtt, upp till
multiplikation med en reell konstant.

Bewvis. Vi borjar med andra halvan, att alla cirklar och linjer kan skrivas pa
denna form. For cirklar har vi néstan redan visat detta i paragrafen ovan. I
vart fall fick vi ut en ekvation precis som den ovan, fast med a = 1. Vidare
ar c reellt, eftersom ¢ var lika med |p|?> — r2. Slutligen #r ocksa bb — ac =
[p? = (Ipl* = %) =12 > 0.

Vi vill ocksa visa att varje linje kan skrivas pa denna form. Vi kan t.o.m. sédga
nagot starkare, att linjer &r exakt de kurvor for vilka ¢ = 0. Ty en linje i
komplexa planet kan alltid skrivas som

Az 4+ By + C =0,

dar A, B, C ar reella, inte bade A och B &r noll, och z = = + iy € C. Men nu
frz=3(2+7%),ochy = 5(z—2) (se Ovning 3.2). Alltsa kan ekvationen ovan
skrivas som ) ]

A— Bi A+ Bi

5 z+ 5 z+C =0,

vilket &r pa samma form som tidigare om vi séitter a = 0, b = (A—Bi)/2,c = C.
Vidare #r b # 0 eftersom inte bade A och B fick vara noll, sa bb—ac = [b|> > 0.

Nu aterstar att visa att varje ekvation pa denna form beskriver en cirkel om
a # 0, eller en linje om a = 0. Om a # 0, dela hela ekvationen med a, och lat
p = —b/a. Nu har vi ekvationen

o _
2z —pz—pz+—=0.
a

Hér vet vi att pp = b -, ac c/a. Alltsa ar pp — ¢/a > 0, s& vi kan hitta ett

a? a?
reellt tal 7 sadant att pp — ¢c/a = r2. Nu kan vi skriva om ekvationen som

szﬁzfpiqtpﬁfrzzo,

och flyttar vi 6ver 2 till andra sidan och faktoriserar fas

(z—p)(z—p) =12

vilket beskriver en cirkel. Fallet ¢ = 0 lamnas at ldsaren som 6vning. O
Hjalpsats 6.1.2. Ldt h(z) = 1/z, och T en cirkel eller linje i C. Dé dr dven
h(T') en cirkel eller linje.

Bevis. For att halla notationen tydlig infor vi variabeln w = h(z) = 1/z. Alltsa
ar z koordinat i definitionsméngden och w koordinat i bildméngden. Lat I' ges
av en ekvation

azz +bz +bz+c=0.
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Da blir A(T") en kurva i w-planet (i stéllet for z-planet), som ges av ekvationen

a b b
—+—+=4c=0.
ww w w

Multiplicera med ww: vi far
a + bw + bw + cww = 0,

vilket ar en ekvation pa samma forfn som tidigare fast med trippeln a,b,c
utbytt mot talen ¢, b,a. Villkoret bb — ac > 0 fran 6.1.1 ar uppenbarligen
fortfarande uppfyllt. O

Sats 6.1.3. Ldt I" vara en cirkel eller linje, och f en Mdobiusavbildning. Da dr
f(T) en cirkel eller linje.

Beuwvis. Lat
az+b

cz+d

f(z) =

Om ¢ =0 dr f(z) = %2z + 2. Denna avbildning dr endast multiplikation med
ett nollskilt komplext tal (vilket kan tolkas som en rotation och en skalning)
foljt av en translation, och med denna beskrivning &r det uppenbart att f(I")
kommer att vara en cirkel eller linje sa fort I' &r det.

S& antag nu att ¢ # 0. Infor nya funktioner
d
o) = (- L)t )=k

och 14t som i foregdende lemma h(z) = 1/z. Anledningen att infora dessa &r
att f = go hoj: vi marker att

mmmmzmmm+m:g<l>:@_w> L a

cz+d c ‘cz—l—d c

a(cz+d)+bc—ad  acz+bc  az+b

c(ez+d) Cclez+d) ezt d
Men bade g och j d&r Mdobiusavbildningar med ¢ = 0, s& vi vet redan att dessa
har egenskapen att de bevarar cirklar och linjer. Att h har denna egenskap
visades 1 6.1.2. Alltsa har dven deras sammanséttning denna egenskap, sa f(I")
maste vara en cirkel. O

6.2 3-transitivitet

Foljande egenskap hos gruppen av Mo&biusavbildningar brukar kallas for att
Mobiusgruppen &r en 3-transitiv grupp av funktioner pa Riemannsfiren.

Sats 6.2.1. Ldt p, q,r vara tre godtyckliga distinkta punkter pd @, ochp',q" och
r’ tre andra godtyckliga distinkta punkter. Dd finns en unik Mdbiusavbildning
som tar p till p’, q till ¢ och r till v'.
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Vi delar upp beviset i flera lemman. En vanlig bevismetod nédr man ska visa
att det finns en unik sak med en viss egenskap, vilket ar precis vad vi ska gora
nu, dr att dela upp beviset i tva delar: forst visar man att det finns minst
en sak med denna egenskap, och sedan visar man att om tva saker har denna
egenskap sa &r de i sjdlva verket likadana. Vi kommer nu att gora detta: Lemma
6.2.2 visar att det existerar minst en sddan Mdobiusavbildning, och resterande
lemman kommer att anvindas for att visa entydighet

Hjalpsats 6.2.2. Ldt p,q,r vara tre godtyckliga distinkta punkter pd C. Da
finns minst en Mdbiusavbildning som avbildar p till 0, q till 1 och r till co.

Beuvis. Lat oss forst anta att ingen av p, q eller r ar lika med oo. I s fall kan
vi betrakta avbildningen

q—r z-p
f(z) = ' :
q—p z—r

Man kan nu verifiera att f(p) =0, f(r) = oo och f(q) = 1. Dock kommer inte
nodvandigtvis villkoret ad — bc = 1 att gélla for denna avbildning. Men vi ser
att

ad—bc=(q—7r)(g—p)r—(¢g—p)g—r)p=(¢—7)(g—p)(r—Dp).

Eftersom de tre punkterna var distinkta ar detta nollskilt, sa enligt 5.5.5 &r vi
klara.

Antag nu att ndgon av p, ¢ och r ar lika med oco. Vilj forst en Mobiusavbildning
som avbildar 0,1 eller co pa oco: vi kan vélja z — —1/z, z — 1/(1 — 2) eller
z — z, beroende pa om p, q eller r ar co. Vi sétter sedan samman inversen av
denna Mébiusavbildning (dvs z — —1/z,z — 2L eller z +— z) med en annan
som avbildar resterande tva pa 0 och 1: det &r latt att se att for varje par av

punkter p, ¢ i C sa kommer

1
q—p

f(z) (z —p)

att avbilda p och g p& 0 respektive 1. Det &r ocksa klart att denna f &r en
Mobiusavbildning, och att den fixerar punkten i odndligheten, s& sammansétt-
ningen har den sokta egenskapen. O

Hjalpsats 6.2.3. Lat f vara en Mobiusavbildning. Antag att f(0) =0, f(1) =
L och f(oo) = oo. Dd dr f lika med identitetsavbildningen, d.v.s. f(z) = z fér
alla z € C.

Bevis. Lat f(z) = %. Eftersom

maste b = 0. Och eftersom
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maste dven ¢ = 0. Alltsa ar
fl2) =52
d ?
och vi vet att f(1) =1,sad a/d = 1. O

Med hjéalp av Sats 5.5.7 kan foregaende lemma skérpas till. Det kan vara vart
att titta pa den satsen igen innan man laser ndsta lemma.

Hjdlpsats 6.2.4. Ldt f vara en Mdbiusavbildning. Antag att f(p) = p, f(q) =
q och f(r) =r gdller for tre olika punkter p,q,r pa C. Aven da kommer f vara
identitetsavbildningen.

Bevis. Antag att f fixerar punkterna p,q, och r. Lat g vara nagon Md&bius-
avbildning som tar p till 0, ¢ till 1 och r till co (vi vet att g existerar enligt
6.2.2). Betrakta den sammansatta avbildningen

gofog .

(Vi anviinder Sats 5.5.7 for att konstruera g~!). Vi hiivdar att denna méaste
vara identitetsavbildningen: ty

(go fog ")(0)=g(f(g~(0))) = g(f(p)) = g(p) =0,

och samma argument visar att go f o g~! fixerar 1 och co. Hér anvinder vi att
da g(p) = 0, ar g~(0) = p. Alltsé ér

gofog l=id,
enligt foregaende lemma. Satt nu samman funktionerna pa hoéger och vénster

led med g~! fran vinster, och g fran héger. Vi finner att

g logofoglog=goidog .
Men eftersom g o ¢~ = id, och hoid = idoh = h giller for alla funktioner h,
kan ekvationen ovan férenklas till

f=id,

vilket uttryckt i ord séger att f &r identitetsavbildningen. O
Vi kan nu bevisa 3-transitivitet.

Bevis av Sats 6.2.1. Lat punkterna p,q,r och p’, ¢, r’ vara givna, som i 6.2.1.
Lat forst f vara en Mobiusavbildning som avbildar p,q,r pa 0,1 respektive
00, och g en Mobiusavbildning som avbildar p’, ¢/, " pa 0,1 respektive oo. Att
f och g existerar foljer av 6.2.2. Betrakta nu funktionen g~' o f. Nu &r, pa
samma sétt som i beviset av foregaende lemma,

(g o Hp) =g " (f(p) =g '(0) =V,

och pa samma sétt ser vi att ¢~ o f avbildar ¢ pa ¢’ och r pa 7. Det aterstar
att visa att g~ ' o f dr unik med denna egenskap. Sa antag att dven h har denna
egenskap. Da kommer med samma argument som nyss b~ og~lo f att avbilda
p pa sig sjalv, q pa sig sjalv och r pa sig sjalv. Vi ar nu klara med hjilp av
6.2.4. O
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Figur 6.1: Tva linjer som moéts i en punkt. Hér &r o vinkeln fran A till p, och 3
vinkeln fran g till A.

Anmairkning 6.2.5. Egenskapen 6.2.1 hos Md&biusgruppen kan till exempel
ge oss ett kort bevis for foljande observation: genom tre punkter p,q och v pa
C gar en unik cirkel eller linje. S& 1at p, q¢ och r vara tre godtyckliga punkter
pa C. Om p,q,r = 0,1,2 ar pastaendet uppenbart — det finns en unik linje
(den reella linjen R) genom 0,1 och 2, och ingen cirkel. Om p, ¢ och r inte ar
lika med dessa tre, tag en Mobiusavbildning f sadan att f(p) = 0, f(q) =1
och f(r) = 2. Da kommer f~!(R) att vara en cirkel eller linje enligt 6.1.3,
och denna kommer att passera genom p, ¢ och r. Om I' skulle vara en annan
cirkel/linje med denna egenskap, sa skulle f(I") vara en cirkel/linje genom 0, 1
och 2, vilket dr omdjligt om inte f(I') = R.

Vi ser alltsa att eftersom Mobiusgruppen avbildar cirklar och linjer pa cirklar
och linjer, sa géller att om en Mobiusavbildning tar p, g och r till p’, ¢’ och 7/,
kommer den dessutom att avbilda den unika cirkeln/linjen genom p,q och r
pé den unika cirkeln/linjen genom p’, ¢’ och r’.

6.3 Konforma avbildningar

Vi vill nu visa pastaendet vi utlovat flera ganger tidigare: att analytiska funk-
tioner bevarar vinklar. Lat oss forst definiera vad detta betyder. En forsta
komplikation &r att vi maste definiera vinkeln mellan tva linjer. I Definition
2.1.6 definierade vi vinkeln mellan tva linjesegment som mots i sina d&ndpunk-
ter, men nér vi har tva linjer som mots i en punkt kan vi méata upp tva olika
vinklar i skirningspunkten mellan linjerna. Vi behéver alltsa en definition som
siager vilken av dessa tva vinklar man skall vélja, for att fa en véldefinierad
vinkel mellan tva linjer.

Definition 6.3.1. Lat tva rata linjer A och p skiira varandra i en punkt p. Vi
vill definiera vinkeln mellan linjerna A och u. Betrakta den ena halvodndliga
linjen som gar ut fran p i A:s riktning.

Fran denna linje kan vi méta upp tva olika vinklar (« och g i Figur 6.1) mot
linjen . Med var konvention att vinklar rdknas positivt moturs och negativt
medurs kommer endast en av dessa tva vinklar att ligga i intervallet mellan 0
och ; vi definierar denna som wvinkeln fran A till p. Fran figuren ses att vinkeln
ej beror pa vilken av de tva halvodndliga linjerna ut fran p i A:s riktning vi
valde.

Definition 6.3.2. Lat tva kurvor I' och A métas i en punkt p € C. Vi de-
finierar vinkeln fran I' till A som vinkeln fran tangenten till I' till tangenten
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f(to) + f'(to)(t — to)

f(t)

to to + At

Figur 6.2: Tangentapproximationen for funktioner f : R — R.

till A. Detta ar vildefinierat eftersom vi vet vad det betyder att méta vinkeln
mellan tva rita linjer.

Anmairkning 6.3.3. Det ar viktigt att specificera att man méter vinklar fran
I till A och inte tvirtom. Eftersom vi rdknar vinklar med tecken sa séger vi
att vinkeln fran I till A 4r minus vinkeln fran A till T

Definition 6.3.4. Lat f : C — C vara en funktion. Skriv f(z+1iy) = u(z,y)+
iv(x,y), och antag att bade u och v &r deriverbara funktioner av x for varje
fixt y och vice versa. Dessa hypoteser garanterar att om I' C C &r en kurva,
ar dven f(I') en kurva. Om f uppfyller dessa antaganden, siger vi att f &r
konform om foljande egenskap géller: sa fort tva kurvor I' och A moéts i en
punkt p € C, sa ar vinkeln fran I' till A i p densamma som vinkeln fran f(I")

till f(A) 1 f(p).

Vi har redan i kapitel 4 talat om tangentlinjer till kurvor i planet, men vi har
faktiskt aldrig definierat vad en tangentlinje till en kurva &r for nagot.

Definition 6.3.5. Om I ir en kurva i C med parametrisering «y, och v/(¢g) # 0,
s definierar vi tangentlinjen genom ~y(ty) som den parametriserade linjen

v(to) +7'(to) - (t — to),
dér ¢ varierar over R.

Anméirkning 6.3.6. Det ar virt att vara tydlig med att v(tg) och ~/(to)
bada ar komplexa tal, medan t och ty 6verallt &r reella tal. Multiplikationen
i formeln skall alltsa tolkas som multiplikation av ett reellt och ett komplext
tal. Vi kan tidnka pa +/(tg) som ett tal som anger riktningen for tangenten bort
fran punkten v(tp). Detta eftersom att linjen som beskrivs av ekvationen inte
beror pa beloppet av 7/(#g), utan endast av argumentet. Argumentet till ' (¢)
anger exakt vinkeln som tangenten goér mot z-axeln.

Anmarkning 6.3.7. Ett heuristiskt argument for att Definition 6.3.5 &r vettig
ar foljande: det &ar en vilbekant approximation att for en deriverbar funktion
[ R — R, sa géller for sma At att f(to + At) = f(to) + f'(to) - At, eller
ekvivalent

f(t) = f(to) + f'(to) - (t —to).
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Denna approximation &r precis vad man far om man ersétter grafen till f med
dess tangentlinje genom f(tp), som i Figur 6.2. Speciellt géller att ekvationen
for tangenten fas genom att ersétta ”=” med ”=". Ekvationen i 6.3.5 sdger bara
att vi kan gora exakt samma sak dven ndr f &dr en funktion fran R in i det
komplexa planet. En annan observation som far definitionen att verka rimlig
ar att notera att tangenten har foljande egenskaper: (i) Tangenten dr en linje;
(ii) Tangenten passerar genom 7(to) (sitt in ¢t = ¢o i ekvationen); (iii) Tangen-
ten har samma derivata i punkten ¢y som kurvan I', eftersom tangentkurvans
derivata ar konstant lika med +/(¢).

Anmirkning 6.3.8. En mirklig sak vid férsta anblicken av 6.3.5 &r att tan-
gentlinjen tycks bero pa vilken parametrisering av kurvan I' vi véaljer. Speciellt
kan man undra vad som hander om +/(tg) skulle vara noll — existerar inte
tangentlinjen da? Detta beroende pa parametriseringen ar dock illusoriskt: om
vi dndrar parametriseringen av I' kan vi dndra beloppet pa derivatan (“farten”)
i varje punkt, men inte argumentet ("riktningen”). Och linjen som parametri-
seras av 6.3.5 blir densamma, oavsett om vi dndrar beloppet pa +/(tg). Man
kan visa att varje kurva I" kan parametriseras sa att 7/(t) # 0 for alla ¢, sa det
gar att definiera tangenten genom varje punkt pa I'.

Hjalpsats 6.3.9. Lat vy och § vara parametriseringar av kurvorna T’ och A som
maots i punkten y(tg) = 6(to). Lat oss anta att vy och & har nollskilda derivator
1 demna skdrning. I sa fall ges vinkeln fran I' till A i denna punkt av

arg(0'(to)) — arg(v'(to))-

Bevis. Vi har definierat vinkeln mellan I' och A att vara lika med vinkeln
mellan deras respektive tangentlinjer. Fran ekvationen i 6.3.5 ser vi att /(¢o)
respektive 8 (tg) ger tangentriktningarna for de bada linjerna. Nu ar arg(y/(to))
vinkeln mellan denna tangentlinje och x-axeln, och samma sak géller for arg(d’(¢g)).
Alltsé ér differensen arg(d’(to)) — arg(v/(to)) lika med skillnaden i vinkel métt
moturs fran z-axeln fran I' till A. O

Sats 6.3.10. Lat f vara en analytisk funktion med nollskild derivata. Da dar f
konform.

Bevis. Lat zg vara en punkt i komplexa planet, och antag att kurvorna I'
och A moéts i denna. Lat kurvorna parametriseras av -y respektive 4. Vi kan
utan inskrankning viilja parametriseringarna sa att v(tg) = d(t9) = 2o, med
nollskilda derivator i denna punkt. Vi vet redan att vinkeln fran I till A i zg
ar

arg(d'(to)) — arg(v'(to)),

och vi vill nu hitta vinkeln fran bilden av I" till bilden av A under transforma-
tionen f. Bilden av kurvan I' ges av den sammansatta funktionen

(fem)(t) = F(v(1),

som vi nu deriverar med kedjeregeln. Vi finner att
(fo)' @)= f(v(t) -~ (t).
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Hér ar bade f'(y(t)) och 4/(t) komplexa tal. Alltsd ges vinkeln mellan f(T")
och f(A) i punkten f(zp) av

En sak kvarstar dock: formeln arg(zw) = arg(z) + arg(w), som vi anvént i
beviset ovan, géiller bara for produkten av tva nollskilda komplexa tal. (Om
z = 0 &r arg(z) odefinierat.) Men som vi antog &r f nollskilt, darmed &r beviset
klart! O

Anmairkning 6.3.11. Det motsatta pastaendet visar sig ocksa vara sant, en
funktion som &r konform &r ocksa analytisk med nollskild derivata. Vi tar dock
inte och bevisar detta, da vi undviker att jobba med den komplexa derivatans
definition i den hér kursen.

Ovningar

Ovning 6.1. Hitta nagon Mobiusavbildning som avbildar imaginéira axeln pa
enhetscirkeln.

Ovning 6.2. (i) Finns det en Mobiusavbildning som avbildar punkterna
2+3i,—1+4i,—4—5i0och4—ipal+i,—1,—4— 3ioch 0, respektive?

(ii) Visa att f(z) = 2z d4r en Mobiusavbildning genom att skriva om funk-

tionen pa formen f(z) = ZZZIZ dér a,b,c,d € R uppfyller ad — be = 1.

(iii) Beskriv alla Mébiusavbildningar som har 0 och co som fixpunkter. Hitta
en familj av Mobiusavbildningar som har 1 och oo som fixpunkter.

Ovning 6.3. Visa direkt att det genom tre godtyckliga punkter p,q och r i
komplexa planet passerar exakt en cirkel eller linje (pastaende 6.2.5). Ett sétt
ar sa har: dela forst upp i tva olika fall, antingen ligger punkterna pa en linje
eller sa gor de det inte. Om punkterna ligger pa en linje &r det enkelt. Om
de inte ligger pa en linje, betrakta dels médngden av alla punkter som ar pa
samma, avstand till bade p och ¢, och dels méngden av punkter som ar pa
samma avstand till ¢ och 7. Visa att dessa tva méangder mots i exakt en punkt,
och anvénd detta for att konstruera den sokta cirkeln.

Ovning 6.4. Definiera dubbelforhdillandet av fyra komplexa tal 21, 22, 23, 24
som

(21 — 23)(22 — 2a)

(21 — 24) (22 — Z3)'

[Zb 22523, Z4] -

Visa att Mobiusavbildningar bevarar dubbelférhallanden, dvs
[21, 22; 23, 24] = [f(21), f(22); f(23), f(24)]-
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Ovning 6.5. I beviset till 6.3.10 visades att om f &r en deriverbar funktion
C — C, sa ar f konform i alla punkter dér f har nollskild derivata. Visa att
f(z) = 2% inte #r konform i punkten z = 0.

Ovning 6.6. Anviind resultatet fran Ovning 5.6 for att visa att skiirningen
mellan ett plan i R3 och C alltid ar en cirkel eller linje i komplexa planet
(forutsatt att skdrningen bestar av mer &n en punkt), och att varje cirkel eller
linje i komplexa planet kan skrivas som skérningen med ett plan. Detta resultat
visar igen att pa Riemannsfiren bér man ténka pa en cirkel och en linje som
samma sak.

Ovning 6.7. Anvind resultatet fran foregéende uppgift for att ge ett till bevis
for att det genom tre punkter pa C passerar en unik cirkel eller linje.

Ovning 6.8. Hitta en Mébiusavbildning som avbildar enhetscirkeln pé linjen
Imz=Rez—-1.
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7 Delgruppen Aut(H).

I det foregaende kapitlet ndmnde vi att automorfigruppen for det hyperboliska
planet ocksé kommer bestd av Mobiusavbildningar, men vi har &nnu inte talat
om vilka.

I detta kapitel kommer vi forst att definiera vad méngden av punkter i det
hyperboliska planet ar. Vi kommer sedan att rdkna ut vilka M&biusavbildning-
ar som avbildar denna méngd av punkter pa sig sjilv; det ar exakt denna
delméngd av Md&biusavbildningar som sedan blir automorfigruppen till hyper-
boliska planet.

Efter att vi har gjort detta kommer vi att definiera en méngd av kurvor som
kommer att spela rollen som de rdta linjerna i det hyperboliska planet. I detta
kapitel kommer vi helt sonika att definiera en hyperbolisk linje som en av
dessa kurvor, och nér vi i nésta kapitel definierar hur man rdknar ut den
hyperboliska langden pa en kurva kommer det att visa sig att dessa kurvor
ar exakt de som minimerar avstandet mellan tva punkter. (S& var definition
blir retroaktivt vettig!) Men, som sagt, i detta kapitel kommer vi endast att
definiera vilka kurvor som kommer att bli rata linjer i hyperboliska planet, och
sedan kommer vi att visa vissa egenskaper hos dessa kurvor.

7.1 Modbiusavbildningar som bevarar 6vre halvplanet

Den forsta skillnaden mellan det hyperboliska planet och det euklidiska planet
och sfiren &r att mangden av punkter inte &r densamma. I det euklidiska planet
bestar punkterna av elementen i R? (vi kan ocksa, som bekant, tinka pa C).
Sfaren kunde vi beskriva genom att lagga till en extra punkt, co, fér att bilda
mingden C = C U {o0} som beskrev sfiren. For att definiera det hyperboliska
planet kommer vi istéllet anvidnde en mindre méngd punkter, ndmligen det
ovre halvplanet:

H={z € C|Im(z) > 0}.

Anmarkning 7.1.1. Varfor ska vi beskriva det hyperboliska planet med just
det 6vre halvplanet? Varfor inte med det undre halvplanet, enhetsskivan eller
nagon annan delméngd av C? Det visar sig att det finns tva saker som kan
hénda.

e For manga mangder D C C sa finns det en analytisk bijektion fran
H — D. Detta innebar att vi skulle kunna skapa tva helt ekvivalenta
automorfigrupper, en for D och en for H, som bada beskriver det hy-
perboliska planet. Matematiken blir dock nagot enklare for just det 6vre
halvplanet vilket &r varfér vi véljer det som var modell.

e For andra méngder (ofta lite konstigare méngder som kanske inte &r
sammanhéngande eller har hal), sa finns det inte tillrdckligt manga ana-
lytiska bijektioner fran méngden till sig sjdlv for att det ska kunna bli en
automorfigrupp enligt definition 5.4.1. Speciellt ar det (iii) som kréver
att vi har tillrackligt manga funktioner.
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Vi paminner om att en automorfi alltid méste vara en bijektion. En sadan
funktion f : H — H séger vi bevarar 6vre halvplanet, eller att f avbildar évre
halvplanet till sig sjalvt, om detta géller. Det kommer att visa sig att auto-
morfigruppen till det hyperboliska planet ar exakt de Mobiusavbildningar som
bevarar 6vre halvplanet. Vi kommer nu att undersoka vilka M&biusavbildning-
ar som har denna egenskap.

Hjalpsats 7.1.2. Lat f € Mob(C). Foljande tvd pastienden dr ekvivalenta:

(i) Mébiusavbildningen f bevarar linjen R U {oco}.
(ii) Funktionen f kan skrivas som

az+b

f(z) = m,

ddr a,b, c och d alla dr reella, men ad —bc endast antas nollskilt och inte
nodvandigtvis ar lika med 1.

Bevis. Antag forst att f bevarar R U {oo}. Lat p,q och r avbildas till 0,1
respektive oo av f, och antag for enkelhetens skull att ingen av p,q och r &r
lika med oo. I sa fall vet vi att

g—r z—p
f(Z): : )
q—p z—r

med samma argument som i beviset av 6.2.2. Men eftersom f bevarar reella
linjen maste p, ¢ och r vara reella tal, och vi ser att vi har skrivit ner ett uttryck
for Mobiusavbildningen med reella koefficienter. (Men, som sagt, sa vet vi inte
att ad —bc = 1.)
Antag nu att
az+b

f(Z) - cz + da
dér bade a,b,c och d ar reella. D4 kommer uppenbarligen gélla att om z &r
reellt eller oo, sa ar f(z) reellt eller co. Vi vill dessutom visa att om f(z) &r
reellt eller co, ar z det. Men om

ar
wd — b
a — we

som &r reellt (eller co) om alla av a,b, ¢, d och w &r reella. (Om w = oo blir
z = —d/c, som ligger i RU {o0}.) O

Anmairkning 7.1.3. Formuleringen av féregaende lemma kan verka forvirran-
de. Forst antas att f ar en Mobiusavbildning, men sedan ségs att ad — bc inte
nédvandigtvis dr lika med ett! Nyckeln dr i formuleringen att f kan skrivas

som
az+b

f(z) = erd
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dér a,b,c och d alla &r reella. Att f 4r en Mobiusavbildning sdger pa samma

sitt att f kan skrivas som
az+b
&) =Gra

dér ad — bc = 1. Men dessa tva mojliga val av a, b, c och d behover inte néd-
vindigtvis vara samma! Jimfor diskussionen i 5.5.4.

Varfor ar egenskapen att bevara R U {oo} viktig? Ténk pa hur H ser ut pa
Riemannsfaren, C. Om vi tinker pad oo som nordpol och 0 som sydpol, sa
kommer linjen RU{oo} att ga longitudinellt (vertikalt) som en storcirkel runt
sfaren. Det Gvre halvplanet kommer att vara den ena halvsfiren och det undre
halvplanet den andra. Med andra ord, R U {oo} dr randen till H om vi be-
traktar situationen pa C. Om en Mobiusavbildning f avbildar H pa H maste
den &ven avbilda randen till H till sig sjilv, sa ett nodvandigt villkor pa en
Mobiusavbildning for att kunna bevara H &r att den kan skrivas med reella
koefficienter. Dock &r det inte nédvéandigtvis s& att en funktion som avbildar
R U {oo} péa sig sjilvt bevarar évre halvplanet — funderar man lite s& inser
man att det finns tva mojligheter: antingen s& kommer funktionen att avbilda
de bada halvsfarerna till sig sjilva, eller s& kommer de att byta plats pa de
bada halvsfarerna. Vi undersoker hur vi kan se skillnad pa de olika fallen:

Hjalpsats 7.1.4. Lat f vara en funktion pa formen

az+b

f(z) = m7

ddr a,b,c och d dr reella och ad — be # 0 (men inte nédvindigtvis lika med 1.)
Lat z € H. Da gdller att om ad — bc > 0, sd@ kommer Im(f(z)) > 0 och alltsa
f(z) € H. Om déiremot ad — be < 0 sd kommer Im(f(z)) <0, sd f(z) ¢ H.

Bevis. Tag z = x 41y € H. D& ar

az+b (az+0b)(cz+d) 1 _ )
p— p— = b d - .
f(z) crd (aidietd  Jetd? (ax + b+ iay)(cx + d —icy)
Den reella konstanten m kommer inte att paverka om f(z) ligger i 6vre

halvplanet eller inte. (Kontrollera detta!) Imagindrdelen av (az +b+iay)(cx +
d —icy) ar exakt (cx +d) - ay — (ax +b) - cy = (ad — bc) - y. Men nu vet vi
att z ligger 1 6vre halvplanet precis da y > 0, s& om ad — be > 0 kommer f(z)
att ligga i 6vre halvplanet, och nir ad — bec < 0 kommer f(z) ligga in nedre
halvplanet. O

Definition 7.1.5. Delméngden Aut(H) C Mob(C) bestar av alla M&bius-
avbildningar som kan skrivas som

az+b

1) = cz+d

dér a,b,c och d ar reella konstanter och ad — bc = 1. Méngden Aut(H) kan
ocksa betecknas som Mob(H).
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Sats 7.1.6. Lit f € Mob(C). Da gdller att f € Aut(H) om och endast om f
avbildar ovre halvplanet H pa sig sjalvt.

Bevis. Vi ér néstan klara med hjilp av vara tva tidigare lemman. Antag att f
avbildar 6vre halvplanet pa sig sjalvt. Da kommer den dven att avbilda randen
till 6vre halvplanet, R U {oo}, pa sig sjalvt. Alltsad kan vi enligt Lemma 7.1.2

skriva h
az
f(Z) - cz +d

dér a,b,c och d ar reella, och enligt Lemma 7.1.4 4r nu ad — bec > 0. Alltsa
har ad — bc en reell kvadratrot, och genom att forlanga braket med 1/v/ad — bc
uppnar vi villkoret ad — be = 1.

Om vi i stéllet har ad — bc = 1 och a,b,c och d reella s& kommer randen
RU{oo} att avbildas till sig sjélv (enligt 7.1.2), och som vi tidigare observerat
finns nu tva mojligheter: antingen kommer f att avbilda bagge "halvkloten” till
sig sjélva, eller s& kommer f att byta plats p4 dem. Men nu visar féregaende
lemma att alla z € H kommer att avbildas in i 6vre halvplanet av f, sa vi ar i
den forsta situationen. O

Sats 7.1.7. Delmdngden Aut(H) uppfyller, precis som Mob(C), alla tre egen-
skaperna fran Sats 5.5.7. (Man sdger ibland att Aut(H) ar en delgrupp till
Moébiusgruppen.)

Bevis. Beviset &r néstan identiskt med beviset for Sats 5.5.7. Det enda vi
behover kontrollera dr att koefficienterna till f o g och f~1 &r reella, forutsatt
att de for f och g &r reella. Men detta ar uppenbart fran de explicita uttrycken
for f o g och f~! som ges i beviset. (Om a,b, c,d och A, B,C, D alla ir reella
sd kommer dven aA + bC' vara det, etc.) ]

Sats 7.1.8. Aut(H) dr en automorfigrupp enligt definition 5.4.1.

Bevis. (i) Att funktionerna i Aut(H) &r analytiska i H f6ljer direkt fran Sats
3.8.2.

(ii) Precis som i beviset av Sats 5.4.4 behover vi bara visa att for alla punkter
w =z + iy € H finns det ndgon automorfi f € Aut(H) si att

fi) = w.
Vi skriver f pa formen
az+b
f(Z) - cz +d

dar ad — be = 1. Ekvationen f(i) = w séger att

ai+b
=w
ci+d

Lat nu a = at 4+ b och 8 = ci + d. Vi har i sa fall att

a=wp
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Figur 7.1: Reella axeln R, och en samling hyperboliska linjer som moter den i
en rat vinkel.

medan villkoret ad — bc = 1 kan skrivas om som
Im(afB) = 1.
Substituerar vi in vad o méaste vara far vi att
1 = Im(wfp) = ||* Im(w)

Vi kan nu vilja exempelvis

1
8=
Im(w)
(detta ar mojligt da w € H s& Im(w) > 0), och sedan a = wf = I“’( )
(iii) Se 6vning 7.7
O

7.2 Hyperboliska linjer

Vi kommer nu att definiera vilka kurvor i H som &r de réta linjerna, det vill sdga
vilka kurvor som vi i nésta kapitel kommer att visa minimerar det hyperboliska
avstandet (som kommer att definieras da).

Definition 7.2.1. En delméngd A C H sdgs vara en hyperbolisk linje om det
existerar nagon linje eller cirkel I' i det komplexa planet som skéar reella axeln
i en rat vinkel, sddan att A=HNT.

Sats 7.2.2. Givet tvd distinkta punkter p,q € HU R U oo finns det en unik
hyperbolisk linje som skdr dessa punkter.
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Figur 7.2: En illustration av beviset till 7.2.2.

Bevis. Antag forst att p,q # oo. Betrakta sedan alla cirklar som passerar
genom p och q. Att en cirkel skiir p och ¢ sdger exakt samma sak som att
cirkelns mittpunkt ligger pa samma avstand fran p som g, och att cirkelns radie
ar exakt detta avstand. Lat \ vara den réta linje som bestar av alla punkter
pa samma avstand fran p och ¢, se Figur 7.2. Linjen A ar allts& normalen till
det rita linjesegmentet fran p till ¢ som skir denna i segmentets mittpunkt.
For varje punkt ¢ pa A kan vi rita en unik cirkel med ¢ som centrum och som
skar p och gq.

Vi noterar ocksa att en cirkel kommer skéra reella axeln i en rat vinkel om och
endast om cirkelns mittpunkt ligger pa reella linjen. Ty antag att en cirkel skar
reella axeln i en punkt, och att tangenten till cirkeln i denna punkt &r vinkelrét
mot reella axeln. Eftersom tangenten till cirkeln dessutom &r vinkelrdt mot dess
radie, ligger nu radien nédvindigtvis lings med reella axeln, sa att centrum
ligger nagonstans pa R.

Vi méaste nu dela upp i tva fall:

(i) Punkterna p och ¢ ligger inte ovanfor varandra. I detta fall kommer A
inte att kunna vara parallell med reella linjen, sa A\ skér reella axeln i en
unik punkt. Om vi ritar cirkeln med denna punkt som centrum och som
passerar genom p och ¢, kommer denna att vara var unika hyperbolisk
linje.

(ii) Punkterna p och ¢ ligger rakt ovanfoér varandra. I detta fall kommer A
inte att skira reella axeln i nagon punkt, sa det finns ingen cirkel genom
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p och g som skér reella axeln i en rét linje. Dock kan vi i detta fallet (och
endast i detta fallet) i stéllet helt sonika dra den réta linjen genom p och
q — denna kommer vara var unika hyperboliska linje.

Slutligen ifall en av punkterna, sig p, 4r co sa ser vi att endast den vertikala
linjen som skér ¢ kommer skdra bade p och q. O

Sats 7.2.3. Alla f € Aut(H) avbildar hyperboliska linjer pa hyperboliska linjer.

Beuwis. Lat oss begrunda definitionen av en hyperbolisk linje. Vi har definierat
en hyperbolisk linje som en linje eller cirkel, som skar reella axeln i rét vinkel.
Eftersom f ar en Mobiusavbildning kommer varje hyperbolisk linje att avbildas
pa en cirkel eller linje (Sats 6.1.3), s& det ricker att visa att d&ven denna skér
reella axeln i en rat vinkel. Men detta &r 1att att visa med hjélp av vad vi vet
om Mobiusavbildningar: vi vet redan att den reella linjen (med oédndligheten
inriknad) kommer att avbildas till sig sjidlv av f (Lemma 7.1.2) och vi vet
dessutom att varje Mobiusavbildning ar konform (Sats 6.3.10) och dédrmed
bevarar vinkeln i vilken kurvor skdr varandra. Beviset ar klart. O

Sats 7.2.4. Lat A och p vara tvd hyperboliska linjer. Da existerar f € Aut(H)
som avbildar \ pa p.

Bevis. Vi visar forst att for varje hyperbolisk linje A s& finns en f € Aut(H)
som avbildar A pa imagindra axeln. Om A &r en rat linje, alltsa vertikal, sa ar
detta latt att visa — anvind bara en translation i x-led pé formen

f(z)=2z+0b

dér b &r reellt; alla dessa translationer ligger i Aut(H). Sa lat A vara en cirkel
som skér reella axeln i tva punkter p och g. Vi kan anta att p < ¢. Betrakta
nu avbildningen
Z—dq

fl ==L
For denna géller att ad — bc = ¢ — p > 0, sa genom att multiplicera alla koef-
ficienter med 1/4/q — p (som &r reellt) ser vi att denna funktion faktiskt &r en
Mobiusavbildning. Vidare kommer ¢ avbildas pa 0 och p pa oo. Alltsa kommer
bilden av A\ att vara en hyperbolisk linje som passerar genom 0 och co. Men en
hyperbolisk linje som passerar genom odndligheten maste vara en vertikal linje
(kontrollera dettal), och om den dessutom passerar origo méaste den vara den
imagindra axeln. Det foljer att f kommer att avbilda A pa imagindra axeln.

Betrakta nu det allménna fallet med tva hyperboliska linjer A och u. Tag
f,g € Aut(H) sadana att f avbildar A pa imaginira axeln och g avbildar p pa
imaginara axeln. Da kommer

g ltof

vara en avbildning i Aut(H) som avbildar A pa p. O

Anmarkning 7.2.5. Till skillnad fran i férra kapitlet, dér vi visade 3-transitivitet,
s& séger vi inte hér att det finns en unik avbildning som tar en hyperbolisk
linje till en annan. Faktiskt finns det odndligt méanga olika f € Aut(H) som
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avbildar en given linje pa en annan. Vi kan jamfora detta med situationen i
det vanliga Euklidiska fallet: for varje par av vanliga Euklidiska linjer i planet
finns det oéndligt manga olika automorfier av planet som avbildar den ena pa
den andra. Det ar latt att se att vi kan konstruera ndgon automorfi som gor
detta — vi kan ta en translation eller en rotation, beroende pa om linjerna &r
parallella eller inte — men sedan kan vi dessutom sétta samman denna auto-
morfi med en godtycklig translation langs med linjen, och pa detta sittet fa
oandligt manga fler automorfier med samma egenskap. Ett motsvarande pasta-
ende giiller i det hyperboliska fallet, men vi har inte definierat vad det betyder
att translatera 6vre halvplanet ldngs med en given hyperbolisk linje.

Ovningar

Ovning 7.1. Visa att tva olika hyperboliska linjer inte kan métas i mer &n en
punkt.

Ovning 7.2. Hitta ekvationen fér den hyperboliska linjen genom p = —1 + 4i
och ¢ = 6 + 3:.

Ovning 7.3. Antag att f € Aut(H) har egenskapen att f avbildar imaginiira
axeln till sig sjdlv. Hur kan f se ut?

Ovning 7.4. Betrakta punkten P = 2i och hyperboliska linjen I (som &r en
halvcirkel) fran —1 till 1. Hitta tva andra hyperboliska linjer [; och Iy sddana
att I1 och Iy gar genom P men ej skir [. (Detta visar att parallellpostulatet (v)
i 2.3 inte géller for hyperboliska linjer.)

Ovning 7.5. I euklidiska planet kinner vi till att givet en linje A och en punkt
p € A, finns en unik linje genom p som mdter A i en rit vinkel. Visa att detta
dven géller for hyperboliska linjer i H.

Ovning 7.6. Beskriv alla hyperboliska linjer som gar genom 4.

Ovning 7.7. Slutfér beviset av sats 7.1.8. Det vill séiga, visa att Aut(H)
uppfyller egenskap (iii) av definition 5.4.1.
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8 Hyperbolisk lingd och hyperboliskt avstand

Vi ska i det hér kapitlet anvinda det 6vre halvplanet och dess automorfier for
att skapa en typ av geometri som kallas hyperbolisk.

I forra kapitlet sag vi att gruppen av Mobiusavbildningar pé formen

az+b

fe) = (51)

med
a,b,c,d € R och ad—bc=1

bevarar 6vre halvplanet. En rdkning visar att avstandbegrepp som vi definiera-
de med hjalp av baglingd i Kapitel 2 inte passar ihop med dessa automorfier—
detta avstand fordndras om vi tillimpar en automorfi f € Aut(H). Vi borjar
dérfor med att modifiera vart langdbegrepp for att ta hénsyn till egenskaperna
hos 6vre halvplanets automorfier. Vi ska bevisa att detta nya langdbegrepp
verkligen &r invariant under Aut(H), och att vi kan anvinda det for att infoéra
ett hyperboliskt avstandsbegrepp. Vi ska se att de hyperboliska geodeterna,
de avstandsminimerande kurvorna, blir de hyperboliska linjerna vi stotte pa i
foregaende kapitel. Vi avslutar med att ge nagra exempel pa hur berdkningar
i hyperbolisk geometri kan se ut.

8.1 Hyperbolisk langd

Lat T vara bilden av parameterfunktionen +: [a,b] — H med

~v(t) = z(t) +iy(t), tE |a,b]

Vi har tidigare infért den euklidiska ldngden av kurvan I' genom integralen

b
) = [
a
Foljande exempel visar att om f € Mob(H) sa géller tyvarr i allménhet

(T) #1(f(T)).

Exempel 8.1.1. Lat K beteckna det euklidiska linjesegmentet mellan punk-
terna
p1 =1 och py=2i.

Vi parametriserar denna kurva genom
~v(t) =it, tell,2],

och noterar att langden av linjesegmentet ar I(K) = 1.

Betrakta nu avbildningen
z—1

z

flz) =
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som dr en automorfi pa formen (8.1) meda=1,b=—1,¢c=10och d=0. Vi
tillampar denna pa var kurva och berdknar baglingden av bilden av K under
automorfin:

2 2
I(f(K)) = / () |t = / Y OI1F (v (8)) .

Vi har 7/(t) = 4, och en rikning visar att

vilket ger att

21 1 2 11?2 1
1(f(K)) = ——dt=| =dt=|->| ==,
0w = [ | = | [J >

Vi har alltsa [(K) =1 # 1/2 = I(f(K)).

Automorfierna i M6b(H) spelar samma roll i det 6vre halvplanet som trans-
lationer och rotationer gor i det euklidiska planet. Ovanstaende resultat visar
att baglangdsbegreppet [ inte ar lampligt for att méta kurvors langd i den
geometri vi vill bygga upp. Vi sag tidigare att baglangden av en kurva i det
euklidiska planet inte férandrades om kurvan roterades eller translaterades, och
det &r detta vi vill uppné i H, fast med rotationer och translationer utbytta
mot Mobiusavbildningarna pa formen (8.1).

Vi &ar nu redo att definiera begreppet hyperbolisk langd.

Definition 8.1.2. Lat : [a,b] — H vara en parameterfunktion med bild T
Den hyperboliska lingden av kurvan I' i 6vre halvplanet ges av

b
hoolD) = | g Ol

Idén &r alltsd att skala om dt i varje punkt 7 (tp) pa var kurva med en faktor
1/(Im(7(tg)) for att kompensera for den extra faktorn vi far ut nér vi deriverar
en hyperbolisk automorfi f. Ju nérmare reella linjen vi &r, desto storre blir
omskalningsfaktorn, och ju ldngre bort ifran R vi ror oss i H, desto mindre blir
faktorn. Vi ser ocksa att omskalningen &r densamma i alla punkter som ligger
pa en horisontell linje i H, det vill sdga, har samma imaginérdel.

Vi ger ett exempel pa hur rdkningar med hyperbolisk langd kan se ut.

Exempel 8.1.3. Betrakta det vertikala linjesegment K som férbinder punk-
terna p = ia och g = ib for a,b € R med a < b.

En parameterframstéllning av detta linjesegment &r
v(t) =it, te€la,b.

Vi deriverar 7 och far att v/(t) = i, s& |7/(¢t)| = 1. Vi erhéller nu den hyperbo-
liska ldngden av linjesegmentet genom att berdkna integralen

b / b
zhyp(K):/a hm%dt:/a %dt:[lnt]z.
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Vi ser alltsa att

Ihyp(K) = In <b> 7

a

for ett allmént vertikalt linjesegment, och om vi véljer b = 2 och a = 1 far vi
Ihyp(K) =1n2.

Vi ser alltsa att den hyperboliska langden av ett vertikalt linjesegment skiljer
sig fran den euklidiska baglangden, som ju ar [(K) = b — a.

Precis som i definitionen av den euklidiska ldngden av en kurva verkar det som
att valet av parameterframstéllning skulle kunna péaverka integralen som ska
berdknas.

Man kan, pa ett liknande sédtt som tidigare, visa att sa inte &ar fallet — den
hyperboliska ldngden bevaras under omparametrisering.

8.2 Invarians under M&b(H)

Vi valde att dndra pa vart tidigare baglangdbegrepp for att skapa en baglangd
i 6vre halvplanet som inte paverkas av automorfier.

Néasta sats visar att vi verkligen har uppnatt vart mal.

Sats 8.2.1. Ldt f € Aut(H). Da gdller lpyy(I") = lhy(f(I')) for varje parame-
terkurva I'.

Bevis. Vi inleder beviset med néagra riakningar. Lat f € Mob(H), det vill séga,

az+b

f(z) = m7

for reella a, b, ¢,d med ad — bec = 1. Vi deriverar f och far

;o\ alcz+d) —claz+b)  ad—bc 1
Jz) = (cz +d)? C(ez+d)?2 (cz+d)? (82)

Vi noterar att

az+b  (az+b)(cz+d) aclz|? + bd + adz + bez

1(z) = cz+d  (cz+d)(cz+d) lcz + d|? ’

vilket ger oss att

Im(f(2)) = Im (ac|z]2 + bd + adz+bcz>

lcz + dJ?
Sétt z = z + iy. Eftersom ac|z|?> + bd ir reellt far vi

1 (ad — be)y

Vi har ju ad — bc = 1, och vi ser att



Vi jamfor med vart tidigare uttryck (8.2) och far att

/()

1f'(2)| = (o) (8.3)

Vi kommer nu till huvuddelen av beviset. Lat I' vara en kurva som paramet-
riseras av v : [a,b] — C. Den hyperboliska langden av I" ges av

_ " @)
Iy (D) = / T

Vi tillimpar sedan var automorfi f pa kurvan. Den resulterande kurvan f(I")
har da lingden
(L@ |
t

s (/D)) :/a 7 (0]

Kedjeregeln ger oss att

Fran (8.3) foljer det att

GO _ 1
[/ (3(2)] ~ Im(y(1))

Vi sétter in detta i integralen (8.4) och far att

b !
(1) = [0

Alltsa géller lhyp(I') = lhyp(f(T)) for varje f € Mob(H), och detta avslutar
beviset. O

8.3 Hyperboliskt avstdnd och hyperboliska geodeter

Vi infor nu ett avstandsbegrepp i var hyperboliska geometri. Vi vill sdga att
avstandet mellan p och ¢ i H ges av ldngden pa den parameterkurva som
forbinder p och ¢ och har kortast ldngd, i hyperbolisk mening.

Liksom i fallet med den euklidiska bagldngden visar det sig att linjer har kortare
baglangd &n alla andra kurvor.

Sats 8.3.1. Ldt p och q vara tvd punkter i det ovre halvplanet H och lit K
beteckna det unika hyperboliska linjesegment som férbinder p och q. Da gdller

Uhyp(K) < Lpyp(T)

for varje parameterkurva I' som forbinder p och q.
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Bevis. Vi delar upp beviset i tva fall: dels Re(p) = Re(q) och dels Re(p) #
Re(q). Vi borjar med att behandla det forsta fallet Re(p) = Re(q). Automorfin
f(2) = z—Re(p) avbildar punkterna pa den hyperboliska linjen som férbinder
p och ¢, som i det hér fallet &r en rét linje, pa imagindra axeln. Den bevarar
vidare den hyperboliska baglingden av alla kurvor som férbinder punkterna p
och ¢. Vi kan alltsa forenkla situationen genom att anta att p = ia och ¢ = ib
och a < b. Lat alltsd parameterfunktionen

V(1) = x(t) +iy(t), € o],

beskriva en kurva som foérbinder p = vy(a) och ¢ = (8). Vi observerar att

() =iy(t), tela,pl,

ger en parameterfunktion vars bild dr den bit av imaginéra axeln som férbinder
p och ¢. Eftersom (2'(t))? och (y/(t))? &r positiva for varje ¢ giller

V(6] = V(@ )2+ (¥ (1) = V(' () = 1y ().

Denna olikhet medfor tillsammans med det faktum att Im(vy(t)) = Im(5(¢))

att
[P @) Clywl L
lhyp(”‘/a Im(v(t))dw/a TGy = e (89)

dér K ar den rata linjen som forbinder p och q.
Antag nu att Re(p) # Re(q). Vi kan for enkelhetens skull anta att Re(p) >
Re(g). Vi anvinder Sats 7.2.4 for att hitta en automorfi f som avbildar den

hyperboliska linjen mellan p och ¢ pa imaginira axeln. Vi har da f(p) = ia
och f(q) = ib for nagra reella tal a och b.

Lat I vara en kurva som férbinder p och ¢. D& kommer f(I") vara en ny kurva
som forbinder punkterna ia och ib. Eftersom lhyp(I') = lnyp(f(I")) enligt Sats
8.2.1 kommer den avbildade kurvan ha samma hyperboliska langd som den
ursprungliga kurvan I'. Vart tidigare resonemang i (8.5) medfor att

lhyp(f(r)) > lhyp(K)a
dér K liksom tidigare ar linjesegmentet som forbinder ia och b, det vill séga,
den unika hyperboliska linjen mellan ¢a och 2b.

Vi utnyttjar nu att f~! ocksd dr en Mobiusavbildning och saledes bevarar
hyperbolisk ldngd. Vi avbildar tillbaka och far

lhyp(T) = bnyp (f 71 (K).

Sats 7.2.3 sdger emellertid att automorfierna av H bevarar de hyperboliska
linjerna, och saledes maste I'" = f~!(K) vara en hyperbolisk linje. Eftersom vi
antagit att Re(p) # Re(q) ar I'" en cirkel som moter R i en rédt vinkel. Detta
avslutar beviset. O

Vi anviander denna sats for att definiera det hyperboliska avstandet. Om p och
q tillhor H och Re(p) = Re(q) séger vi att det hyperboliska avstandet mellan p
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Figur 8.1: Vanster: Kurvan I' och den hyperboliska linjen mellan p och ¢. Hoger:
Bilden av I' under f.

och ¢ ar den hyperboliska langden av det vertikala linjesegmentet som forbinder
dem, det vill sdga
I
In < m(p)> ‘
Im(q)

vilket vi sag i Exempel 8.1.3. Vi har lagt till absolutbeloppet sa att vi ska
slippa gora antagandet Im(q) < Im(p).

diSthyp(pv Q) =

Om p och g inte har samma realdel ar det inte langre en rét linje mellan p och
q som har minst baglangd. Vi later istdllet det hyperboliska avstandet mellan
p och g ges av den hyperboliska langden av den cirkelbage som skér reella axeln
och innehéaller p och ¢. Lite rdkningar, som aterfinns i [5, Kapitel 5.4], ger oss
formeln

. lp—al+lp—al
distpyp(p, ) = In < = .
P lp—al —1Ip—dq

Vi sammanfattar denna diskussion i en definition.

Definition 8.3.2. Lat p och ¢ vara tva distinkta punkter i 6vre halvplanet H.
Da ges hyperboliska avstandet mellan p och g av

disthyp (P, 4) = lhyp(A),

dér A ar den unika hyperboliska linje som forbinder p och ¢.

For att sammanfatta har vi definierat vad en punkt i hyperboliska planet &r:
det &r ett element av H. Vi har definierat den rata linjen mellan tva punkter,
och vi har definierat ett sétt att méta ldngden pa kurvor som gor att dessa
rata linjer dr exakt de avstandsminimerande kurvorna. For att kunna arbeta
med alla de begrepp fran euklidisk geometri vi kéinner sedan tidigare &ven i det
hyperboliska planet, aterstar nu endast att definiera vinkeln mellan tva kurvor
i hyperboliska planet. Detta &r nu enkelt:

Definition 8.3.3. Lat tva linjesegment A och p métas i en punkt p € H. Vi
definierar vinkeln fran A till ;£ som den vanliga euklidiska vinkeln, dér vi tdnker
pa A och p som kurvor i det vanliga euklidiska planet R?.

For att denna definition ska kunna vara vettig, maste vi veta att en automorfi
f € Aut(H) inte foréandrar vinkeln mellan tva kurvor. Men detta har vi re-
dan visat for tva kapitel sedan! Sats 6.3.10 visar att varje Mobiusavbildning
bevarar den vanliga euklidiska vinkeln mellan kurvor. Vinkelbegreppet fran
Definition 8.3.3 &r alltsa invariant under den automorfigrupp vi har sagt att
det hyperboliska planet skall ha.
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Figur 8.2: Flera parallella linjer.

8.4 Hyperbolisk geometri

Vi avslutar detta kapitel med nagra geometriska betraktelser. Vi borjar med
att definiera vad vi ska mena med att tva hyperboliska linjer &r parallella.

Definition 8.4.1. Tva hyperboliska linjer sdges vara parallella om de &r disjunk-
ta, det vill séiga, om de inte har nagra punkter gemensamma.

Denna definition &r helt analog med den i avsnitt 2.4: vi sade att tva linjer i
planet var parallella om de inte mottes.

Vi kommer nu till en av héjdpunkterna i detta kompendium: vi ska visa att det
for varje punkt ¢ finns odndligt manga hyperboliska linjer i H genom punkten
g som &r parallella med en given linje A!

Sats 8.4.2. Ldt A vara en hyperbolisk linje, och lat q vara en punkt som inte
tillhor \. Da existerar odndligt manga hyperboliska linjer som innehdller q och
ar parallella med .

Bevis. Vi kan utan inskrdnkning anta att A dr en rét linje som skir reella
axeln vinkelratt och har Re(p) = a > 0 {or alla p € A. Om sé inte &r fallet kan
vi tillimpa en Mobiusavbildning for att reducera situationen till detta fall, se
Sats 7.2.4.

Lat ¢ € H ha Re(q) = b och 1at oss antaga att b > a. For varje ¢t € (a, b
finns det enligt Sats 7.2.2 en unik hyperbolisk linje y; som passerar genom t
och &ven q. Nar t = b ar p; en rat linje som ar vinkelrat mot R. For varje
annat t € (a,b] ar u; en cirkelbage med centrum péa reella linjen, vilket vi sag
i beviset for Sats 7.2.2.

Eftersom vi inte tillatit ¢ # a ser vi att A och p; inte har nagra punkter
gemensamma, och déarmed &r varje hyperbolisk linje u; parallell med . O
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Figur 8.3: Varje linje genom p skar ekvatorn.

8.5 Sfarisk geometri

Vi tillater oss en liten utblick mot sfarisk geometri. P& en sfar ar storcirklarna
de kurvor som minimerar den motsvarande sfiariska lingden mellan tva punk-
ter. Vi avstar fran att definiera exakt vad vi menar med sfarisk langd. Vi sdger
att tva sfiriska linjer ar parallella om de inte har nagra punkter gemensamt.
Vi ser nu att foljande géller pa en sfir: givet en sfirisk linje, det vill sdga en
storcirkel, och en punkt p pa sfaren existerar det ingen sfarisk linje genom p
som &r parallell med den givna linjen! Vi maste dock observera en sak hér:
sfarisk geometri med storcirklar som linjer bryter inte bara mot Euklides fem-
te postulat, utan dven mot det forsta! Det finns exempelvis odndligt manga
linjer som innehaller de tva punkterna N och S, nordpolen och sydpolen—alla
longitudlinjerna. Det &r alltsa inte fullt sa enkelt som att titta pa geometri pa
en sfar att hitta ett motexempel mot parallellpostulatet.

8.6 Areor, vinklar och Gauss-Bonnets sats

Ett annat intressant exempel pa en skillnad mellan euklidisk och icke-euklidisk
geometri ar vinkelsumman i en triangel. I det euklidiska planet ar det valkant
att varje triangel har vinkelsumman m; sa &r inte fallet i det hyperboliska
planet. Det visar sig i stéllet att varje triangel kommer att ha en vinkelsumma
som ar strikt mindre &n 7. Inte nog med detta: det kommer dven vara sé att
olika stora trianglar kommer att ha olika stor vinkelsumma. Vi kommer inte
att visa detta, men pastaendet illustreras i Figur 8.4.

Vi tanker pa bilden som en familj av trianglar, dér en vertikal sida (ritad med
streckade linjer i figuren) tillats rora sig fritt, och de andra tva ar fixerade. Nar
den vertikala sidan &r nastan vid skdrningspunkten p ser triangeln néstan exakt
likadan ut som en vanlig triangel, och vinkelsumman bor darfér vara néra .
Nar den vertikala sidan ror sig at vinster dr det daremot mycket tydligt att vi
har en hyperbolisk triangel. Nér linjen narmar sig punkten ¢ kommer vinkeln
mellan den vertikala och nedre sidan att ga mot noll, medan vinkeln mellan
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Figur 8.4: En familj av hyperboliska trianglar.

den vertikala och den 6vre sidan héller sig begransad. (I vart exempel blir den
inte mycket storre &n 7 /2.) Det som syns i bilden &r ett exempel péa:

Sats 8.6.1. Arean av varje hyperbolisk triangel T dr direkt proportionell mot
differensen mellan © och T :s vinkelsumma.

Med andra ord: ju storre triangeln ar, desto mindre blir vinkelsumman. Speci-
ellt kan vi inte langre prata om kongruenta trianglar i det hyperboliska planet.
I det euklidiska fallet kan vi siga att tva trianglar ar likformiga om alla de-
ras vinklar dr desamma, och i s& fall kommer de tva trianglarna endast skilja
sig at upp till skalning. Men i det hyperboliska fallet kommer tva likformiga
trianglar att ha samma area och &r verkligen likadana! Men den mest férbluf-
fande konsekvens av denna sats ar &nda att det finns en dvre grins for hur stor
area en triangel kan ha. For arean av varje triangel &r proportionell mot hur
mycket dess vinkelsumma misslyckas med att na upp till 7, och eftersom vin-
kelsumman definitivt &r storre &n noll &r varje triangels area strikt begrdnsad
av proportionalitetskonstanten ganger .

Det &r viktigt att har vara tydlig med att vi anvénder hyperbolisk area, som vi
inte definierat i den har kursen. Ett siatt att tdnka pa hyperbolisk area &ar att
det ar ett sdatt att méta storleken pa delmangder av H, och det &r det enda
siatt att gora detta sa att arean inte forédndras av en automorfi i Aut(H). Pa
samma siatt som med hyperbolisk langd, kan man konstruera den hyperboliska
arean genom att modifiera euklidisk area med en forstoringsfaktor som beror
pa hur néra reella axeln omradet vars area ska matas ar. Hade vi anvént vanlig
euklidisk area i foregaende sats hade Sats 8.6.1 inte stamt.

Aven hir kan vi gora en utblick mot den sfiriska geometrin. Aven pa en sfir kan
vi tala om en triangel som en yta som begrénsas av tre storcirklar. Funderar
man pa hur vinklarna pa en sfar borde bete sig, anar man snart att det omvénda
kommer att hédnda i denna situation. Vinkelsumman blir alltid storre &n 7. Pa
samma siatt som i det hyperboliska planet &r skillnaden mellan en triangel pa
en sfar och en vanlig triangel inte sarskilt stor for sméa trianglar (jamfor detta
med situationen pa jordklotet — det krévs att man ritar en ganska stor triangel
pa marken for att jordkrokningen ska mérkas). Samma sats giller dven hér:

Sats 8.6.2. Arean av varje triangel T pd ytan av en sfir ar direkt proportionell
mot differensen mellan T':s vinkelsumma och .

Aven for en sfar far vi samma konsekvenser, att likformiga trianglar har samma
area och att det existerar en 6vre grans for arean pa en triangel.

Dessa satser kan formuleras i en enda gemensam formel:
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Figur 8.5: En triangel pa en sfir, dir alla tre vinklarna &r réta.

Sats 8.6.3. (Gauss-Bonnets sats) For varje geometri — euklidisk, hyperbolisk,
sfarisk — existerar en konstant K med egenskapen att for alla trianglar T gdller
att

K -area(T) =a+p+~v—m,

ddr a, 8 och v dr vinklarna i triangeln T'. Om K < 0 dr geometrin hyperbolisk,
om K =0 dr geometrin euklidisk, och om K > 0 dr geometrin sfirisk.

Detta vackra resultat dr en passande avslutning pa detta kompendium.

Ovningar
Ovning 8.1. Vilka &r geodeterna mellan i och 3i samt mellan 1 + 5i och
—2 + 447

Ovning 8.2. Lat v: [a,b] — H vara en parameterfunktion med bild T' och lat
h: [a, B] — [a,b] vara en omparametrisering, se Definition 4.3.1.

Visa att bilden IV av y o h: [, ] — H har samma hyperboliska baglingd som
.

Ovning 8.3. Visa att varje hyperbolisk linje har oéndlig hyperbolisk lingd.

Ovning 8.4. Berikna den hyperboliska baglingden av kurvan I' ¢ H som
bestams av parameterfunktionen

y(t)=t+i(l+1¢t), tel0,1].

Ovning 8.5. Ge exempel pa en funktion som bevarar hyperboliska avstand
men ej euklidiska.

Ovning 8.6. Rita fyrhorningen i hyperboliska planet som begrinsas av de hy-
perboliska linjerna vars ekvation i komplexa planet ges av Re(z) = 1, Re(z) =
—1, |z| = v/2 och |z| = 2. Rikna ut dess vinkelsumma och jimfor med vinkel-
summan av en fyrhérning i euklidiska planet.

Ovning 8.7. Hitta linjesegment som har samma hyperboliska och euklidiska
langd. Gar det att hitta vertikala sadana?
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| VAYA

Figur 8.6

Ovning 8.8. Rita upp cirklarna |z2| = 5 och |z + 3| = 7 i 6vre halvplanet.
Dra linjerna Re z = —4 och Re z = 1. Detta definierar tva hyperboliska tri-
anglar, en mindre som ligger i en storre, se Figur 8.6. Berdkna trianglarnas
vinkelsummor och jamfér med areorna.
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Losningar till udda 6vningsuppgifter

Kapitel 1

Ovning 1.1. (i) 0,1, 2, 3, 4.
(i) 1,2, {2,3}.

(iii) —3, -2, —1,0, 1, 2, 3.

(iv) 1, 2.

(v) =3, =2, -1, 1, 2, {2,3}.

Ovning 1.3. (i) B ér en #kta delmingd av A.
(ii) A och B ér lika.

(iii) Méngderna &r disjunkta eftersom B = () och alla méngder &r disjunkta
med den tomma méngden. B ar en dkta delméngd till A.

(iv) Méngderna &r varken disjunkta, lika eller dkta delméngder av varandra.
(v) Méngderna ar disjunkta eftersom A = Q.

Ovning 1.5. Observera att dessa svar ar forslag. Uppgifterna har flera kor-
rekta svar.

(i) {n € Z | n = 2k for nagot heltal k > 1}.
(ii) {p/2 | p ar ett heltal }.
(i) {reR|r ¢ Qoch |r| <1}.
Ovning 1.7. (i) Definitionsméngd: {1,2,3,...}. Malméngd: N.
(ii) Definitionsméngd: {T"| T &r en triangel }. Malméangd: R.

(iii) Definitionsméngd: {p(x) | p(x) &r ett andragradspolynom}. Méalméangd:
{p(zx) | p(z) ar ett forstagradspolynom}.

Ovning 1.9. (i) Detta &r en funktion. Den &r definierad for alla virden i
definitionsméngden, den ger alltid samma véirde for ett givet argument,
och alla funktionsvarden ligger i malméngden.

(ii) Detta ar inte en funktion, da funktionens virden inte ligger i malméangden

(f(2) =Vv2¢ Q).
(iii) Detta &r inte en funktion, eftersom dess virden ar slumpméssiga.

(iv) Detta &r en funktion. Eftersom ordet Balkong borjar pa B, s& har funk-
tionen ett definierat virde som ligger i malméangden.

Ovning 1.11. (i) Funktionerna #r lika. De har samma definitionsméngd,
malméingd och V22 = |z| for alla .
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(ii) Funktionerna &r inte lika, da deras definitionsméngder inte dr samma.
(iii) Funktionerna &r inte lika, da deras malméangder &r olika.

Ovning 1.13. T exempel 1.5.3 ir virdeméingden {3,4}. Funktionen #r inte
injektiv och inte surjektiv. I exempel 1.5.4 ar virdeméangden {0,1} och funk-
tionen &r bijektiv, allts& surjektiv och injektiv.

Ovning 1.15. Vi gor ett direkt bevis. Om AN B = @ betyder det att inga
element i A tas bort i A\ B. Alltsa har vi ANB =) =— A\B = A. Pasamma
satt har vi att om A\ B = A betyder det att det inte finns nigra gemensamma
element i A och B som tas bort 1 A\ B, alltsda har vi AA\B=A =— ANB = 0.

Ovning 1.17. Vi gor ett direkt bevis. Méngden A\ B ar méingden av element
som ligger i A och inte i B. Alltsd dr det méngden vi far nér vi ’tar bort
elementen som ligger i B fran A’. Alltsa tar vi egentligen bara bort elementen
som ligger i AN B fran A. De som inte lag i A fran forsta borjan struntar vi
alltsa i.

Ovning 1.19. Vi gor ett direkt bevis. Hur ménga par av element A respektive
B finns det? Jo, exakt lika manga som det finns sétt att vélja ett element ur
den ena och sedan den andra vilket ar (|A]) - (|B|).

Ovning 1.21. Om n &r jamnt sa finns det per definition ett heltal k sa att
n = 2k. Da géller att n + 1 = 2k + 1, det vill sdga n 4+ 1 &r udda.

Ovning 1.23. Antag motsatsen, det vill séiga att det finns ett rationellt tal
p/q och ett irrationellt tal r vars summa &r rationell. Skriv summan som kvoten
s/t. Da géller
—pt

B—i—r:f:}r:E_B:Sq p

q t t q tq
genom att skriva vansterledet pa gemensamt brakstreck. Men detta bevisar att
r ar rationellt, vilket &r en motségelse.

Ovning 1.25. Antag motsatsen till satsen. Den kan delas in i tva fall. I det
ena fallet giller att ab = ¢ och a < y/c och b < \/c. Da giller att

ab < ay/e < oo = /¢ = c.

Alltsa giller ab < ¢, vilket &r en motséigelse.

I det andra fallet géller att ab = ¢ och a > /c och b > +/c. Da géller att

ab>aﬁ>\/5\ﬁ:ﬁ2:c.
Alltsa géller ab > ¢, vilket &r en motségelse.

Ovning 1.27. Lat r = p/q vara ett rationellt tal. Genom att forlinga med
V2 kan vi skriva
r=12

r
V2
Vi vet att /2 ér irrationellt. Om vi kunde visa att r / V/2 &r irrationellt s& vore

vi klara.
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Antag motsatsen, det vill siiga att r/v/2 dr en kvot av tva heltal a och b. Genom
algebraiska manipulationer far vi att

r a 1 qa pb
V2 b V2  pb qa

Men detta innebéar att v/2 ar rationellt, vilket dr en motsédgelse. Alltsa ar r/ V2
irrationellt, vilket avslutar vart bevis.

Kapitel 2

Ovning 2.1. (i) Ta f((z,y)) = 2(x,y). Om L &r icke-vertikel linje ges den
av mangden L = {(z, ax+b),z € R} fora,b € R. Dadr f(L) = {2(z, ax+
b),z € R} = {(2/,ax’ 4+ 2b),2’ € R}. En linje = = a avbildas pa z = 2a.
I bada fallen translateras bara linjerna, dérmed bevaras vinklar. Dock
galler d((0,0),(0,1)) =1 # 2 =4d((0,0),(0,2)), sd avstand bevaras ej.

(ii) Nej, om vinkeln tva linjer skir varandra i &r densamma fore och efter
funktionen maste speciellt linjerna i fraga avbildas till rata linjer. Vi har
bara definierat vinklar mellan linjer.

(iii) Om ax+by = c géller a(z+1)+b(y+1) = c+a+bsa f((x,y)) verifierar
ekvationen ax 4+ by = c+a + .

Ovning 2.3. (i) Betrakta linjesegment L och M som utgar fran en punkt
P = (xp,yp). Forlang L och M sa att de har lingd minst 1. Kalla
skiarningspunkterna med cirkeln av radie 1 och medelpunkt P for Py; =
(xar,ynmr) och Pp = (xp,yr), respektive. Kalla lingden av cirkeln fran
Pr, till Py for 1. D& &r vinkeln mellan L och M é&r . Under f((z,y)) =
(z + a,y + b) transformeras punkterna P, Py; och P, till P’ = (z, +
a,yp+0), Py; = (xam + a,ynm +b) och P; = (x + a,yr, +b), respektive.
Eftersom langder av segmenten ar |PPys| = |PPr| = 1 géller

[P'Ply| = /(a1 + ) — (g + @) + ((uar +) — (g +D)?

= \/ (@nr = 2p)* + (ymr — 9p)°
= |PPy|
=1

och analogt géller |[P'P;| = 1. Om vi antar att cirkelsegmentet bevarar
laingd under translation har vi att cirkeln med radie 1 med medelpunkt
i P’ fran Pj till P;, har langd I. Men detta &r precis vinkeln mellan L’
och M’ och vi dr klara.

(ii) Betrakta P = (0,0),L = %(—1, 1),M = %(1, 1). Da &r vinkeln mellan
linjesegmenten PM och PL langden av den del av enhetscirkeln som
gar moturs fran M till L. Under reflektion sdnds punkterna till P’ =

(0,0),L" = %(—1 1) och M’ = \[( —1), respektive. Segmenten PL

och PM séands till P'L’ och P'M’, respektive. Vinkeln mellan P’M’ och
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P'L’ ar lingden av den del av enhetscirkeln som gar moturs fran M’ till
L’. Men for att ga fran LM’ till L’ moturs passerar vi M och L moturs
sé lingden av den del av enhetscirkeln som gar moturs fran M’ till L’ ar
langre dn den del av enhetscirkeln som gar moturs fran M till L. Alltsa
ar vinkeln mellan P'M' och P'L’ storre an vinkeln mellan PM och PL
och inte lika.

Ovning 2.5. Lat \ vara linjen az + by = ¢, och f(t) (som i uppgiften) funk-

tionen )
ac C

t) = bt —at ).

@ (a2+b2+ "a? 2 a)

Vi vill visa att bilden av f &r exakt A. Vi visar forst att bilden av f &r en
delméngd till A. S& tag en punkt f(¢) och sétt in dess koordinater i ekvationen
for A. Vi finner att

a L+bt +b L—at = a’c + e + abt — bat = ¢
a? + b? a? + b? a2+ a2+ b2 7

Alltsa satisfierar f(t) linjens ekvation for alla ¢. Lat nu (zg,yp) € A. Vi vill visa
att det finns ett to sadant att f(tg) = (o, yo). Vi har tva ekvationer att 16sa:

ac b .
@ T
och
be
21 o=t

Eftersom inte bade a och b tilldts vara noll kommer minst en av dessa ekvationer
att ha en unik 16sning. Lat oss t.ex. anta att b # 0, s& att det finns en unik
16sning t¢ till den 6vre ekvationen. Vi vill visa att f(tg) = (xo,y0), s& att tg dven
l6ser den nedre ekvationen. Men vi vet redan att f(tg) uppfyller ekvationen
ax + by = ¢, och eftersom b &r nollskilt kan y losas ut ur linjens ekvation.
Alltsa vet vi att eftersom z-koordinaten i f(tp) &r lika med xg, méaste &ven
y-koordinaten vara lika med yp.

Ovning 2.7. Lat oss borja med en observation. Lat \ vara linjen az + by = ¢,
och antag att (xzo,y0) € A, (z1,y1) € A. I sa fall kommer punkten (xg—x1,yo —
y1) att uppfylla ekvationen

ax + by = 0.

Eftersom minst en av a och b &r noll, kan vi skriva antingen

a_ Yo—Wn b
—=->""" eller —= .
b To — T1 a Yo — Y1

To — X1

Geometriskt séger detta att om vi har tva punkter kan vi rékna ut lutningen
pa linjen som en differenskvot, och att lutningen pa linjen &r lika med —g om
a # 0.

Det foljer att om ax + by = ¢ definierar samma linje som a’z + b'y = ¢’ s& ér
a = 0 precis om a’ = 0, och b = 0 precis om b = 0. Antag utan inskrankning
att a # 0, a’ # 0. Da ar



Att dessa brak ar lika betyder att det finns en nollskild konstant p sddan att
a = pa’, b= pb'. Vi ar nu nastan klara: vi méaste bara visa att det dven giller
att ¢ = pc’. Men detta &r nu liatt: vi vet att till exempel (g, yo) uppfyller bade
ekvationerna ax + by = ¢ och @’z + b'y = /. Alltsa kan vi rikna ut att

d =d'xy+ by,
medan
c=arybyy = pa'wo + pb'yo = pla’zo + V'yo) = pc,

vilket avslutar beviset.

Kapitel 3

Ovning 3.1.

(i) Vi berdknar forst summan z + w = 3+ (=1) + (1 +4)i = 2+ 5 och
differensen z —w =3 — (—1) + (1 — 4)i = 4 — 3i. Produkten av z och w
blir

w=3(—1)—4-1+i(3-4+1- (1)) = -7+ 11i.

Eftersom | — 1+ 44|? = 4% + 12 = 17 far vi

2 (B4i)(-1—-4i)  -3+4+i(-12—-1) 1 13

(=1 + 4i)(1 — 4i) 17 17 17"

(ii) Vihar z4+w =042 +i(—v2 —5) = 2 — (5 + V/2)i, och differensen blir
z—w=0-24i(—v2—(=5)) = =2+ (5 — V2)i. Vi far vidare

2w =0-2—(=vV2)(=5) +i(0- (=5) — 2-v2) = =5v2 — 2/2i,

och kvoten av z och w blir

z  —V/2i- (24 50) :5\6_2\/52,

wo 4425 29 29

Ovning 3.3. Lat z = a + b och w = ¢ + id. Vi har enligt definitionen av
komplex multiplikation att zw = ac — bd + i(ad + bc). Absolutbeloppet av
produkten zw blir nu

|zw| = |(ac — bd) + i(ad + bc)
= \/(ac — bd)? + (ad + bc)?
= \/(a2c2 — 2abcs + b2d?) + (a2d? + 2abed 4 b2c2)
= \/(CL2 +b2) (2 +d?) = \/a2 + b2\/62 + d2.

Eftersom |z| = va? + b? och |w| = v/¢? + d? enligt definitionen av absolutbe-
lopp &r det sokta pastédendet nu visat.
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Ovning 3.5. Vi kvadratkompletterar och far:

LN 2 .\ 2
Pqizao=(24t) 4 i (24 2) 42
2 4 2 4

Vi far alltsd ekvationen

L 2 9
z+-=] =—-=
2 4’
och darmed har vi
7 3
— = 4—3.
z—|—2 2@

Detta ger oss de tva losningarna till ekvationen, ndmligen
z=—2t och z=1.
Ovning 3.7. Sammanséttningen av f och g ges av

(fog)(2) = f((9(2)) = aaz + B) + B = adz + af + B.

Vi siitter A = aé och B = af3 och far att (f o g)(z) = Az + B.

Det aterstar att visa att |A| = 1. Eftersom |a| = |&| = 1 far vi |A] = |a|la| =1
(se 6vningen ovan), och vi &r klara.

Ovning 3.9. (i) f(2) = z-2 sa enligt produktregeln ér f'(z) = z-1+1-2 =
2z

(ii) Vi berdknar forst derivatan av z ~ 23, vi far att (z3), = (z z), =
(22)/73 + 2/ (2%) =2z - 2z + 2% = 32%. Vi har nu att

0-22-322.1 1
fllo)= 2 2% 0

28 25
vi noterar att funktionen inte ar deriverbar i punkten z = 0.
(iii) Derivatan av z — 23 — 1 #r 322, s vi far att

F(z) = 2z - 2% — 22322 2t

EENN RN

Funktionen &r deriverbar i alla punkter dér 2% # 1. Skriver vi z pa formen
z = re' siger detta att re3? = 1 sa vi kréiver att » = 1 och att 30 = 27k
for nagot heltal k € Z. (Detta for att e>™ = 1 for alla heltal k.) Vi far

dérmed tre l6sningar, z =1,z =¢€'3 och z =¢'3 .

(iv) Vi anvénder kedjeregeln for att berdkna derivatan. Vi far att
fl(2) =301 +2°)% 1+ 2% =301+ 2% 322 =9(2 + 2*)?

102



Kapitel 4

Ovning 4.1. Vi ska siitta in uttrycken som definierar z(t) och y(t) i den givna
ekvationen (4.6).

Vi fokuserar forst pa termerna (z2 — x1)y(t) — (y2 — y1)x(t). Vi har

(z2 —21)y(t) — (y2 — y1)=(t)
(x2 —z1)[(1 = t)y1 +tyo] — (y2 — y1)[(1 — t)21 + 2o
=(w2 — x1)(1 = y1 + t(z2 — 21)y2 + t(T2 — 71)Y2
— (Y2 = y1)w1 + t(y2 — y1)w1 — t(y2 — y1)v2
=(z2 —x1)y1 — (y2 — y1)71
— txoyr +tx1y1 + trays — tx1Y2

+tx1y2 — tr1y1 — trays + tx2y
=(x2 — z1)y1 — (Y2 — y1)21.

Summan som kvarstéar i hogerledet upptrader, fast med motsatt tecken, i (4.6).
Vi ser nu att 7(t) verkligen satisfierar ekvationen for alla t.

Ovning 4.3. Sinuskurvan med z-koordinat 0 till a ges av méangden {(x(t), y(t)) :
t €[0,a]} ={(t,sint) : t € [0,a]}. D& ar

VO + GO = Vit et

Sa langden av kurvan &r

a
/ v/ 1+ cos? tdt.
0

Genom att berdkna med olika virden pa a i en integralkalkylator ser man att
a = 0.74 ger vardet 1.002.

Ovning 4.5. Lat oss berdikna 2/(t) och ¢/(t). Enligt kedjeregeln far vi
2’ (t) = (cos®t)’ = 3(—sint) cos’t = —3sint cos’t
samt
Y (t) = (sin®t) = 3 costsin’t.

Vi noterar nu att den fyrfaldiga symmetrin hos kurvan medfor att [(T') =
41(T'1), dar I'y &r den delen av kurvan som bérjar i punkten (1,0) och slutar i
(0,1). Denna del av kurvan svarar mot virdena hos parameterfunktionen ~y(t)
for ¢t € [0,7/2]. Vi har alltsa att berdkna integralen

/0 @0 T ().

Vi kan forenkla integranden genom att bryta ut en faktor sin¢cos?t och an-
vianda trigonometriska ettan:

(' (1)) + (v (t))* = 9(sin t cos® t + cos® tsin® 1)
= 9(sin?t cos? - cos? t + sin® t cos® t sin® t)

= 9sin®t cos® t(cos? t + sin®t) = 9sin? t cos? t.
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Pa intervallet [0,7/2] har vi cost > 0 och sint > 0, varfér V9sin®¢cos?t =
3sintcost.

Detta ger oss

V(@ ()2 + (v (1))2dt

N
—~
’1
—
SN—
Il
S—
i

[SIE]

sintcostdt

Il
S

Wl

sin(2t)dt

S~

[—;COS(Zt)] . g

0
Bagliangden av asteroidkurvan blir alltsa [(I") = 41

N|Ww N Ww

) =4-(3/2) =6.

Ovning 4.7. Vi kan parametrisera linjesegmentet mellan i och ie som
v(t) = (14 (e—1)t)i, te]0,1].

Da ar ~4/(t) = (e — 1)i och |/(t)] = e — 1. Sa sokta baglangden &r

! e—1
———dt=|In|1 —Dt|]d = 1.
| 5t =l e = e

—

Kortaste vigen mellan tva punkter ges nu endast av réta linjer om de har
samma z-koordinat. Betrakta —3 4 44 och 3 4 44 samt kurvan som &r en del av
halvcirkeln |z| = 5 som passerar dessa punkter. Vi parametriserar kurvan som

Y(t) = 5", 11 <t < to,tanty = tan(m — t2) = 4/3.

Da blir langden av halvcirkeln |z| = 5 som passerar dessa punkter

T—t1 / T—t1
[,
o Imoy(t) 4, sint

For att berdkna integralen gor vi variabelbytet s = tan % Notera att

sint = sin(2 arctan s) = 2sin(arctan s) cos(arctan s).

Genom att rita en ratvinklig triangel med sidor kateter 1 och = ser man att
S

V1+ 82
1

V1+s2

sin(arctan s) =

cos(arctan s) =

Darmed far vi

. 2s
sint = ——,
1+ s2
d 2s 2(1 — s2)
costdt = — = ds,
i ds <1+s2> (14 s2)2 8
1— 2
cost = V1 —sin’t = - ,
1+ 52
2(1—s?
(1(+s§)2) ds 2ds
dt = 1—s2 = 1+52'
1452
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Slutligen blir integralen

1 1 2
dt:/%ds:/l/sds:ln|s| =In

; 2
sint The? 1+s

|
tan —| .
2

Bagléangden blir ddrmed

In tan((m —t1)/2)
tan(ty/2) )
Eftersom tan(m/2 — ) = - fas lingden
I(— ) = —2In(tan(t1/2))
tan2(t,/2) Ve
Men tan(t;/2) = 1?20’;1“ = %{35/5 = 1/2. Detta ger lingden

—2In(1/2) = 2In2 = In4 ~ 1.386,

vilket 4r mindre &n ldngden av den réta linjen som &r 6/4 = 3/2.

Kapitel 5

Ekvationen f(0) = 1 séger att

sd b= d. Vidare vet vi att f(1) = oo, vilket i sin tur siger att

a+b
f(oo) - c -+ d = 00,
vilket bara ar md&jligt om vi har division med noll i detta uttryck. Detta kommer
hénda precis da ¢ = —d. Till sist vet vi att
a
= — = O
floo) =2 =0,

sé a = 0. Det foljer att vi kan skriva f som

b

f(z) = e b

for nagot val av b. Talet b bestéims av att ad — bc = 1, eller b2 = 1. Tar vi t.ex.
b=1, fas

Ovning 5.3. Fran 6vning 5.2 vet vi att Aut(C) &r en grupp. Det aterstar att
visa de forsta tre egenskaperna.

(i) Att varje funktion i Aut(C) ar analytisk &ar givet.
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(ii) Genom att argumentera pa samma sétt som i beviset av sats 5.4.4 ar det
nog att visa att for alla w € C existerar det en automorfi f € Aut(C) sa
att f(0) = w. Vi viilljer exempelvis funktionen

fe)=z+w
som ingar i Aut(C)

(iii) Genom att argumentera pa samma sitt som i beviset av sats 5.4.4 ar det
nog att visa att mangden

So = {f € Aut(C) | £(0) =0, f'(0) = o}

har exakt ett element om |a| = 1, och annars 0 element. Om f € S
skrivs pa formen f(z) = az + b ser vi att b = 0 for att f(0) = 0. Da
1'(0) = a = a ser vi att vi har exakt en 1osning om || = 1, men annars
ingen losning da |a| = 1.

Ovning 5.5. Ett exempel ges t.ex. av funktionen f(z) = z+ 1, vars enda
fixpunkt ar oco. Ett lite klurigare ar

vars enda fixpunkt dr 1. For att se att dessa exempel fungerar, notera att
fixpunkter i C ges av lésningar till ekvationen cz? + (d — a)z — b = 0, enligt
16sningen till foregaende uppgift. Funktionen f kan skrivasmed a=d=5b=1
och ¢ = 0, vilket ger ekvationen —1 = 0. Alltsa saknar f fixpunkter i C, sd oo
ar den enda fixpunkten. Funktionen g kan skrivas med a =0, b= —1,c=1
och d = 2. For denna dr oo inte en fixpunkt, och fixpunkter i C ges av 16sningar
till
22 —224+1=0,

som faktoriseras till
(z—1)2=0.

S& den enda losningen &r z = 1.

Ovning 5.7. Skriv f pa formen

_az—f
f(z)_ﬁer@

dir | + 8> = 1. Om 8 = 0 ar f(z) = Z2. Vi ser da direkt att f har tva
fixpunkter, 0 och co. Vi antar nu att g # 0.

Om z ska vara en fixpunkt ska det gélla att f(z) = z. Detta ger oss att

az —f

Bz + @&

vilket vi kan skriva om som

az— B =z(Bz+a) =22+ za
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eller

< +o7—a>2 (@—a)2+5 0
z — Z =0.
28 23 B

_ _ 2 2
Lat nu w = % och A = — w) + % Vi kan da skriva

w? = A.

9 ser vi att w har exakt tva 16sningar,

Om vi sedan tar och skriver A = re’
) -0

w = /re'z och w = —y/re'z, givet att r # 0. Eftersom w har lika manga

16sningar som z aterstar det att visa att r, eller lika gdrna A, inte ar lika med

0. Vi antar motsatsen, det vill sdga, att A = 0. I sa fall har

B [(a—-« 2

()

~ a—a\’

55— (25"

a2 —2|al® + o2
2

1—|af* =

dér vi har anvint att 8 # 0 och att |o|* + |3]* = 1. Men nu kan vi skriva om
detta som att

2 = a? + a? = 2Re(a?).
Da oz|2 < 1 medfér detta att o = 1 men i sa fall skulle 5 = 0 vilket ar en
motsagelse.

Kapitel 6

Ovning 6.1. Eftersom det passerar en unik cirkel eller linje genom tre givna
punkter (6.2.5), sa riacker det att vélja tre punkter pa imaginéra axeln och tre
punkter pé enhetscirkeln, samt vélja en Mébiusavbildning som tar de forsta tre
till de senare. Sé tag p, g, = 0,14, co pa imaginara axeln, och p', ¢, = —1,14,1
pa enhetscirkeln.

Lat oss nu forst hitta en avbildning som tar p,q,r, alltsd 0,7, 00, pa 0,1 och
oo. Vi ser att f(z) = —iz fungerar, och denna ar en Mobiusavbildning. Vi vill
nu ocksd hitta en Mobiusavbildning som avbildar p’,¢,7" = —1,4,1 pa 0,1
respektive co. Har imiterar vi beviset for 6.2.2, och ser att avbildningen

=1 z+1  —i(z+1)
i+l o z2—-1 z—-1
1

9(2)

fungerar. Nu vet vi att ¢~ o f kommer att ha egenskapen att den avbildar

p,q,7 pa p',q och 1, och enligt beviset av 5.5.7 &r

1 =z +1
g (Z) - - /l:'
Alltsa ir (g% o f)(2) lika med
tz+1  z+1

97 (f(2) = =

iz—1 z—1’
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och denna Mobiusavbildning avbildar alltsa imaginédra axeln pa enhetscirkeln.
(Sjalvklart finns manga andra avbildningar med samma egenskap.) Att denna
Mobiusavbildning fungerar kan vi ocksa se direkt genom att titta pa uttrycket:
om z ligger pa imaginira axeln sa kommer z41 och z—1 att ha samma belopp
(rita ut z 4+ 1 och z — 1 i komplexa planet!), sa for z pa imaginéra axeln ar

1
NPT

£ (2)l 1,

dir vi anviint Ovning 3.3. Sa f(z) ligger pa enhetscirkeln.

Ovning 6.3. Vi foljer bevisskissen som gavs i uppgiftslydelsen. Om de tre
punkterna ligger pa en linje s& maste vi bara utesluta att de inte ocksd ligger
pa en gemensam cirkel. Men detta dr omdjligt eftersom en cirkel och en linje
bara kan motas 1 hégst tva punkter.

Om de inte ligger pa en cirkel, betrakta forst mangden av punkter som &ar pa
samma avstand till bade p och ¢. Denna &r ldatt att hitta: vi drar det réta
linjesegmentet fran p till ¢, och sedan drar vi fran denna stréickas mittpunkt en
normallinje vinkelrdtt ut fran segmentet. Punkterna pa denna normallinje &r
exakt de som ar pa samma avstand fran p och ¢. Vi gor detsamma med ¢ och
r. Den viktiga observationen &r att de tva linjerna vi far pa detta sétt ar aldrig
parallella. Anledningen &r att vi antagit att p,q och r inte ligger pd samma
linje, och darur foljer att linjesegmentet mellan p och ¢ inte har samma lutning
som linjesegmentet mellan ¢ och r. Darfor kommer inte heller dessa segments
normaler kunna ha samma lutning.

Alltsd mots dessa tva linjer i en punkt ¢, och detta dr den unika punkt i
komplexa planet som ar pa samma avstand R till bade p, ¢ och . Om vi ritar
en cirkel med ¢ som centrum och R som radie kommer denna att passera genom
P, q och r, och ingen annan cirkel har denna egenskap.

Ovning 6.5. Vi méaste visa att det finns tva kurvor I' och A i komplexa planet
som mots i punkten z = 0 i en viss vinkel a, sadana att f(I') och f(A) inte
mots i vinkeln a. Lat till exempel T" vara reella axeln och A imaginédra axeln.
Vinkeln fran I' till A i skérningspunkten z = 0 &r 7/2. Dock kommer f(I')
att vara positiva reella axeln, eftersom om z &r reellt #r 22 reellt och positivt.
Vidare dr f(A negativa reella axeln, ty om z = it ir 22 = —t2, som ir reellt
och negativt. Alltsd mots f(I') och f(A) i vinkeln 7, sd f kan inte ha varit

konform i punkten z = 0.

Ovning 6.7. Lat p, g och r vara tre punkter pa C. Vi skall visa att det genom
dessa passerar en unik cirkel eller linje. Enligt foregaende uppgift ar en cirkel
eller linje samma sak som en skirning mellan C och ett plan i R3, sa det riicker
alltsa att visa att det passerar ett unikt plan genom p, g och r nar vi tdnker
pa dem som punkter i R3.

Men helt allmént giller i R? att det genom tre punkter passerar ett unikt plan,
forutsatt att de tre punkterna inte ligger pa en linje. (Om de tre punkterna
ligger péa en linje, finns odndligt manga olika plan.) Vi maste darfor endast
utesluta att p, ¢ och r ligger pa samma linje i R3. Men vi vet att alla tre ligger
pa Riemannsfiren, som ju ar en sfar med radie 1 kring origo. Eftersom en linje
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endast kan mota en sfiar i hogst tva punkter, kan det inte vara fallet att p,q
och 7 ligger pa en linje i R3, och vi ar klara.

Kapitel 7

Ovning 7.1. Antag att tva hyperboliska linjer A och @ mots i tva punkter p
och ¢. Vi vet att det passerar en unik hyperbolisk linje genom p och ¢, och
eftersom bade A och p har denna egenskap kommer dessa nédvindigtvis att
vara lika.

Ovning 7.3. Vi vet att da f &r en Mdobiusavbildning, bevarar den cirklar
och linjer pa C. Vi vet dessutom att da f € Aut(H) kommer den att bevara
R U {oo}. Den linje pa C som svarar mot imaginiira axeln méter RU {oo} i de
tva punkterna 0 och oo, och eftersom detta bevaras av f ser vi att det finns tva
fall: antingen géller f(0) = 0 och f(oc0) = o0, eller f(0) = 0o och f(c0) = 0.

I det forsta fallet ger f(0) = 0 att b = 0 och f(o0) = oo att ¢ = 0. JAmfor
beviset av 6.2.3. Alltsa har f formen f(z) = §-z, och eftersom ad—bc = ad = 1
kommer a/d > 0. Sa vi finner att f ges av multiplikation med en positiv reell
konstant r = a/d. Omvént géller att om f ges av multiplikation med en positiv
reell konstant sa ligger f i Aut(H) och f bevarar imaginira axeln.

I det andra fallet ger i stéllet f(0) = oo att d = 0, och f(o0) = 0 att a = 0.
Alltsa ar

b
flz)=—.
Hér &r dock ad — bc = —bc =1, sd b/c < 0. Alltsa kan vi i detta fall skriva
—r
f(z) = -

Omvént: for varje r > 0 ger detta en avbildning som ligger i Aut(H) och
bevarar imaginédra axeln.

Alltsa ar detta vara tva alternativ, f kan skrivas som f(z) = rz eller f(z) =
—rz~! dér r &r reellt och positivt. Geometriskt svarar dessa mot antingen en
translation av hyperboliska planet parallellt med imaginéra axeln i forsta fallet,
respektive en rotation ett halvt varv runt ¢ f6ljt av en translation parallellt med
imaginédra axeln.

Ovning 7.5. Lat X vara en hyperbolisk linje och p € . Drag tangentlinjen T’
till A genom punkten punkten p. Vi méaste dela upp i tva fall:

(i) Linjen T &ar parallell med reella axeln. I si fall kommer normallinjen g
till A genom p att vara winkelrdt mot reella axeln, och alltsa vara en
hyperbolisk linje. Denna méter enligt definition A i en rét vinkel.

(ii) Linjen T &r inte parallell med reella axeln. I sa fall skir 7' och R varandra
i en unik punkt g. Drag cirkeln g som har ¢ som mittpunkt och passerar
genom p. Denna moter reella axeln i rit vinkel eftersom dess centrum
ligger pa R, sa den ar en hyperbolisk linje. Dessutom moter den A i en
rit vinkel: linjen T' dr vinkelrdt mot p eftersom T’ passerar cirkeln p:s
mittpunkt, och da T ar tangenten till A foljer att A och p ar vinkelrata.
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For att se att dessa &r unika, antag att g moter A i rét vinkel. Om g &r en
rat linje maste tangenten till A vara parallell med reella axeln i skdrningen,
eftersom p da ar parallell med imagindra axeln. I detta fall skulle g ha hittats
i fall ett ovan. Om p &r en cirkel maste dess mittpunkt vara reell och den maste
skira A pa ett sddant satt att tangenten till A ar vinkelrdt mot cirkeln, och
alltsa pekar in mot cirkelns centrum.

Kapitel 8

Ovning 8.1. Vertikal linje mellan i och 3i samt segment av halvcirkel med
medelpunkt i 1 och radie 5.

Ovning 8.3. Eftersom Aut(H) bevarar hyperbolisk ldngd, och varje hyperbo-
lisk linje kan flyttas till en annan hyperbolisk linje av ett element i Aut(H),
racker det att visa att imaginira axeln ar oéndligt lang i hyperbolisk langd.
Parametrisera imaginira axeln som ~(t) = it, 0 < ¢ < oco. Har ar |7/(t)] = 1
och Im(~(t)) = t. Langden av imaginira axeln ges av en integral:

<1
/ —dt = [In|t|]g° = o0,
o ¢

eftersom lim;_,o In |t| = 0o och limy_,o In [t] = —oc0.

Ovning 8.5. Funktionen f(z) = 2z betraktad fran H till H &r en Mobiusav-
bildning, si bevarar hyperboliska avstand. Betraktad som funktion R? — R2
dubblerar den euklidiska avstand.

Ovning 8.7. Horisontala segment mellan tva punkter @ + ¢ och b + i har
hyperboliskt och euklidiskt avstand |b— a|. Vertikala segment mellan ia och ib
har hyperbolisk ldngd |In(b/a)| och euklidisk lingd |b — al, de kan ej vara lika
om a # b.
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A  Appendix

Vi formulerar har ett antal definitioner och satser om integraler och deriva-
tor som vi anvénder i héftet. Bevisen for satserna utelamnas hér. Vi héanvisar
istédllet till [6] for en mer fullstdndig framstéllning av teorin. Vi kommer genom-
gaende att forutsétta att ldsaren kdnner till begreppen derivata och integral
sedan tidigare och paminner bara helt kort om négra viktiga definitioner.

A.1 Derivator

Definition A.1.1. Lat 2 C R. En funktion f: Q — R séges vara kontinuerlig
i en punkt x € R om det for varje ¢ > 0 existerar ett § > 0 saddant att

|f(z) — fly)|<e om |x—y| <.

Om f ar kontinuerlig i varje punkt i definitionsméngden €2 till f siger vi att
f ar kontinuerlig.

En intuitiv, men inte helt korrekt, beskrivning av en kontinuerlig funktion &r
att dess graf kan ritas utan att man behover lyfta pennan fran pappret.

Exempel A.1.2. Funktionen f(z) = x definierad for alla z € R &r konti-
nuerlig. Alla polynom, det vill sdga, funktioner pa formen f(z) = an,a™ +
12"+ -+ a1z + ag, med ap, an_1,...,a0 € R, ar kontinuerliga.

Exempel A.1.3. Funktionen f: R — R som definieras av
-1 z<0
ar inte kontinuerlig i punkten z = 0, men vél i alla andra punkter.

Kontinuerliga funktioner har manga goda egenskaper. Exempelvis &r kontinu-
erliga funktioner pa slutna intervall integrerbara, se nedan.
Derivatan av en funktion f: [a,b] — R i en punkt = € (a,b) definieras som

gransvirdet

om detta existerar, och i s fall &r f deriverbar i x. Om f’(x) existerar for alla
x séger vi att f ar deriverbar. Tyvérr dr det inte sant att alla kontinuerliga
funktioner ar deriverbara, men de kontinuerliga funktioner vi kommer att stéta
pa i det hir hiftet kommer att vara det utom mojligtvis i ett antal speciella
punkter. Daremot ar deriverbara funktioner automatiskt kontinuerliga.

Vi forutsétter att lasaren kdnner till rékneregler for derivator samt hur man
deriverar produkter och kvoter av deriverbara funktioner. Vi kommer &ven
behova derivera sammansatta funktioner och paminner om detta i en sats.

Sats A.1.4 (Kedjeregeln). Ldt f: [, 8] = R och g: [a,b] — |« B] vara deri-
verbara. Da gdller

(fog)(z)=9g'(2)f (9(z)), =€ (ab)
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Foljande sats, som brukar kallas medelvirdessatsen, ger oss ett anvandbart
samband mellan en funktion och dess derivata.

Sats A.1.5. Lit f: [a,b] — R vara kontinuerlig, och antag att f dr deriverbar
i det dppna intervallet (a,b). Da existerar en punkt £ € (a,b) sidan att

f) = fla) = (b= a)f'(§)-

Den geometriska tolkningen &r att det pa funktionsgrafen for f finns minst en
punkt (£, f(£)) sadan att tangenten i denna punkt ar parallell med den réta
linjen som gar igenom punkterna (a, f(a)) och (b, f(b)). Vi uppmanar lasaren
att rita en bild for att illustera detta.

A.2 Integraler

Betrakta en funktion f: [a,b] — R och dess tillhérande funktionsgraf. Man
brukar oftast definiera integralen av f, talet I = fab f(x)dz, pa foljande sétt.
Man approximerar f underifran och ovanifran med stegfunktioner. Déarefter
bildar man &ver- och undersummor genom att lagga ihop areorna av rektang-
larna som dessa stegfunktioner bildar tillsammans med z-axeln. Om dessa 6ver-
och undersummor konvergerar mot ett tal I nar stegen blir godtyckligt sméa
sdger vi att f &r integrerbar och har integralen I.

Ett annat sitt att angripa integraler dr genom sa kallade Riemannsummor. Vi
skapar en indelning 7 av intervallet [a,b] genom att vilja n punkter x; med

ro=a<xT1 < < Tp_1<xy=D>

Vi later ¢() vara langden pa det storsta av intervallen [x;_1, ;] och anvénder
detta som ett matt pa indelningens finhet.

I varje delintervall i indelningen, [z;_1,x;], véljer vi ut en punkt &; dar vi
evaluerar funktionen f. Vi bildar dérefter Riemannsumman som hor till indel-
ningen:

n—1
> FE) @y —wja)
=0

Den underliggande idén ar att denna summa ar godtyckligt néra integralen
av f nér indelningen blir tillrackligt fin, det vill sdga, nér ¢(7) — 0.

Foljande sats kopplar ihop Riemannsummor, kontinuerliga funktioner och in-
tegraler.

Sats A.2.1. Lat f: [a,b] — R wvara kontinuerlig. Déa dr f integrerbar over
[a,b], och Riemannsummorna

n—1

> FE) (@ — )

§=0
/ab f(x)dx

vid obegransat forfinad indelning.
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grafen till f

[T g t

Figur A.1: En Riemannsumma.

Nésta sats ar av teoretiskt intresse, men kan ocksa underldtta manga rak-
ningar med integraler. Den uttrycker hur integralen foréandras nér vi byter
integrationsvariabel. I denna allménna form anser vi att variabelbytet ges av
en funktion g, sd att y = g(z) r den nya integrationsvariabeln.

Sats A.2.2. Lit f: [, 8] — R vara kontinuerlig, och lt g: [a,b] — [«, B] vara
en kontinuerlig funktion med positiv derivata. Dd gdller

B
/ f(g z)dr = / f(y)dy
med o = g(a) och = g(b).

Vi ger ett exempel for att visa hur satsen kan anvéndas vid praktiska berék-
ningar.

Exempel A.2.3. Lat oss berdkna integralen

/1 cosvze+1
———dx.
0

ve+1

Det &r svart att hitta en primitiv funktion till integranden, men vi ser att
funktionen i téljaren dr sammansatt av de tva funktionerna cosx och v/ + 1.

Vi sétter g(x) = v + 1 och betraktar g som en funktion g: [0,1] — [1,2].
Derivatan av ¢ ér ¢’(z) = 1/(2v/x + 1) och vi har g(0) = 1 samt g(1) = v/2.
Satsen om variabelbyten, Sats A.2.2, ger nu att

cos\/m—i— / cosva +1 /
cosy dy.
0 l‘-f— 2\/1‘4‘

Den sista integralen ar mycket lattare att berdkna:
V2
2/ cosydyzQ[siny]i/E:%sin 2 —sinl).
1
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Svarigheten vid berdkningen av konkreta integraler &r ofta att komma pa rétt
variabelbyte som gor det mojligt att evaluera integralen. Satsen garanterar i
alla fall att en integrals virde ar detsamma fore och efter variabelbyte, &ven
om vi inte kan berdkna detta virde explicit.

En passande avslutning pa detta appendix &r en av de mest centrala satser-
na inom matematiken, analysens huvudsats, som kopplar ihop derivator och
integraler.

Sats A.2.4. Lit f: [a,b] — R vara kontinuerlig och bilda funktionen

F(:n):/xf(t)dt, z€lab]

Dé ar F deriverbar med F'(x) = f(z).
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