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Nagra ord pa vagen

Detta kompendium &r skrivet for att anvandas som kurslitteratur till STOCK-
HOLMS MATEMATISKA CIRKEL under lasaret 2024-2025 och bestar av atta
kapitel.

Kompendiet ar inte tédnkt att lidsas enbart pa egen hand, utan ska ses som
ett skriftligt komplement till undervisningen. Alla elever rekommenderas att
ldsa igenom varje kapitel sjalv innan forelasningen. Det ar inte nodvandigt att
forsta alla detaljer vid den férsta genomlésningen.

Som de flesta matematiska skrifter pa hogre niva ar kompendiet kompakt skri-
vet. Detta innebéar att man i allménhet inte kan ldsa det som en vanlig bok.
Istéllet bor man prova nya satser och definitioner genom att pa egen hand
exemplifiera. Darmed uppnér man oftast en mycket béttre forstaelse av vad
dessa satser och deras bevis gar ut pa.

Till varje kapitel finns ett antal 6vningsuppgifter. De udda 6vningarna har 16s-
ningar ldngst bak i kompendiet. Syftet med dessa &r att eleverna ska kunna
16sa. dem och pa egen hand kontrollera att de forstatt materialet. Ovningar
med jimna nummer saknar facit och kan anvindas som examination. Det re-
kommenderas dock att man forsoker 16sa dessa uppgifter &ven om man inte
examineras pa dem.

Om man kor fast kan man alltid fraga en kompis, en larare pa sin skola eller
nagon av forfattarna. Under arets gang kommer det att finnas 6vningstillfallen
dér eleverna kan jobba med uppgifterna, sjélva eller i grupp, och fa hjilp av
0Ss.

De 6vningsuppgifter som dr nagot svarare markeras med en stjarna (). Upp-
gifter som &r extra utmanande markeras med tva stjarnor (%x).

Vissa 6vningar kan ha flera 16sningar och det som star i facit bor i detta fall
endast ses som ett forslag.
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Nagra ord om cirkeln

STOCKHOLMS MATEMATISKA CIRKEL dr en kurs for matematikintresserade
gymnasieelever, som arrangeras av Kungliga Tekniska hogskolan och Stock-
holms universitet. Cirkeln startade 1999. Vid starten hade den namnet KTH:s
MATEMATISKA CIRKEL och holls i KTH:s ensamma regi. Ambitionen med cir-
keln &r att sprida kunskap om matematiken och dess anvindningsomréden
utover vad eleverna far genom gymnasiekurser, och att etablera ett ndrmare
samarbete mellan gymnasieskolan och hégskolan. Cirkeln ska sérskilt stimulera
elevernas matematikintresse och inspirera dem till fortsatta naturvetenskapliga
och matematiska studier.

Till varje kurs skrivs ett kompendium som distribueras gratis till eleverna.
Detta material, forelasningsschema och 6vrig information om STOCKHOLMS
MATEMATISKA CIRKEL finns tillgingligt pa

https://wuw.math-stockholm.se/cirkel

Cirkeln godkinns ofta som en gymnasiekurs eller som matematisk breddning
pa gymnasieskolorna. Det &r upp till varje skola att godkénna cirkeln som en
kurs och det ar lararna fran varje skola som sétter betyg pa kursen. Lararna ar
sjalvklart ocksa valkomna till cirkeln och manga har kommit 6verens med sin
egen skola om att fa cirkeln godkénd som fortbildning eller som undervisning,.

Vi vill gdrna understryka att foreldsningarna ar 6ppna for alla gymnasieelever,
larare eller andra matematikintresserade.

Vi har avsiktligt valt materialet for att ge eleverna en inblick i matematisk
teori och tankesétt och presenterar darfér bade nagra huvudsatser inom varje
omrade och bevisen for dessa resultat. Vi har ocksa som malséttning att bevisa
alla satser som anvdnds om de inte kan forutséttas bekanta av elever fran
gymnasiet.

Arets tema &r felrittande koder. Nér signaler skickas mellan olika apparater
finns det ofta bakgrundbrus som gor att mottagaren far fel meddelande. Tanken
med felrdttande koder ar att 16sa det héir problemet sa att man alltid kan ratta
de fa fel som sker i ett meddelande.

Kapitel 1 ar en grundldggande introduktion till méangdléra. Kapitel 2 &r en
introduktion till klockaritmetik, ett rdknesétt som &r hur manga datorer tanker.
I kapitel 3 gar vi igenom matriser, stora kvadrater med tal i som man kan
multiplicera och addera. I kapitel 4 tolkar vi matriser pa ett annat sétt och vi
diskuterar vektorrum. I kapitel 5 introducerar vi for forsta gangen felrdttande
koder. I kapitel 6 ger vi det enklaste sittet att representera felrattande koder
pa, med hjalp av generator och kontroll-matriser. I kapitel 7 diskuterar vi
Hammingkoder, en viss typ av felrattande kod. I Kapitel 8 diskuterar vi Reed-
Solomon koder, en annan typ av felrdttande kod.

Forfattarna, sommaren 2024
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1 Mangdlara

Temat for arets matematiska cirkel ar Felrattande koder. Detta kapitel ar en
introduktion i den matematiska metoden och ett antal grundbegrepp som vi
kommer anvinda oss av i kursen.

1.1 Definition, axiom, sats och bevis

I detta avsnitt ska vi beskriva den matematiska metoden utifran fyra begrepp:
definition, sats, bevis och axiom.

En definition bestammer vad en term betyder sa att man kan arbeta matema-
tiskt med den. Till exempel kan vi definiera udda och jdmna tal pa foljande
satt.

Definition 1.1.1. Ett heltal n ar udda om det finns ett heltal £ som uppfyller
att n =2k + 1.

Definition 1.1.2. Ett heltal n ar jémnt om det finns ett heltal k£ som uppfyller
att n = 2k.

Ofta har man en intuition om vad en term betyder redan innan man definierar
den. Lisaren hade till exempel sékert en uppfattning om vad udda och jamna
tal &r innan vi definierade dem. Syftet med en definition ar att precisera detta.

Nar definitionen ar gjord, sa 6verger man sina tidigare uppfattningar om vad
termen betyder och utgar endast ifran definitionen. Man séger att definitionen
ar stipulativ. En definition ar alltsé inte réatt eller fel, utan bara mer eller mindre
anvandbar och intuitiv.

Definitioner bygger ofta pa begrepp som lidsaren dr bekant med. Till exempel
utgar Definition 1.1.1 och 1.1.2 fran att ldsaren redan vet vad ett heltal ar.

En sats ar ett pastaende som bevisats vara sant. Varje sats hor samman med
ett bevis: ett argument for att pastaendet dr sant.

Sats 1.1.3. Om n dr udda, sd dr n+ 1 jimnt.

Bevis. Om n &ar udda sa finns det ett heltal k sa att n = 2k + 1. Da géller att
n+1=2k+1+1=2k+2=2(k+1).

Eftersom k + 1 ar ett heltal, s& ar n + 1 ett jamnt tal. O

Bevisen kombinerar definitioner och olika logiska slutledningsregler for att na
den onskade slutsatsen. Sats 1.1.3 har en syskonsats. Beviset dr mer eller mind-
re identiskt, och lamnas som 6vning.

Sats 1.1.4. Om n dr jamnt, sa dr n+ 1 udda.
En sats vars framsta syfte ar att anvindas i beviset av en annan sats kallas for

en hjdlpsats eller ett lemma. En sats som foljer omedelbart ur en annan sats,
till exempel som ett specialfall, kallas for en foljdsats eller ett korollarium.



Ett pastdende maste vara bevisat for att fa kallas for en sats. Om man har
goda skil att tro att ett pastaende &r sant men inte formellt bevisat det kallas
pastaendet for en formodan, eller hypotes. Tva exempel ar Riemannhypotesen
och primtalstvillingsférmodan.

En formodan kan forbli obevisad i hundratals ar. Ett beromt exempel ar Fer-
mats stora sats, som formulerades av Pierre de Fermat (1607-1665) ar 1637
men bevisades forst av Andrew Wiles ar 1995. Riemannhypotesen, som &nnu
ar obevisad, formulerades 1859 av Bernard Riemann (1826-1866).

Eftersom bevisen utgar ifran definitionen, och inte var intuition, sd behdver
man ibland bevisa saker som kénns uppenbara. Lasaren vet till exempel att

(i) alla tal &r antingen udda eller jamna, och

(ii) ett tal kan inte vara udda och jamnt samtidigt.

Men om man laser Definition 1.1.1 och 1.1.2 sa ingar inte dessa pastaenden.
Kan man inte ténka sig tal som varken dr udda eller jamnt? Eller tal som &ar
bade och?

Bevis utgar ifran antaganden och tidigare kiinda satser. Dessa tidigare satser
méste ocksa bevisas innan de kan anses giltiga. Men dessa bevis maste ocksa
bygga pa antaganden och satser, som ocksé maste bevisas, och sa vidare.

For att undvika en odndlig kedja av bevis, eller ett cirkuldrt bevis (ett bevis som
anvander sig av det man forsoker bevisa) s& maste man gora grundantaganden
som inte behover bevisa. Dessa kallas for aziom. Exempel pa axiom &r att
méngden av heltal existerar och att addition uppfyller

(Associativitet) For alla heltal n,m, p giller (n+m)+p =n-+ (m+ p).

(Identitet) Det finns ett element 0, som vi kallar nollan, sddan att for
alla heltal n sa géller 0+n=n+0=n.

o (Inverser) For varje heltal n existerar ett heltal (—n), som vi kallar for
minus n, sadan att 0 =n + (—n) = (—n) + n.
o (Kommutativitet) For alla heltal n,m s& géller n +m = m + n.

1.2 Bevistekniker

Ett bevis for en sats &ar ett argument som forklarar varfér satsen ar sann.
Vi har redan sett ett exempel nédr vi bevisade Sats 1.1.3. I detta avsnitt ska
vi g& igenom tre tekniker for att bevisa matematiska satser: direkta bevis,
motsigelsebevis och induktionsbevis.!

Ett direkt bevis utgar ifran satsens antaganden och definitioner och bevisar
satsen rakt pa, s& att siga. Beviset av Sats 1.1.3 ar ett exempel pa direkt
bevis. Ett annat ar foljande sats.

bland férekommer termen indirekt bevis. Vissa anvinder det som synonym till motsé-
gelsebevis, andra som en synonym till bevisregeln modus tollens. Vi undviker den helt.



Sats 1.2.1. Antalet funktioner fran en mdngd A med n element till en mdangd
B med m element dar m".

Bewis. Varje funktion fran A till B kan beskrivas som en tabell dar varje ele-
ment i A motsvaras av precis ett element i B. Listan innehéaller totalt n platser,
och pé varje plats kan vi vélja bland m element att vélja bland. Alltsd finns
det totalt
m-m---m-m=m"
n stycken

olika funktioner. O

Ibland gar det inte att anvinda direkta bevis, till exempel nar man ska bevisa
att nagot inte &r fallet. D& kan det vara enklare att anta att det man vill bevisa
ar falskt, och visa att detta leder till en motségelse. Om alla steg i beviset ar
korrekta sa maste det ursprungliga antagandet vara fel. Detta kallas for ett
motsdgelsebevis.

Sats 1.2.2. Ftt tal kan inte vara udda och jimnt samtidigt.

Bevis. Antag att n dr ett tal som ar bada udda och jamnt. D4 finns det tva
heltal, k och [, sa att n = 2k och n = 2] 4+ 1. Da géller att

U=n=2+1 = 2%k—2=1 = 2k—1) =

Med andra ord finns det heltal m = k — [ sa att 2m = 1. Kan det finns ett
sadant tal? Det finns tva fall.

(i) Om m <0, sa ar 1 = 2m < 0. Motségelse!

(ii) Om m > 1 s& ar 2m > 2 > 1. Motséagelse! O

Ett beromt motségelsebevis ar foljande.

Sats 1.2.3. Talet \/2 dr irrationellt.

Bevis. Antag motsatsen, det vill siga att v/2 = a/b for nagra heltal a och b.
Antag att a och b ar forkortade sa langt som mdojligt. Da kan endast en av a
eller b vara jamn, eftersom om bada &r jémna kan vi skriva

c
Va=g=5i=i
och da var inte a och b férkortade sa lé’mgt som mojligt.

Av definitionen av /2 far vi att

2

\/5—2 ?:>262—a2

Den sista ekvationen siger att a? #r jaimn. Eftersom kvadrater av udda tal &r
udda (se Ovning 1.24), sd maste a vara ett jimnt tal, det vill siga a = 2k for
nagot heltal k. Da far vi att

20% = (2k)% = 4k* = b* = 2k>.



Eftersom b? dr jimnt, s& maste b vara jimnt. Men nu har vi bevisat att bade a
och b ar jadmna, vilket var omdjligt eftersom vi hade forkortat braket sa langt
som mojligt. Detta dr en motségelse. O

Att bevis inkluderar antaganden och sma hjélpsatser som inte ndmns &r sna-
rare regel &n undantag, till exempel lagger vi néstan aldrig tid pa att visa
2 > 0 i mitten av ett bevis. Ifall man bevisade precis vartenda antagande
och pastaende utifran axiomen varje gang skulle bevisen bli véldigt 1anga och
komplicerade. Léasaren forvintas sjalv fylla i de luckor som uppstar.

Det hénder dock att uppenbara antaganden &r mycket svara, till och med
omdjliga, att bevisa utifran definitionerna. Historien ar fylld av matematiker
som gjort till synes sjdlvklara antaganden som sedan visat sig vara svara att
bevisa.

Beviset av Sats 1.2.3 &r ett exempel pa det. Vi antar att ett brak kan forkortas
sa langt som mojligt. Detta &r inte sjalvklart, utan bygger i sjalva verket pa
aritmetikens fundamentalsats som vi inte kommer att behandla i kursen.

Den tredje bevistekniken som finns kallas for induktionsbevis men den kommer
vi inte behova i den héar kursen.

1.3 Olika satser och hur man bevisar dem

I foregaende avsnitt diskuterade vi olika bevistekniker. Men vilka tekniker &r
lampliga for vilka typer av satser?

e Implikation: Man séger att P implicerar () om @ ar sant nér P &r det.
Ett exempel ar Sats 1.1.4, som séger att om ett tal n ar jamnt, sa ar
talet n + 1 udda. Man brukar beteckna implikationer med en tjock pil
=, s& att P medfor @ skrivs

P = Q.

En implikation kan bevisas med ett direkt bevis. Da antar man att P
ar sant, och sedan visar man att () ocksd méaste vara sant (det ar sa
vi bevisar Sats 1.1.4). Man kan ocksa anvinda ett motségelsebevis. Da
antar man att P &r sann och att ) &dr falsk, och bevisar en motségelse.

Ett tredje sitt att bevisa att P implicerar () ar att bevisa att om () ar
falsk, sa ar P falsk. Detta kallas for omwvdndningen av en implikation.

e Ekvivalens: En ekvivalens ar nér tva pastaenden P och @) implicerar
varandra, alltsd att om P sa @), och om () s& P. Man brukar anvinda
frasen P om och endast om ). Man anvénder tjocka dubbelpilar for att
beteckna ekvivalenser, sa att P om och endast om () skrivs som

P = Q.

Ekvivalenser bevisas genom att forsta visa att P implicerar ), och sedan
att @ implicerar P.



e Universalsats: En universalsats siger att alla n i en méngd M uppfyller
nagot villkor P. Universalsatser kan bevisas som implikationer, genom
att omformulera universalsatsen som att om n ligger i méngden M, sa
uppfyller n villkoret P, det vill sdga

n € M = n uppfyller P

Man kan &dven bevisa en universalsats genom ett motsiagelsebevis. Da
antar man att det finns ett n i M som inte uppfyller P, och bevisar att
det &r omojligt.

o Existenssats: En existenssats sdger att finns ett objekt n som har egen-
skapen P. Den typiska existenssatsen #r ekvationslosning. Att 22 = 3 har
en losning ar en existenssats, och kan omformuleras som att det finns ett
tal = sa att 22 = 3.

Ett satt att bevisa en existenssats ar att konstruera det sokta objektet
utifran objekt man redan vet finns. Till exempel sa kan man bevisa att
det finns ett udda kvadrattal genom att notera att 32 = 9 #r udda och
ett kvadrattal.

Man kan ocksa anvénda ett motsigelsebevis. D& antar man att det inte
existerar nagon objekt med egenskapen P och visar att det leder till en
motségelse. Dessa bevis har fordelen att vi inte behéver beskriva hur
objektet konstrueras. I gengéild kan bevisen vara mycket komplicerade.

En variant pa universalsatsen ar att inget n i M uppfyller P. Den kan omfor-
muleras som att alla n i M saknar egenskapen P. For dessa typer av satser ar
motségelsebevis ofta smidiga: man antar att det finns ett n i M som uppfyller
P och hérleder en motségelse.

Universal- och existenssatser dr duala till varandra, i bemérkelsen att om du
ska bevisa en existenssats med hjilp av ett motsagelsebevis sa antar du en
universalsats, och vice versa, se bevisen av 1.2.2 och 1.2.3.

1.4 Mangder

En mdngd ar en samling objekt. Man kan samla néstan vad man vill i en
miéngd: tal, katter, och andra méngder.? Det viktiga #r att man alltid kan av-
gora ifall ett objekt tillhor méngden eller inte. De objekt som ligger i médngden
kallas for element.

Det ldttaste séttet att beskriva en méngd &r att rédkna upp elementen som
ingar i den. For att markera att objekten ligger i en méangd, s& omger man
listan med mdangdklamrar { och }. Méngden som innehaller 1, 2 och 3 skrivs
alltsa som

{1,2,3}.

2Vi skriver néstan av en anledning. Det finns samlingar av objekt som kan beskrivas men
som inte utgér en méngd. Detta kallas Russells paradoz, efter Bertrand Russell (1872-1970).
Russells exempel ar samlingen av alla méangder som inte innehaller sig sjélv.



Tva méngder A och B &r lika om de innehaller samma element, vilket skrivs
A = B. Det spelar ingen roll i vilken ordning man skriver elementen eller hur
méanga ganger de listas. Darfor géller att

{1,1,2,3} = {1,2,3} = {2,3,1}.

Om ett element x tillhér en méangd A brukar man skriva x € A, vilket uttalas
som z tillhér A. Om z inte tillhor A skriver man = ¢ A. Antalet element som
tillhor en méngd A brukar betecknas med |A|.

Méngden pé formen {} innehaller inte nagra element alls och kallas den tomma
mangden. Den brukar betecknas med () och ar unik i aspekten att den saknar
element, vi skriver alltsa || = 0.

En mangd kan innehalla andra mé&ngder som element. Mangden

A= {{17 2}73}

har tva element vilket skrivs som |A| = 2. Dess element dr: méngden {1,2}
och talet 3. Méangden {1,2} innehaller i sin tur elementen 1 och 2. Diremot
innehaller A varken 1 eller 2, det vill sdga

{1,2} e A men 1 ¢ A.

Att méngder kan innehalla andra méngder kan ha paradoxala konsekvenser.
Till exempel kan vi lagga den tomma méngden i en méngd, och bilda mangden
av den tomma méangden.

A={0} ={{}}

Méngden A innehaller ett element, den tomma méingden, och ar darfér inte
tom. Méangden av den tomma méngden ar alltsd inte lika med den tomma
mangden.

Detta verkar motsdgelsefullt. Den tomma méngden &r ju tom, sd méngden
av den tomma méngden borde ju ocksa vara tom? Tricket ar att skilja pa
méangden och elementen i mangden. Den tomma méngden &r ju ett element
i sig, &ven om den inte innehéller nagra element, precis som att 0 ar ett tal,
trots att representerar ett antal som inte finns. Man kan ténka sig att en péase
som innehéaller en annan tom pase, inte ar tom.

Det finns ingen begrédnsning pa hur stor en méangd kan vara, och de flesta
méngder man studerar innehaller odandligt manga element. Dessa méngder kan
naturligtvis inte skrivas ut som en lista. Istédllet beskriver man dem med mdngd-
byggaren, som har foljande allménna form {z | villkor pa z}. Den hir méngden
bestar av alla element som uppfyller villkoret. Ett exempel d&r méngden

{n|n arjamnt} ={...,—4,-2,0,2,4,...}

som innehaller alla jamna tal.

En méngd B ar en delmdngd av en méngd A om alla element som tillhér B
aven tillhor A. Man skriver detta som B C A. Till exempel sa ar {1,2} en
delméngd av {1,2, 3}, eftersom 1 och 2 &r element i bada méngderna. Om tva
méngder ar delméangder av varandra sa ar de lika.



En icke-tom méngd har alltid minst tva delméngder: sig sjalv och den tomma
méangden. En delmingd B av A dr dkta om B # A.

Det &r latt att blanda ihop element och delméngder. Det beror pa att mang-
der kan innehalla andra méngder, sa att en delméngd av en méangd kan vara
ett element i méngden. Méngden A = {@} dr ett bra exempel. Den tomma
méngden ar bade ett element i och en delméngd av A.

I méangden A = {1,2,{1,2}} ar {1,2} bade en delmingd och ett element.
Déremot s& ar {1} enbart en delméngd av A, medan 1 enbart &r ett element.

De olika talsystemen kan ses som méngder av tal, och har fatt egna beteck-
ningar. De naturliga talen betecknas med N och bestar av talen 0, 1, 2, 3, och
s& vidare.?

Naturliga tal kan adderas och multipliceras utan problem. Resultatet ar alltid
ett nytt naturligt tal. For att subtrahera behover vi inféra de negativa talen
—1, —2, och sa vidare. De naturliga talen tillsammans med de negativa talen
kallas for heltalen, och betecknas med Z (av tyskans Zahl = tal).

Heltal kan adderas, subtraheras och multipliceras. Man kan daremot inte di-
videra dem med varandra. For detta krdvs rationella tal. De definieras som
alla kvoter a/b, dér a och b &r heltal och b &r skilt fran 0. Mangden av alla
rationella tal betecknas med Q.

6 4 -2 0 2 4

\l

Figur 1.1: Tallinjen runt 0.

De rationella talen ligger pa den sa kallade tallinjen, som gar fran negativa tal
till vanster och till positiva tal till hoger (se Figur 1.1). Det finns dock tal som
inte &r rationella, men som dnda ligger pa tallinjen. Ett exempel ér v/2, som &r
langden pa diagonalen i en kvadrat med sidan 1. Lagger man till dessa tal far
de reella talen, som betecknas med R.* Reella tal som inte &r rationella kallas
for irrationella.

3Vissa exkluderar 0 fran de naturliga talen. Att inkludera 0 har dock férdelar. Om man
borjar rikna fran 0 och gar ett steg i taget kommer man ha gitt n steg ndr man riknat till
n. Exempel: om vi rdknar till 3 fran 0 sa far vi 0 — 1 — 2 — 3, vilket &r 3 steg. Om vi
borjar fran 1 far vi istdllet 1 — 2 — 3, vilket ar 2 steg.

1Reella tal #r mycket mystiska. Den matematiska cirkeln 2016-2017, Vad dr ett tal?,
handlade om hur man kan definiera dem i termer av rationella tal. Den intresserade ldsaren
uppmanas att séka upp kompendiet pa Cirkelns hemsida: https://www.math-stockholm.
se/samverkan/cirkel/


https://www.math-stockholm.se/samverkan/cirkel/
https://www.math-stockholm.se/samverkan/cirkel/
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Figur 1.2: De olika talsystemen fran N till C.

De reella talen kan utvidgas ytterligare till de kompleza talen, som betecknas
med C, genom att ligga till ett tal ¢ som uppfyller 2 = —1.

1.5 Funktioner

En funktion f fradn en mangd X till en méngd Y beskriver hur man parar ihop
element i en méngd X med element i en méngd Y. Det brukar skrivas som
f: X = Y. Mangden X kallas for definitionsmdngd och méngden Y kallas for
malmdngd. Man kan se f som en process som tar ett element i méngden X
och avger ett element som ligger i méangden Y. Nér man tillimpar en funktion
pa ett element x i X sa kallas x for funktionens argument. Mangden av alla
viarden en funktion i praktiken antar kallas for funktionens vdrdemdngd, och
denna betecknas ofta med V. Virdeméngden ar da alltsd en delmangd av
malméngden, och kan beskrivas som Vy = {f(z) | « € X}. Till exempel &r
sin(z) en funktion fran R till R, s& funktionens malméingd ar alltsd R, men
viardeméngden &ar [—1,1].

Tva funktioner &r lika nér de har samma definitionsméngd, samma méalméngd
och de ar lika pa alla element i definitionsméngden. Definitions- och malméng-
den &r alltsa en del av funktionen.

Figur 1.3: En funktion f fran X till Y.

Funktioner beskrivs ofta med formler. Exempelvis sa kan funktionen f: N — N
som tar ett naturligt tal och returnerar dess kvadrat beskrivas som f(n) = n?.
Alla polynom kan ses som en funktion fran R till R, som berdknas genom
att man sétter in talet x i uttrycket. En funktion maste dock inte ges av en
formel. Det enda som krévs dr att funktionen &r definierad for alla element

i definitionsméngden, och att den alltid ger samma svar. Vi ger nu ett par



exempel pa detta och hur man istéllet kan beskriva en funktion.

Exempel 1.5.1. Vart forsta exempel ar absolutbeloppet |z| av ett reellt tal z,
som definieras som avstandet pa tallinjen fran x till origo. Detta ar en funktion
vars definitionsméngd och malméngd dr R. Man kan berdkna den genom att
man tar bort eventuella minustecken framfor talet, det vill siaga

2] T omx >0
xr| =

—x om x < 0.
Exempelvis sa géller | — 3| = —(—3) = 3 och |2] = 2.
Exempel 1.5.2. Golvfunktionen &r funktionen som avbildar reella tal z pa
heltalet man far nér man avrundar z nedat. Vi bendmner den funktionen med
|...]. For att fortydliga hur denna och andra funktioner anvinds brukar vi
skriva pa foljande sétt

|...]: R—=Z
xr— |x].

eftersom det kanske inte &r uppenbart for ldsaren att man ska skriva |x| nér

man vill referera till funktionens virde vid punkten x istéllet for |...|, eller
|...](z). Exempelvis sa géller |7| = 3.

En funktion f: R — R kan beskrivas genom sin graf, som definieras som méng-
den av punkter i planet pa formen (z, f(x)).

9 —

_— 2

(a) Grafen av f(z) = |z] (b) Grafen av funktionen f(z) = |z

Figur 1.4: Golv- och absolutbeloppsfunktionen.

Om man istéllet betraktar en funktion med &ndlig definitionsméngd kan man
beskriva den med en tabell.

Exempel 1.5.3. Betrakta funktionen fran méngden {1,2,3} till méngden
{2,3,4,5} dar f(1) =3 och f(2) =4 och f(3) = 3. Vi kan beskriva denna med
en tabell eftersom vi bara dndligt ménga element i var definitionsméngd,

| | | =
"
SN—

WD =] M




Vi kan ocksa beskriva den med en formel eftersom definitionsméngden och
méalméngden &r delméngder till de reella talen R sa till exempel géller

flz)=4—(z—-2)%

Exempel 1.5.4. Betrakta funktionen fran méngden {hund, katt} till mdngden
{0,1} déar f(hund) = 0 och f(katt) = 1. Vi kan beskriva denna med en tabell
eftersom vi bara har dndligt manga element i var definitionsméngd,

X

hund
katt

~lo|=
o]
N—

Det finns dock inte nagon vettig formel som beskriver f eftersom det inte finns
nagot vilkant satt att ’addera’ eller 'multiplicera’ orden hund och katt pa ett
satt som ger ett tal.

Definition 1.5.5. Givet tva funktioner sddana att den enas definitionsméngd
ar den andras malméngd, f: Y — Z och g: X — Y kan vi definiera deras
sammansdattning f o g: X — Z enligt regeln

(f o g)(x) = f(g(x))-

Definition 1.5.6. Givet en funktion f: X — Y och en delmidngd A C X sa
kallar vi méngden {f(x) | x € A} for bilden av A och den betecknas f(A). Om
x ar ett element 1 X brukar vi dven kalla f(z) for bilden av x.

Definition 1.5.7. Givet en funktion f: X — Y och en delméngd B C Y sa
kallar vi méngden {x | f(x) € B} for urbilden av B. Om y &r ett element i Y
brukar vi kalla urbilden {z | f(z) = y} for fibern av y. Givet ett element x i
fibern av y kommer vi i den hér kursen beteckna fibern av y med [z].

Definition 1.5.8. Vi sédger att en funktion f: X — Y &r surjektiv om alla
element 1 Y &r bilden av nagot element i X, det vill siga om vardeméngden
overensstdmmer med malméngden. En funktion ségs vara injektiv om varje
element i vardeméangden &r bilden av exakt ett element i definitionsméngden.
Om en funktion &r bade surjektiv och injektiv sdger vi att funktionen ar bijektiv.

Notera att en bijektiv funktion &r inverterbar: Det vill siga, det existerar
en funktion som kallas den inversa funktionen eller f~' med beskrivningen
%Y = X och f7Y(f(x)) = = for alla z € X och f(f1(y)) = y for alla
y € Y. Den inversa funktionen, om den finns, ar alltsd den funktion som for
varje element y € Y ger det unika elementet x € X som har egenskapen
att f(z) = y. I 6vning 1.14 ser vi exempelvis att en strikt vixande funktion
f: R — R ar injektiv. Det &r dven vért att notera att en injektiv funktion blir
bijektiv om vi byter ut malmangden mot virdemangden.

Huruvida en funktion &r inverterbar eller ej beror inte bara pa regeln som
beskriver funktionen, utan pa definitionsmangd och malméngden.

Exempel 1.5.9. Betrakta funktionen f(x) = 22 som tar ett tal och kvadrerar
det.
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Betraktat som funktion fran R till R &r den inte inverterbar. Den &r inte
surjektiv eftersom det till exempel inte finns nagot € R sa att z? = —1.
Problemet hér ar alltsa att funktionens malméngd inte Gverensstdmmer med
dess vardeméngd, det vill sdga att funktionen inte ar surjektiv.

Detta problem kan 16sas genom att begrinsa malméangden till virdemangden,
men dven om vi betraktar f som en funktion fran R till dess virdeméangd, det
vill siga méngden av icke-negativa tal [0, 00), s& ar funktionen inte inverterbar.
Vi har fortfarande problemet att funktionen inte ar injektiv. Till exempel s&
har vi (—=1)? = 12 = 1 och eftersom det finns tva element som avbildas pa 1,
kan vi inte entydigt definiera en invers funktion.

Om vi déremot betraktar f som en funktion fran [0, c0) till [0, 00) s& &r den
bade injektiv och surjektiv, det vill sdga bijektiv, och séledes har funktionen
en vildefinierad invers, nimligen f~1(x) = \/z. Till exempel si &r i detta fall
f71(1) = 1 eftersom vi bara far vilja den positiva roten.

Vi har en liknande situation med sin(z) och cos(x). Betraktade som funktioner
fran R till R &r dessa funktioner varken injektiva eller surjektiva, men genom
att betrakta sin(x) som en funktion fran [—m /2, 7/2] till [—1, 1] och cos(x) som
en funktion fran [0, 7] till [—1, 1] erhaller vi bijektiva, och siledes inverterbara
funktioner.

1.6 Mangdoperationer

I detta avsnitt ska vi beskriva ett antal olika sétt fran en eller flera méngder
skapa en ny méngd. Vi kallar dessa for mdngdoperationer. I nésta kapitel kom-
mer vi dven att se hur vissa av dessa méngdoperationer gar att generalisera
till andra situationer.

For att illustrera méngder anvinder man ibland Venndiagram, efter matema-
tikern John Venn (1834-1923). Dér representeras mangder som enkla former,
oftast cirklar, och formernas forhallanden till varandra motsvarar mangdernas.
Till exempel kan man illustrera att B dr en delméngd av A genom att rita dem
som tva cirklar, dar B ligger inuti A.

A

Figur 1.5: Venndiagram fér B C A.

Unionen

Unionen av méngderna A och B &r mingden som bestar av alla element som
ligger i A eller i B. Den betecknas med AU B och definieras som

AUB ={z |z € Aeller x € B}.

Ett exempel ar {1,2,3} U {2,3,4} = {1,2,3,4}.
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Figur 1.6: Venndiagram for AU B.

Snittet

Snittet av méngderna A och B ar méngden som bestar av alla element som
ligger i A och i B. Den betecknas med A N B och definieras som

ANB={z|z € Aochzxe B}

Ett exempel ar {1,2,3} N{2,3,4} = {2,3}.

Figur 1.7: Venndiagram for AN B.

Tva méngder A och B ségs vara disjunkta om de inte har nagra gemensamma
element, det vill siga om AN B = @.

Differensen och komplementet

Differensen av en méangd A och B &r méngden som bestéar av alla element som
ligger i A men inte i B. Den betecknas med A\ B och definieras som

A\ B={z |z € Aochz ¢ B}.
Ett exempel ar {1,2,3}\ {2,3,4} = {1}.
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A\B

Figur 1.8: Venndiagram for A\ B.

Notera att A\ B inte ar lika med B\ A, exempelvis géller

{2,3,4}\ {1,2,3} = {4} # {1} ={1,2,3} \ {2, 3,4}.

Om alla upptrddande méngder dr delméngder av en viss mer eller mindre
underforstadd grundméngd M talar man ofta om M \ A som komplementet
till A (med avseende pa M). Vi kommer att beteckna komplementet till A
med A°. Om vi till exempel pratar om méngder av heltal, och vi till exempel
betraktar méangden A = {1,2,3}, sd avser komplementet till A méngden av
alla heltal forutom 1,2 och 3.

Den kartesiska produkten

Den kartesiska produkten av tva méngder A och B &r méngden som bestar av
alla par av element sé att det forsta ligger i A och det andra i B. Den betecknas
med A X B och definieras som

Ax B={(z,y) |z € Aochye B}.

Tva olika exempel ar

{CL, b, C} X {‘Tay} = {(avx)v (aay)v (bvx)v (ba y)v (c7 (L‘), (va)}
{1,2,3} X {2,3,4} = {(1,2), (1,3),(1,4), (2,2), (2,3), (2,4), (3,2), (3,3), (3,4)}.

Notera att ordningen &r viktig, exempelvis géller (1,2) € {1,2,3} x {2,3,4}
men (2,1) & {1,2,3} x {2,3,4}.
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AxB

(b,x)
®

A

Figur 1.9: Venndiagram fér A x B.

Nar vi tar den kartesiska produkten av en méangd med sig sjalv brukar vi
anvinda notationen A2 = A x A. Mer allmént skriver vi

A" =Ax ... xA={(a1,...,a,) | allaa; € A}.
—_—

n ganger

Till exempel &r det reella talplanet R x R vilket vi brukar beteckna med R2.

Mingden av funktioner

Mingden av funktioner fran méngden A till mdngden B &r méngden som bestar
av alla funktioner fran A till B. Den betecknas med B# och definieras som

BA={f|f: A— B}.

Ett exempel ar

=
—~
"
~—
=
—~
»
~—
=
—
»
~—
—
—
»
~—

{2,3}102) =

—_
[\
—_

[\V)
W N
\]
w

vilken ocksa kan skrivas som

(2,330 = {f() =2, f(2) =2+ 1, f(x) =4 — =, f(z) = 3}.
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{1,2} {2,3} {1,2} {2,3}

>

{1,2} {2,3} {1,2} {2,3}

A ™

Figur 1.10: Illustration av {2,3}{1:2},

Potensmingd

Vi definierar potensmdngden av en mingd som méangden av alla delméngder
till en méngd A. Den betecknas med

24 ={B| B c A}.
Ett exempel ar

2100} = {0, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, ¢}, {b, ¢}, {a,b,c}},

Kvotmingd (6verkurs)

Kvotmdngden av A kan definieras p4 manga olika sétt. Vi véljer att definiera
kvotméngden av A givet en funktion f: A — B som méngden vars element &r
fibrerna till f. Elementen i kvotméngden ar alltsé delméngder till A pa formen
{z € A: f(z) = b}. For varje a € A anvinder vi notationen

[a] ={z € A: f(z) = f(a)}.

Vi kallar i denna kontext méangden [a] for en ekvivalensklass och vi kallar a for
en representant for ekvivalensklassen [a]. Olika element a # b € A kan vara
representanter for samma ekvivalensklass, vi sdger att a och b ar ekvivalenta
nar [a] = [b]. Detta inducerar en s.k. ekvivalensrelation mellan elementen i A
som vi betecknar med ~.

Vi definierar kvotméngden
A/~ ={l]|ac A}.
LAt oss demonstrera detta med ett par exempel.
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Exempel 1.6.1. Lat A = {a,b,c,d,e, f,g} och

¢: A—{0,1,2,3,4}
¢(a) =¢() =0 ¢(g)=1 ¢(f)=2 oé(c)=3 ¢(d)=d(e) =4

och da blir
A/ ~= {{CL, b}v {g}v {f}a {6}7 {dv 6}}

A [al  [g] [f] [ [e]
e v 4

Figur 1.11: Illustration av hur elementen i A/ ~ #r delméngder till A.

Exempel 1.6.2. Ifall f: Z — {0,1} definieras som

F(n) = {O om n jamnt

1 om n udda.

Da kan vi se att
z/ ~ =A{[0],[1]}

ar en mangd med tva element, [0] som dr méngden av de jaimna talen och [1]
som &r méngden av de udda talen. Till exempel géller det att [1] = [3] = [51],
eftersom talen 1,3,51 kan alla véljas som representanter fér de udda talen i
detta exempel.

Ovningar

Ovning 1.1. Lista elementen i foljande méngder.
(i) A={neN|n <5}
(i) B={1,2,{2,3}}.

)
)
(iii) C ={k € Z | k? < 16}.
(iv) AN B.

)

(v

Ovning 1.2. Lista elementen i foljande méngder.

(C\A)UB.

(i) A={zeQ|2?*=2}
(i) B ={0,1,2,3}.

(i) C={p/q|p,q e N0 <p<3ochl<qg<3}
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(iv) (BUA)NC.
(v) (CNB)\ A.

Ovning 1.3. For nedanstiende par av méngder A och B, avgoér om A och
B ar lika, disjunkta, ndgon av dem &r en &kta delméingd av den andra eller
ingetdera.

(i
(i) A={0,1,2} och B={n e N |n? < 9}.

) A={1,2,3} och B = {1,1,2}.
)

(iii) A
)
)

={{}} och B={z e N |2z = -2}
(iv) A={z eR||z|<1l}och B={z eR||r—1| < 1}.
(v) A={z€Q|2> =2} och B={z e R | 2% =2}.

Ovning 1.4. For nedanstéende par av méngder A och B, avgoér om A och B
ar lika, disjunkta eller ndgon av dem é&r en dkta delméngd av den andra.

(i) A={-2,0,2} och B={z € Z||z| <3 och z ir jimnt}.

(i) A={r eR |22 <2} och B={recQ|z?<2}.

(i) A={z€Z|xirjimnt} och B = {z € Z | x &r kvadrattal}.
(iv) A={x €Z|2x=-2} och B={x € N| 2z = 2}.

(v) A={0,{0}} och B = {0}.

Ovning 1.5. Anvind méngdbyggaren for att definiera foljande méangder.

(i) Méngden av jamna, positiva heltal.
(ii) Méngden av rationella tal r s& att 2r &r ett heltal.
(iii) Méngden av irrationella tal som ligger inom avstand 1 fran origo.

Ovning 1.6. Anvind méngdbyggaren for att definiera foljande méngder.

(i) Méngden av alla kvadrattal som &r storre an 2.
(ii) M#ngden av rationella l1osningar till z4 + 2% — 1 = 0.

(iii) Méngden av rationella tal som &r volymen av en kub med rationella
sidor.

Ovning 1.7. Ange mojlig definitionsméingd och malméngd for foljande funk-
tioner.

(i) Funktionen som ger det n:te kvadrattalet.
(ii) Funktionen som berdknar arean av triangel.

(iii) Funktionen beréknar derivatan av ett andragradspolynom.
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Ovning 1.8. Ange mojlig definitionsméingd och méalméngd for f5ljande funk-
tioner.

(i) Funktionen som ger arean av cirkel med radie 7.
(ii) Funktionen som ger avstandet mellan 1 och ett tal  pa tallinjen.

(iii) Funktionen som ger de rationella nollstéllena till ett forstagradspolynom
med rationella koefficienter.

Ovning 1.9. Ar foljande funktioner eller inte? Om inte, motivera varfor.

(i) f:R — R dar

_JlomzeQ
f<x)_{00mm¢@.

(i) f:N—=Qdir f(n) =+/n.

(iii) f : R — R sa att f(z) = 0 med sannolikhet 1/2 och f(z) = 1 med
sannolikhet 1/2.

(iv) f:{0} — R dér f(0) = 1 om ordet Balkong bérjar pa B.

Ovning 1.10. Ar féljande funktioner eller inte? Om inte, motivera varfor.

(i) f:7Z — N, déar f(n) &r siffersumman i det vanliga (decimala) talsyste-
met. Obs, alla siffror ar icke-negativa.

(ii) f:R— Q, dér f(z) = z/2.
(iii) f:N =R, dir f(n) = "Vn+ 1.
(iv) f:Q — Z, dar f(p/q) = p.
Ovning 1.11. Avgér om foljande funktioner &r lika eller inte? Motivera varfor.
(i) f:R—=R, f(z)=|z| och g: R - R, g(z) = V2.
(i) f:Z—=Q, f(n)=1/nochg:N—=Q, g(m)=1/m.
(iii) f:N—=Q, f(n)=n/(n+1)och g: N =R, g(2) = z/(z + 1).

Ovning 1.12. Avgér om foljande funktioner &r lika eller inte? Om inte, moti-
vera varfor.

(i) f:R—=R, f(z)=22+2rx+1ochg:R =R, g(z) = (z+1)%
(i) f:Z —Z, f(x) =2%och g: Z — Z, g(x) = |z|?.

Ovning 1.13. Vad ér virdeméngden i exemplen 1.5.3 och 1.5.4? Avgor i vilka
av de tva exemplen som f &r injektiv och i vilka som f ar surjektiv.
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Ovning 1.14. Bevisa att en stringt vixande funktion, alltsi en funktion med
egenskapen
1 < X9 — f(xl) < f(ajg)

ar injektiv.
Ovning 1.15. Visa att A och B #r disjunkta om och endast om A\ B = A.

Ovning 1.16. Visa att for tva méangder A, B si uppfyller operationerna U, N, A€
(dar A€ betecknar méngdkomplement) foljande rékneregler,

(AUB)Y =A4°nBY (AnB)“ = A°uUB°.
Ovning 1.17. Visa att foljande rikneregler haller
A\B=A\(ANB)
Ovning 1.18. Visa att sammansittningen av tva bijektioner #r en bijektion.

Ovning 1.19. Visa att
Al ~ 24

Ovning 1.20. Visa att antalet element i Ax B &r produkten av antalet element
i A och antalet element i B.

Ovning 1.21. Visa att den kartesiska produkten av tva delméngder &r del-
méangd till den kartesiska produkten av grundméngderna. Alltsd om B C A
och Y C X giller det att

BxY CAxX.

Ovning 1.22. Visa att potensméngden 24 = {B | B C A} ir ett specialfall
av mangdoperationen Y4 for ett par av méngder A,Y. Gor detta genom att
visa att foljande funktion ar en bijektion,

x 24 = {0,1}4
B +— xB.
Har definierar vi indikatorfunktionen av B som

XB A — {0, 1}

lomaeB
at—
0oma ¢ B.

Dra slutsatsen att 24 har 214l antal element.

Ovning 1.23 (x). Anvind ett direkt bevis for att bevisa att om n ér ett jaimnt
tal s& &r n + 1 ett udda tal (detta &r Sats 1.1.4).

Ovning 1.24 (x). Anvind ett direkt bevis for att bevisa att om n #r udda sa
ar n? udda.

Ovning 1.25 (). Anvind ett motsigelsebevis for att bevisa att summan av
ett irrationellt tal och ett rationellt tal ar irrationellt.
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Ovning 1.26 (*). Anvind ett motségelsebevis for att bevisa att om a+b > ¢
sa ar antingen a > ¢/2 eller b > ¢/2

Ovning 1.27 (). Bevisa att om ab = ¢ si ar a > \/c och b < /¢, eller
tvartom.

Ovning 1.28 (x). Bevisa att det finns tvé irrationella tal a och b sa att a® &r
rationellt. Tips: anvénd att /2 &r irrationellt.

Ovning 1.29 (x%). Bevisa att alla rationella tal kan skrivas som en produkt
av tva irrationella tal.

Ovning 1.30 (). Visa foljande pastaenden for heltalen (du bér anviinda det
du bevisat i ena for att bevisa nésta).

(i) Multiplikation med ett positivt tal bevarar olikheter. Alltsa for m > 0
galler
r<n = mr < mn.

(ii) Ett positivt heltal kan inte dela ett mindre positivt heltal. Alltsa

0<7r<n = n delar inte r.

(iii) Differensen av tva heltal delbara med n &r ocksa delbar med n.
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2 Modular aritmetik

Vilken dag &r det om 100000 ar? Viken tid pa dagen &r det 5678 timmar in i
framtiden? Ar det ett skottar om 3000 ar? Alla dessa fragor har en liknande
struktur, de ar system som upprepar sig efter en given méngd tid. For att
besvara de héar problemen behdver vi ldra oss att rdkna med sadana system, i
dmnet modulér aritmetik, dven kallat klockaritmetik.

2.1 Kongruens

Lat n vara ett heltal. Vi paminnner om att ett heltal a ar delbart med n om
det finns ett d € Z sa att a = dn. Det skrivs &ven som n|a vilket ldses som 'n
delar ¢’. Summan och differensen av tva tal delbara med n ar ocksa delbara
med n.

Definition 2.1.1. Lat a,b € Z och n vara ett positivt heltal. Vi sdger att a
ar kongruent med b modulo n, vilket skrivs som

a=b mod n,

om n delar a — b.

Exempel 2.1.2. En analog klocka har 12 stycken olika timslag. Om vi vantar 5
timmar och sedan 8 timmar till, s& kommer avstandet mellan timvisarens start
och slutpunkt vara detsamma som om du bara vintade en timme. I klockans
varld &r alltsd 5 4+ 8 = 1, vilket kan lata absurt. Ett mer rigordst sétt att sdga
det hér pa &r att

54+8=1 mod 12.

Sats 2.1.3. Ldt a,b,a’,t/ € Z och n,k > 1 vara heltal. Anta vidare att a = o’
och b=1V". Da giller

(i) a+b=d +V mod n.

(ii) a-b=d -V mod n.

(iii) a* = (a’)* mod n.
Bewvis. Vi vet att n delar a — a’ och b —b'. D& delar dven n

(a—ad)+ (b—-0b)=(a+b)—(a+V)
vilket visar (7). Talet n delar d&ven
(a—ad)bo+b-b)d =a-b-0V-d

vilket visar (¢7). Sist men inte minst kan vi anvinda (i7) upprepade ganger och

far att

k

=a-a---a=d-d---d=()* modn. O

k ganger k ganger

21



Vi kan anvianda den tidigare satsen for att gora ganska stora berdkningar val-
digt fort. Vi forsoker besvara fragan som stélldes i bérjan av kapitlet, vilken
veckodag ar det om 100000 ar?

100000 ar #r 10° - 365 dagar, och veckodagarna borjar om var sjunde dag. Vi
vill alltsa gora berakningen modulo 7. Vi har

10°-365=3"-1=9.9-3=2-2-3=12=5.

Veckodagarna har alltsa gatt framat 5 dagar. Om det exempelvis var mandag
skulle det alltsa vara lordag om 100000 ar.

2.2 Z/(n)

Definition 2.2.1. Givet ett positivt heltal n och ett heltal k s& definierar vi
principalresten av k modulo n, skrivet k%mn, som

0 om n delar k

1 omndelar k-1
k+—

n—1om n delar k — (n — 1)

Alternativt s kan k%n definieras som det unika tal i mangden {0,1,...,n—1}
som uppfyller k = k%n mod n. Ibland skriver vi bara k% om n ar underfor-
statt.

Exempel 2.2.2. Vi har att
%2: 7 — {0,1}

0 om k jamnt
k—
1 om k udda

vilket exempelvis ger att 17%2 = 1 och 100%2 = 0. Alternativt s& skriver man
17=1 mod 2 eller 100 =0 mod 2. Ett annat exempel &r

%3: Z — {0,1,2}
0 om k delbart med 3

k+— <1om k— 1 delbart med 3
2 om k — 2 delbart med 3.

dar vi har anvént att k£ —2 ar delbart med 3 om och endast om k—2+3 = k+1
ar det. Vi kan da berdkna

5%3 =2 10%3 =1 21%3 = 0.
Alternativt sa skriver man 5 =2 mod 3, 10 =1 mod 3 eller 21 =0 mod 3.

Hjalpsats 2.2.3. Om m € {0,...,n — 1} sd galler det att m%n = m och for
tvd heltal a,b € Z gdller

a=b modn < a%n = b%n.
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Bewvis. Det forsta pastaendet foljer direkt fran faktumet att n alltid delar 0.
For det andra pastaendet visar vi forst implikationen at hoger. Antag att n
delar (a —b), da géller

b—a%n=(a—(a—0b))—a%n= (a—a%n) — (a—0)
—_——— ~—
delbart med n delbart med n
Ekvationen ovan medfor att b — a%n ar delbart med n. Allts& har a%n den
unika egenskapen som b%n har, att nar man subtraherar den fran b far man

nagot delbart med n. Darmed maéste a%n = b%mn. Avslutningsvis s ser vi att
implikationen &t hoger ges av att om vi later a%n = b%n sa géller

(a—b)=(a—0b)+0=(a—>b)+ (b%n —a%n) = (a —a%n) — (b—b%n) .

delbarzfmed n delbarrmed n

Alltsé ar a — b delbart med n, vilket skulle visas. O

Hjalpsats 2.2.4. Lat n,k > 1 vara heltal och a,b € Z. Da gdller

(i) (a+b)%n = a%n + b%n mod n.
(i) (a-b)%n = a%n - b%n mod n.
(iii) a*%n = (a%n)* mod n.
Bevis. Vi bevisar (i) och lamnar aterstaende identiteter som Gvningar. Vi vet
fran Sats 2.2.3 att a%n = a mod n. Genom att anvianda Hjalpsats 2.1.3, (i),

dras slutatsen att
a%n +b%n =a+b mod n.

Genom att aterigen anvinda Sats 2.2.3 kan vi dra slutsatsen

a+b=(a+b)%n modn. O
Vi definierar
Z/(n) ={0,1,...,n — 1}.

Vi vill definiera en "addition” pa Z/(n), sa att vi kan addera tva element i
Z/(n) och fa ut ett nytt tal i Z/(n). Vi vill &ven pa samma sétt definiera
subtraktion och multiplikation i Z/(n).

Definition 2.2.5. Lat a,b € Z/(n). Vi definierar 'a + b1 Z/(n)’ som
(a 4+ b)%n,

'—a 1Z/(n)\ {0} som

(—a)%n =n —a,

'—0iZ/(n) som 0iZ/(n),’ a—biZ/(n) som a+ (—b)iZ/(n), och sist men
inte minst later vi 'a- b1 Z/(n)’ definieras som

(a-b)%n.
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Eftersom vi anvinder samma notation for "vanlig” addition/multiplikation och
for addition/multiplikation 1 Z/(n), kommer vi att fortydliga i vilken situation
additionen och multiplikationen &dger rum.

Exempel 2.2.6. Om vi later n = 3 ar Z/(3) = {0,1,2}. Foljande tabeller
representerar multiplikation och addition i den hér situationen.

+]/01 2 |01 2
0jfo 12 0[0 00
11120 101 2
212 01 2021

Exempel 2.2.7. Om vi later n =4 ser vi att —11Z/(4) ar (—1)%n = 3. Det
hér beror pa att 1+ 3 = 01 Z/(4). Notera ocksa att 3-3 =11 Z/(4), vilket
overensstammer med (—1) - (—1) = 1.

Sats 2.2.8. Lat n > 1 vara ett heltal, och a,b,c € Z/(n). Da galler

(i) a+b=b+a.

)
(i) (a+b)+c=a+ (b+c).
(iii) a-b="b-a.
(iv) (a-b)-c=a-(b-c)
)

(v) a-(b+c)=a-b+a-c.
Bevis. Vi visar (ii) och aterlamnar resten till 6vningar. Vi vet fran Hjdlpsats

2.2.4 att
(a+b)%n = a%n+ b%n mod n

och fran Hjélpsats 2.2.3 att
a%n =a mod n

dar additionen ar i Z. Alltsa har vi

((a+0)%+c)%=(a+b)%+c
= a% + b% + %
=a+b+c)%=(a+(b+c)%)% mod n.

Nu ér ((a+0b)%+c¢))% och (a+ (b+¢)%)% tva tal i Z/(n) som &r kongruenta
modulo n. Alltsa ar de lika. Men de &r ocksé lika med (a + b) + ¢ respektive
a+(b+c)iZ/(n). O

2.3 Division i Z/(n)
Tre raknesatt har definierats i Z/(n), addition, subtraktion och multiplikation,

som uppfyller liknande rékneregler som de gor 6ver Z. En naturlig fraga att
stalla sig &r om vi ocksa kan definiera division.
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Definition 2.3.1. Lat n > 1 vara ett heltal och lat a € Z/(n). En multiplikativ
invers till a #r ett element a=! € Z/(n) si att

a-a =1

i Z/(n).

Anmarkning 2.3.2. Om g har en multiplikativ invers, 4r den unik. For att
visa det, 1at al_l, ay ! vara multiplikativa inverser till a. D& &r

—1 1 1 1 —1 1
a;- =a; -(a-ay ) =(a; -a)-ay =ay .

Ett element som garanterat inte har en multiplikativ invers &ar 0, eftersom
0-a =0 for alla a € Z/(n). Kan vi garantera att alla andra element har en
invers? For ett godtyckligt n &r svaret nej.

Exempel 2.3.3. 1 Z/(4) har 2 ingen multiplikativ invers, da

0-2=0, 1-2=2, 2.-2=0, 3-2=2,
1Z/(4), sa det finns inget a € Z/(4) sa att a -2 = 1.
Det héar ar ett problem som gar att 160sa om vi bara begransar oss till vissa spe-
cifika n. Som paminnelse &r ett primtal ett tal p > 1 som bara &r delbart med 1
och p. Enligt Aritmetikens fundamentalsats kan alla positiva heltal skrivas som

produkten av primtal pa ett unikt sdtt. Utifran den satsen foljer Hjédlpsatsen
nedanfor, som vi inte bevisar.

Hjalpsats 2.3.4. Lat p vara ett primtal. Om a,b € 7Z, och plab, sa galler
antingen att pla eller att p|b.

Exempel 2.3.5. Satsen ovan fungerar inte ldngre om p inte ar ett primtal.
Om exempelvis p = 4 och a = b = 2, si delar p talet ab=4, menpt2=a =b.

Sats 2.3.6. Alla element i Z/(p) — {0} har en multiplikativ invers om och
endast om p dr ett primtal.

Bevis. Anta forst att p dr ett primtal. Lat a € Z/(p) — {0}, och betrakta
funktionen f :Z/(p) — Z/(p) definierad av

f@)=a-a

dar multiplikationen sker i Z/(p). Vi pastar att funktionen &r injektiv. For att
visa det, lat z,y € Z/(p) sa att f(x) = f(y). Da ar

a-r=a-y modp
dér multiplikationen sker i Z. Men da delar p talet
ar —ay = a(x — y).

Enligt Hjalpsats 2.3.4 delar d& p antingen a eller z — y. Eftersom 0 # a < p,
s& delar p inte a. Alltsd maste p dela x — y, och

r=y mod p.
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Da0 <,y <psair z=y. Alltsd ar f injektiv.

Eftersom f &r injektiv och malméngd och definitionsméngd béda har storlek
|Z/(p)| = p, s& maste f &ven vara surjektiv. Alltsa finns det ett b € Z/(a) sa
att ab = f(b) = 1, vilket skulle visas.

Om p inte &r ett primtal, kan vi skriva p = ab dér 1 < a,b < p. Vi pastar att
a inte kan ha en invers i Z/(p). For att visa det, lat a~! vara en sadan invers.
Da géller

b=b-a-a'=0-a"1=0

i Z/(p). Det har ar en motségelse da b < p. O

Exempel 2.3.7. Sdg att vi vill hitta en invers till 3 1 Z/(7). Det enklaste
sittet att hitta en invers ar att testa sig fram.

1-3=3,
2.3 =6,
3.3=2,
4.3=5,
5-3=1.

Alltsa &r inversen till 31 Z/(7) talet 5.

Exempel 2.3.8. Sig att vi vill 16sa ekvationen

3z +2=4
1 Z/(7). Vi letar alltsa efter © € Z/(7) for att 16sa ekvationen. Normalt sett
skulle vi subtrahera 2 fran bada sidor forst. Eftersom —2 =51 Z/(7) lagger vi
istallet till 5 pa bada sidor och far

3r+24+5=4+4+5

<— 3r =2.

i Z/(7). Nu skulle vi vilja "dela” bada sidor med 3. Eftersom 371 =51 Z/(7)
(se tidigare exempel) multiplicerar vi bada sidor med 5 och far

(5:3)r=5-2
<— x = 3.

I framtiden &r det underforstatt att alla multiplikationer och additioner sker i
Z/(n) om inget annat namns.
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Ovningar

Ovning 2.1. Vad é&r sista siffran i 11345677

Ovning 2.2. Om det &r méandag idag, vilken dag #r det om en miljard ar

(i) exklusive skottéar?
(ii) inklusive skottar?

Ovning 2.3. Visa att ett tresiffrigt tal &r delbart med 3 och 9 om och endast
om siffersumman av talet ar delbart med 3 respektive 9.

Ovning 2.4. Visa att ett sexsiffrigt tal abedef ar delbart med 11 om och
endast om
a—b+c—d+e—f

ar delbart med 11.

Ovning 2.5. Beriikna foljande uttryck i Z/(25)

Ovning 2.6. Visa att for alla 2 € Z/(n) giller det att —1-x = —a, oavsett n.
Ovning 2.7. Visa att (—1) - (—1) = 1i Z/(n) oavsett n.

Ovning 2.8. Berdkna multiplikativa inversen till 3 eller visa att den inte finns

Ovning 2.9 (). Visa att multiplikativa inversen till 2 finns i Z/(n) om och
endast om n dr udda, och visa att den i det fallet dr (n +1)/2.
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3 Vektorer och matriser

3.1 Matriser

I framtiden later vi F' vara antingen R eller Z/(p), eftersom vi kan utfora alla
fyra rédkneséatten med bada méngder.

En n x m-matris A 6ver F &r en rektanguldr uppséttning tal i n rader och m
kolumner

ail a2 - Qim

a1 a2 -+ a2m
A=

Gnl Aan2 - Onm

Talet a;; ar det tal som star pa rad ¢ och kolumn j. Héar kréver vi att a;; € F
for alla ¢ och j. En annan beteckning ar

A= [a]"

Exempel 3.1.1. Betrakta matriserna

2 1
0o 3 2
A:[ ],B:m

V2 -3 —6 9 0

Hér dr A en 2 x 3 matris 6ver R och B dr en 3 x 2 matris 6ver Z/(3).

Exempel 3.1.2. En matris av storlek (n x m) éver F' dér alla tal &r noll
betecknas 0 och kallas for nollmatrisen.

Om n = m kallas A en kvadratisk matris. Lat

A=a5" B = byl
vara tvad n X m-matris och ¢ € F'. Vi definierar summan av tva n X m-matriser
som
A+ B = [aij + bij]; 1%
och multiplikation med talet ¢ som

cA = clayliiZ) = [eai] it -

Nar vi adderar tva matriser sa adderar vi alltsa talen pa samma position och
nér vi multiplicerar en matris med ett tal ¢ s& multipliceras varje tal i matrisen
med c.

Exempel 3.1.3. Lat

N O W o
W = = w
O N O
O = =
— W k= O
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vara matriser over Z/(5). Vi har att

A+B= och 24 =

NN O
W N W
= = O N
=N W =
=N

= O = O

Definition 3.1.4. Lat A = [aij]?’jk:l vara en n X k-matris och B = [blj]f’;zl

en k x m-matris. Produkten AB definieras som den n x m-matris C som péa
rad 7 och kolumn j har talet

k
Cij = ailblj + aigbgj + ...+ aikbkj = Z aigbgj. (31)
/=1

Produkten AB &r endast definierad om antalet kolumner i A sammanfaller
med antalet rader i B. Méark att BA ej nédvéndigtvis dr definierad dven om
multiplikationen AB &r definierad. Multiplikationen AA &r bara definierad om
A ar kvadratisk. I det fallet definierar vi

A" = A A A.
—

n ganger

Exempel 3.1.5. Lat

=) el

vara matriser éver Z/(7). Fran definitionen av multiplikation &r

AB — [0-4+2~2 O-5—|—2‘3} _ [4 6]'

6-44+41-2 6-5+1-3] |5 5

Exempel 3.1.6. Multiplikationerna

3 2] [‘;] — [1] och [‘;] 3 2] = ﬁ ;,]

over Z/(7) visar att d&ven om multiplikationerna AB och BA é&r definierade
behover de ej sammanfalla.

Sats 3.1.7. Antag att A, B och C' dr matriser sidana att nedanstiende mul-
tiplikationer dr definierade. Matrismultiplikation uppfyller distributiva lagen

A(B+C)=AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC

och associativa lagen

A(BC) = (AB)C.
Bewvis. Se 6vning. O
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Matriser som bestar av endast en kolumn kallas for vektorer. Vektorer uppfyller
dérfor de rdkneegenskaper som matriser gor. Vi definierar

U1
n v2 o .
F'=3v=| | |v;€F forallai
Un,

Maéngden F™ representerar alltsé alla n x 1 matriser. Vi ser att den hér defi-
nitionen 6verensstdmmer med den tidigare definitionen i kapitel 1.

Exempel 3.1.8. Matrisen
1/2
v=|-—95
9

ar en vektor i R3.

3.2 Inverterbarhet

For ett positivt heltal n, 1at I vara den n x n kvadratiska matrisen sadan att

I =
00 -+ 1

Matrisen I kallas enhetsmatrisen och uppfyller att
Al =TA=A

for alla kvadratiska matriser A sddana att multiplikationen ar definierad. Ibland
anvinds notationen I, for att belysa att I &r en n X n-matris.

Definition 3.2.1. En kvadratisk matris A sdgs vara inverterbar om det exi-
sterar en matris B sadan att

AB=BA=1. (3.2)

Matrisen B kallas inversen till A och betecknas A~1.

Inversen till A ar entydig ty antag att det finns tva matriser B och C sddana
att ((3.2)) ar uppfylld. Vi har da att B = BI = BAC = IC = C, sd matriserna
ar lika.

Exempel 3.2.2. Lat A vara den inverterbara matrisen
3 4
=]
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over R. For att berikna inversen till A méaste vi finna en matris A~! saddan att
AA-L = A~YA = I. Ansitt

Al = r11 T12
21 X22

och 16s ekvationen AA™! =1, d.vs.
3 4 11 Ti12| 1 0
1 2 21 T22 o 0 1 ’
Vi far ekvationssystemet

11 +  2x91 =
3x11 + 4xoy =
12 + 2m99 =

3x12 + 4z =

O = = O

Om vi adderar —3 av den forsta ekvationen till den andra och —3 av den tredje
ekvationen till den fjarde far vi

11 + 2$21 =
— 23721

x12 + 219

— 21’22 = -3

I
—_ = O

(3.3)

Fran ((3.3)) ser vi att x91 = —1/2, 211 = 1,292 = 3/2 och 19 = —2. Alltsa
L1 =2
AT = [—1/2 3/2
Vi kan dven kontrollera att AA™1 = I.
2 4
=t
Vara en matris 6ver Z/(5). Anséatt

A1 = [3711 9612]

Exempel 3.2.3. Lat

T21 X22

och betrakta ekvationen AA™! =TI, d.v.s.

2 4 Tr11 T12 . 1 0
1 2 o1 I22 N 0 1 ’
Vi far ekvationssystemet

11 +  2w91 =
2x11 + 4dxoy
Z12 + 2m9 =

2112 + 4dxoy =

O = = O
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Om vi adderar —2 av den forsta ekvationen till den andra och —2 av den tredje
ekvationen till den fjarde far vi

T11 + 2z91 = 0
0 = 1

T12 + 2x90 = 1

0 = -2

Har ser vi att ekvationssystemet ar olosbart. Alltsa saknar matrisen A invers.

Anméirkning 3.2.4. Det visar sig att for tva kvadratiska matriser A, B s
kommer AB = I om och endast om BA = 0.

3.3 Transponering av matriser

Definition 3.3.1. Lat A = [a;;];}”;. Den transponerade matrisen AT till A
definieras som AT = [aji];Z,, eller med andra ord, matriser man far om vi
reflekterar A i huvuddiagonalen.

Exempel 3.3.2. Lat
2
A=]1
0

—

3
9
1
vara en matris over Z/(13). Vi har da att

v [2 11 0
A_[:% 9 1}‘

Antag att A 4r en n X m-matris och att B 4r en m x n-matris. Av formel
((3.1)) foljer att pa rad i och kolumn j i n X p-matrisen AB finns elementet
cij = a;1bij + azb; + -+ + aimbpy;. Darmed har vi att talet pa rad ¢ och
kolumn j i matrisen (AB)T ir cj;.

Av formel ((3.1)) har vi att talet d;; pa rad i och kolumn j i matrisen BT AT
ar

dij = bliajl + b2ia]~2 + -4 bmiajm

= ajlbli + ajgbzi +---+ ajmbmi = Cj;.

Alltsa ar
(AB)T = BT AT.

Antag nu att A ar inverterbar. D4 foljer att
(A" = @n),
eftersom AT(A™HT = (A71A)T = IT = I, vilket visar att (AT)_1 = (A_I)T.
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3.4 Skalarprodukt

Definition 3.4.1. Lat u,v € F™. Vi definierar skaldrprodukten av u och v som
det reella talet (u,v) = ulv.

Vi séiger att tva vektorer u och v ar ortogonala om (u,v) = 0.

1 0
Exempel 3.4.2. Lat w = |0| och v = [0| vara vektorer éver Z/(2). Da
1 1

foljer att
0
() =u’v=1[1 0 1] [0 =1-0+0-0+1-1=1
1

uq
U2
Anmarkning 3.4.3. Sdg att ' = R. Lat w = | . | € R™ Vi definierar

Un,
ldngden av u som

Jull = T a) = k- B+

Det hir dr villdefinierat eftersom u? +u3 +---u2 > 0. Notera att |u| = 0 <
(u,u) =0 <= wu = 0. Alltsd ar en icke-noll vektor aldrig ortogonal mot sig
sjalv. Det héar géller inte 6ver till exempel Z/(2) eftersom

(L[] =11 110

Definition 3.4.4. En matris A kallas symmetrisk om A = AT,

For en symmetrisk matris giller att (Au,v) = (Au)Tv = T ATy = v? Av =
(u, Av).

Ovningar

Ovning 3.1. Berikna A + B dir och sA dir s = 3 och

2 07 1 0 8
A_[12 2 0}’3_[0 1 11}’

i7/(13).
Ovning 3.2. Berikna AB dér

3 4 1
A_[o 5 2]’3_

N O W

i Z/(7).
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Ovning 3.3. Bevisa formel (3.1.7) for 2 x 2-matriser.

Ovning 3.4. Berikna A2, A3 och A* for matrisen
1711 -1
A4=3 [—1 1 ] ‘

2717 117

Ovning 3.5. Lat u = | 3 och v = [—4| wvara vektorer éver R. Berdkna
-1 -3

over R.

lull, [[o]* och {u, v).

Ovning 3.6. Bevisa att inversen till matrisen
a b
c d

1 d -b
ad—bc |—c a |’

Ovning 3.7. Bevisa att om ab — ¢d = 0 s& #r matrisen

el

i fallet ad — be # 0 &r

inte inverterbar.

Ovning 3.8. Visa att om A ir en kvadratisk matris sadan att A¥ = 0, sa ar
I — A inverterbar med inversen I + A + A% + ... + A1,
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4 Delrum, baser och dimensioner

4.1 Mer om vektorer

I forra kapitlet definierade vi en vektor som en n x 1 matris fér n > 1. Som
forut later vi F sta for R eller Z/(p) for nagot primtal p. Méngden av alla
n x 1 vektorer 6ver F noterade vi som F”. En sadan méngd ska vi kalla for
ett vektorrum. Vi ska nu studera vektorer i mer detalj.

For att skriva vektorer lite mer kompakt kommer vi introducerar vi notationen

(a,b,c,d,...) =

QU O o

Exempel 4.1.1. Lat F = R och n = 2. En vektor v € F"* = R? &r da pa

formen
-]

déar z,y € R. Dessa vektorer kan nu anvindas for att beskriva det tva dimen-
sionella talplanet.

]

%]

°

—
fin
b
=
I
B —
—_

Figur 4.1: Punkten med z-koordinat 1 och y-koordinat 2 kan beskrivas som
vektorn (1,2) € R2.

Precis som matriser kan vektorer adderas med varandra samt multipliceras
med element i F. Om {vy,...,vp} C F™ ar en éndlig mangd vektorer séger vi
att en vektor pa formen

a1v1 + agvy + -+ - + apUk

for nagra koeflicienter a1, as, . .., ar € F ar en linjarkombination av vy, vs, ..., V.
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Givet en mangd vektorer D C F™ sa definierar vi det linjira hiljet av D,
skrivet spann(D), som

spann(D) = {w € F" | w = ajv; + - - - + agvg,
dar ay,...,ax € F,v1,...,vx € D och k € N}.

spann(D) ar ddrmed alla vektorer vi kan fa genom att ta linjarkombinationer
av vektorer i D.

Eftersom linjarkombinationer av linjarkombinationer fortfarande ar linjarkom-
binationer kommer
spann(D) = spann(spann(D))

for alla méngder av vektorer D. Mangder D C F™ vars linjéra holje 4r méngden
D sjélvt kallar vi for delrum. Vi noterar att d&ven vektorrum som F™ riknas
som delrum till sig sjalv.

4.2 Baser
En méngd vektorer S = {v1,...,v;} sigs vara linjirt oberoende om
a1v] + agvo + - - + agvr =0
mefor att a; = ag = --- = 0. En méngd vektorer som inte ar linjart oberoende

sdgs vara linjart beroende.

Definition 4.2.1. Lat V vara ett delrum till ndgot vektorrum F™. En &dndlig
méangd vektorer B C V ségs vara en bas till V om

(i) vektorerna i B &r linjart oberoende,
(ii) V = spann(B).
Nista sats ger en anledning till varfor baser ar viktiga.

Sats 4.2.2. Lat B vara en bas till ett delrum V. Da kan varje element © v som
en linjarkombination av vektorerna ¢ basen pa exakt ett sdtt.

Bevis. Att V = spann(B) mefor att varje vektor i V' gar att uttrycka som en
linjarkombination av vektorerna i B. Antag nu att en vektor v kunde uttryckas
som tva linjarkombinationer

vV =aiv + -+ Qg
v ="bvy + -+ brvg

dar B = {v1,...,vx} och ay,...,ak,b1,..., b ar element i F'. Subtraherar vi
de tva ekvationerna far vi att

0= (a1 —bi)vi + -+ (ar — by)vg

men v1,...,v; ar linjart oberoende sa a; = by, ...,ar = by. ]
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Foljdsats 4.2.3. Lit F' = Z/(p) och lat B vara en mdngd linjart oberoende
vektorer. Dad dr
| spann B| = pl?|

Bevis. Eftersom varje uppséttning koefficienter aq, ..., a,, € Z/(p) motsvarar
precis ett element i spann B nér vi tar den linjarkombinationen

aivl + -+ amUm,

kan vi istéllet rdkna antalet uppséttningar koefficienter. Eftersom Z/(p) inne-
haller p element kan varje koefficient anta p olika varden och vi far da ett total
antal av p™ uppséttningar koefficienter. ]

Exempel 4.2.4. Lat oss visa att B = {(1,2,1),(2,1,1),(1,1,2)} C (Z/(3))?
ar en bas till spann(B). Vi ska ddrmed visa att vektorerna &r linjart oberoende.
Om vi har att

a(1,2,1) +b(2,1,1) + ¢(1,1,2) = 0

medfor detta att
(i) a+2b+c=0,
(ii) 2a+b+c¢=0,

(iii) a +b+2c=0.

Betraktar vi nu (7) + (4¢), (3¢) + (i%i) och (4i7) + (i7) ser vi att a = b = ¢ = 0,
s& B &r en bas.

Sats 4.2.5. Lat vy,...,v, € F™ ddarn > m. Dad dr vektorerna vy,...,v,
lingdrt beroende.

Bevis. Antag forst att F' = R. Ekvationssystemet
aivi+ -+ apv, =0

bestar av m ekvationer med n obekanta variabler. Da ekvationssystemet har fler
obekanta variabler &n ekvationer finns det odndligt manga nollskilda 16sningar.

I annat fall & F' = Z/(p) for nagot primtal p. D& kommer F™ = (Z/(p))™
innehalla p™ element. Om wvy,...,v, skulle vara linjart oberoende hade de
bildat en bas for spann{vi,...,v,} C (Z/(p))™. Enligt Foljdsats 4.2.3 skulle
dock detta innebéra att |spann{vi,...,v,}| = p™ > p™ vilket motséger att
v1,..., U, ar linjart oberoende. O

Vi kan nu visa att varje delrum har en bas.

Sats 4.2.6. Lat 0 # V C F™ wvara ett delrum. Da har V' en bas. Dessutom
gdller det att om v1,...,v; € V dr linjart oberoende vektorer sa finns det en
bas som innehdller dessa vektorer.

37



Beuwis. Vi noterar att forsta delen av satsen foljer av andra delen med k& = 0.
Ifall £ = 0 lat v; vara en godtycklig nollskild vektor i V. Vi har da att vy &r
linjart oberoende da

aijvy = 0
mefor att a3 = 0. Antag nu att vy,...,vp,_1 &r linjirt oberoende vekto-
rer i V. Om de ar en bas till V ar vi klara, annars viljer vi v,, € V \
spann{vy,...,vm—1}. Det dr nu latt att se att vy,..., v, ar linjirt oberoen-

de. Det gar darmed att utoka méangden sa lange vi inte har en bas. Eftersom
vi kan ha som mest n linjart oberoende vektorer vet vi att processen maéste
avslutas. O

Vi visar nu en forstarkning av Sats 4.2.5.

Sats 4.2.7. Lat B vara en bas for ett delrum 'V C F™. Om B har m vektorer sd
kommer alla uppsdttningar av n vektorer wy, ..., wy, € V vara linjirt beroende
om n > m.

Beviset ldmnas som en 6vning.

Vi ar nu redo att visa att alla baser dr av samma storlek.

Foljdsats 4.2.8. Lait B, B’ vara tvd baser till ett delrum V. C F™. Da dr
|B| = |B'].

Bewvis. Ifall |B’| > |B| ger Sats 4.2.7 att B’ méaste vara linjart beroende. Men
B’ ar en bas. Diarmed kan inte | B| vara storre dn |B|. Samma argument med B
istéllet for B’ ger att |B| inte kan vara storre an |B’|. Darmed &ar |B| = |B'|. O

Antalet vektorer i basen till ett delrum V' ségs vara dimensionen av delrummet.
Dimensionen av ett delrum V' skriver vi dim(V').

Exempel 4.2.9. Vi aterkommer till vektorrummet R?. Det linjira holjet till
mingden {(1,0),(0,1)} C R? blir hela R? da varje vektor (z,y) € R? kan

skrivas som
T| . 1 " 0
gyl = ol TY 1|

Det #r ocksa litt att se att méngden dr en bas sa vi kan konstatera att R? har
dimension 2.

Négra speciellt viktiga vektorer ér enhetsvektorerna ey € Fj'. De definieras
som

er =(0,...,0,1,0,...,0) € F"
/]\

i position k.
Exempelvis &r e = (1,0,0), e3 = (0,1,0) och e3 = (0,0,1).

Sats 4.2.10. Mingden {e} | 1 <k <n} C F" dr en bas till F™.
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Bevis. Givet en vektor v = (v1,...,v,) € F™ kan vi skriva
v =wvie1 + -+ upey
sa spann {e} | 1 <k <n} = F™. Ifall

0=aier + -+ aney

for nagra koefficienter aq,...,a, € F ser vi att

0= (al,ag,...,an)
sd ai,...,a, = 0 vilket mefor att {ef | 1 < k < n} &r linjart oberoende.
Dérmed ar {e} | 1 < k < n} en bas till F™. ]

Anméirkning 4.2.11. Sats 4.2.10 medfor att vektorrummet £™ har dimension
n.

Vi visar dven att om en méangd vektorer &r linjart beroende sa kommer en
delméngd av dem vara en bas.

Hjalpsats 4.2.12. Lit D = {v1,...,vx} vara en mdangd av linjirt beroende
vektorer. Dd finns det en delmdingd D' C D med egenskapen att spann D' =
spann D.

Bevis. Om vy, ..., v ar linjart beroende sa kan vi skriva
a1v1 + -+ agvg =0

for nagra koefficienter aq,...,a; € F' dir atminstone nagot a; # 0. Vi kan nu
ta och skriva

Uj = a;l(—alvl — e — aj,lvj,l — aj+1vj+1 — e — akvk)
vilket medfor att
vj € spann D \ {v;}
alltsé ar spann(D \ {v;}) = spann(D). Sétter vi D’ = D ér vi klara. O
Sats 4.2.13. Om det linjdra holjet av en mdngd vektorer D dr ett delrum V.,

spann(D) =V, gdller det att det finns en delmingd B C V' som dr en bas till
D. Om vektorerna i D dr linjirt beroende kommer B C D.

Bevis. Om D é&r linjéart oberoende dr vi klara. Annars kan vi upprepa Hjdlpsats
4.2.12 tills vi far en méngd som é&r linjart oberoende och har samma linjara
holje. Detta maste till slut ske da en méngd av bara en (nollskild) vektor
automatiskt ar linjért oberoende. O
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4.3 Matriser som funktioner

Lat M vara en n x m matris. I det foregaende kapitlet sag vi att om vi vill
multiplicera M med en matris A for att bilda produkten M A &r det nédvandigt
att A 4r en m x k matris for nagot & € N. Den resulterade matrisen M A ar da
en m X k matris. Speciellt om A ar en vektor ser vi att dven produkten M A
kommer vara en vektor. Detta later oss se matriser 4ven som funktioner fran
ett rum av vektorer till ett annat.

Definition 4.3.1. Lat M vara en n X m matris 6ver I'. Vi definierar M som
en funktion M : F™ — F™ genom att sétta

M(v) = Mv

for alla v € F™.

Nésta sats motiverar vad matrismultiplikation faktiskt innebér.

Sats 4.3.2. Lit A vara en n X k matris och B vara en k X m matris. Dd ar

AoB=AB.

Bevis. Lat v € F™. Vi vill visa att (Ao B)v = (AB)v. Vi har att
(AoB)jy=(AoB)ov=Ao(Bowv)= Ao (Bv)=A(Bv) = (AB)v

dar A(Bw) star for matrismultiplikation och inte funktionskomposition. O

Vi kan &ven relatera linjara holjen med matriser.

Sats 4.3.3. Lat M : F™ — F™ vara en n X m matris. Da ar bilden M (F™) =
spann{ My, ..., My, } dar

M= |M - M,

Bevis. Multiplicerar vi M med en vektor v = (v1,...,vy,) far vi
Mv=uviM; + -+ v, Mp,

sd Mwv ar en linjdrkombination av kolumnerna hos M. Vi kan darmed bilda
alla linjarkombinationer genom att vélja olika vektorer v. O

Bilden M (F™) kallas for varderummet av M. Sats 4.3.3 visar att varderummet
ar ett delrum av F™. En annan viktig méngd &r nollrummet som definieras som
M~1({0}). Det vill siiga, méngden av de vektorer som M avbildar till 0. Det dr
latt att se att dven nollrummet ar ett delrum. Vi kommer skriva varderummet
som V(M) och nollrummet som N (M).

Sats 4.3.4 (Dimensionssatsen). Ldt M vara en n x m matris. Da dr

dim N(M)+dim V(M) =m
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Bevis. Lat wy, ..., w, € F™ vara en bas for N(M). Sats 4.2.6 ger att det finns
vektorer vi,...,Um_r € F™ som tillsammans med wq,...,w; bildar en bas
for F™. Givet nagon vektor v € V(M) sa finns det enligt definition en vektor
u € F™ sa att Mu = v. Vi kan nu skriva

u=ajwi + -+ apwg + b1vy + - + by g Vpn—k-
Déarmed &r

v=Mu=aMw+ -+ apMwp +b1Mvi + -+ byt MU,k
=biMuvy + -+ by My, .

Eftersom v var godtycklig innebér detta att spann{Muv1, ..., Mv,_r} = V(M).

Det aterstar att visa att Mwvy, ..., Mv,,_; ar linjart oberoende. Om vi har att
0= Clel, ceey Cm—kMUm—k = M(clvl, ce ,Cm_kUm_k)
for nagra konstanter cy, ..., ¢,k € F innebar det att cyvy +- - -+ Cp_pUm—k €

N(M). Detta ger i sin tur att
C1V1 + -+ Cp—kUm—k = dlwl + .o+ dkwk

for nagra konstanter dy,...,d; € F. Men {v1,...,Upm_k,w1,...,wi} &r en bas.
Darmed maste ¢c; = -+ =c¢pp =d1 = --- =di = 0. ]

I nésta sats visar vi att transponatet av en matris har samma dimension pa
varderummet.

Sats 4.3.5. Lat M = | My --- M,,| vara en n X m matris. Da dr

dim V(M) = dim V/(M™).

Bevis. Lat k = dim V(M) och 1at {wy,...wy} vara en bas till V/(M). Da kan
varje kolumn av M skrivas som en linjarkombination av wi, ..., wg. Ta nu och
bilda n x k matrisen ‘ ‘

W= |w - wg
| |

Fran Sats 4.3.3 har vi att linjairkombinationerna av kolumnerna av V' 6verens-
stdimmer med virderummet av W. Eftersom kolumnerna av W &r en bas till
det linjara holjet av kolumnerna av M kan vi for varje 1 < ¢ < m finna négon
vektor ¢; € F* sa att

Mi = WCZ'.

Bildar vi nu k x m matrisen



kan vi skriva

Transponatet uppfyller da att
MT — CTWT

V(MDY =v(cTwT) = cT(wT(F™)) c oT(FF)

men CT #r en m x k matris s har som mest k linjért oberoende kolumner.
Dirmed #r dim CT(F¥) < k vilket medfor att

dim V(MT) < dim V (M).
Detta géller for alla matriser M. Sarskilt givet en matris M géller det dven for
M7 sa .
dimV(MT") = dim V(M) < dim V/(M7T)
sa dim V(M) = dim V/(M7T). O

Sats 4.3.6. Ldit M wvara en n X m matris. Da ar foljande pdstaenden ekviva-
lenta.

(i) M dr injektiv

(i) N(M) = {0}

(iti) dim V(M) =m

(iv) Kolumnerna av M dr linjart oberoende
)
)

(v) M har m linjdrt oberoende rader

(vi) M1 ér surjektiv

N

(i) (id) (i) (iv)
J N\

(v) == (vi)

Figur 4.2: Hur vi bevisar Sats 4.3.6

Bevis. (i) = (i1) :
Om M ar injektiv har vi att Mv = 0 mefor att v =0 sa N(M) = {0}.

(i) = (dii) :
Om N(M) = {0} foljer det att dim N(M) = 0 sa enligt Dimensionssatsen
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4.3.4 géller det att dim V(M) = m — dim N(m) = m.

(131) = (iv):

Enligt sats 4.3.3 &r det linjara holjet av kolumnerna V(M). Om kolumnerna &r
linjart beroende kan vi enligt Sats 4.2.13 hitta en dkta delméngd av kolumner-
na som bildar en bas till V(M). Men eftersom det finns m vektorer skulle da
dim V(M) vara mindre &n m, darfor méaste kolumnerna vara linjirt oberoende.

(iv) = (i):

Antag att Mv = Mw for nagra vektorer v,w € F™ och att kolumnerna &r
linjért oberoende. Vi vill visa att v = w. Sétt u = v —w, da har vi att Mu =0
och vi vill visa att v = 0. Lat u = (u1,...,u,) och

M= (M - M,
D4 ar
Miuy + -+ Mpupy, =0

men kolumnerna ar linjért oberoende sa u; = - -+ = u,;, = 0.

(1i1) = (vi):

Antag att dim V(M) = m. Vi har att MT : F* — F™ och vi vill visa att
V(MT) = F™. Enligt Sats 4.3.5 ar dim V(M7) = m. Lat B vara en bas av m
element till V/(MT). Enligt sats 4.2.6 kan vi skapa en bas till F™ med elemen-
ten i B. Men om det behovs fler element &n sa skulle dim F™ > m. Dirmed
méaste B ocksa vara en bas till F™ vilket innebér att V(M7) = F™.

(vi) = (v):

Vi antar att M7 #r surjektiv sa V(M7T) = F™. Vi vill visa att M har m linjért
oberoende rader. Vilket blir ekvivalent med att M7 har m linjért oberoende
kolumner. Enligt Sats 4.3.3 kommer det linjéra holjet av kolumnerna av M7
vara F". Enligt Sats 4.2.13 kommer en delméngd av dessa vara en bas till
F™_ D& F™ har dimension m kommer darfér m stycken kolumner av M7 vara
linjart oberoende.

(v) = (it9):

Om M har m linjért oberoende rader kommer M7 ha m linjirt oberoende
kolumner. Da M7T : F™ — F™ #r dim V(M7) < m. Enligt Sats 4.3.3 kommer
det linjéra holjet av kolumnerna vara V(M7). Men enligt Sats 4.2.6 kan vi
skapa en bas till V(M7T) med de m linjirt oberoende kolumnerna. Om vi
behover fler vektorer sa skulle dim V (M7) > m. Diarmed &r dim V(M7T) = m.
Enligt Sats 4.3.5 ar da dim V(M) = m. O

Foljdsats 4.3.7. Lat M wvara en n X n matris. Da dr féljande pastaenden
ekvivalenta
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(i) M dr inverterbar,

(i1) M ar bijektiv,

(iii) M dr injektiv,

(iv) M ar surjektiv,

(v) Kolumnerna av M dr linjart oberoende,
) Raderna av M dr linjdrt oberoende.

(vi

Vi lamnar beviset till en 6vning.

Ovningar

Ovning 4.1. Avgor vilka av foljande méngder av vektorer &r linért oberoende

(i) {(1,2,3),(3,2,1),(1,0,0)} C R?

(ii) {(1,2,3),(3,2,1),(1,0,0)} C Z/(4)®
(iii) {(0,0,0,0,0),(1,0,1,2,1),(3,2,1,3,4,5), (7, 7,2,3,77)} C R®
(iv) {(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)} c Z/(4)*

Ovning 4.2. Bilden visar vektorrummet (Z/(5))*. Vektorn (1,2) &r markerad
i rott. Markera de punkter som ingar i det linjdra holjet av (2, 3).

4— L { L { {
3— [ [ L { (
2— [ () L { [ ]
1— ] [ L { {
0— [ ] [ ] L { {

S T S

Ovning 4.3. Lat A, B C F™ vara méngder av vektorer. Ar foljande pastaen-
den sanna eller falska? Varfor:

(i) spann(A N B) = spann(A) Nspann(B),
(ii) spann(A U B) = spann(A4) U spann(B),

(iii) AN B ar ett delrum om A, B &r delrum.
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Ovning 4.4. Lat
D= {(z,y,2) € (Z/(2))* | e +y + 2 =0}
Finn 4 olika vektorer v1, vy, v3,v4 € (Z/(2)) vars linjéra holje &r D.

Ovning 4.5 (x). Lat V, W vara delrum av samma vektorrum och definiera
V4+W={v4+w|veV,we W}
Visa att V 4+ W ocksa ar ett delrum.

Ovning 4.6. Lat V vara ett delrum. Anta att vektorerna vi,...,v, € V
respektive vektorerna wi,...,w, € V ar linjart oberoende. Bevisa eller mot-
bevisa: v1 + w1, ..., v, + w, ar linjdrt oberoende.

Ovning 4.7. Visa att for alla matriser M &r nollrummet V(M) ett delrum.
Ovning 4.8 (x). Finn alla vektorrum med exakt en bas.

Ovning 4.9 (x). Givet tva deltum A C B C F", visa att dim A < dim B och
att om dim A = dim B maéaste A = B. Var i Sats 4.3.5 och Sats 4.3.6 anvande
vi oss av detta?

Ovning 4.10 (% x ). Bevisa foljdsats 4.3.7.
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5 Felrattande koder

Meddelande v' € (Z/(p))™

. Avkodning |

Meddeland A m \
eddelande v € (2/(p) | Ao
Kodning | Felrittning |

v w=B() € C C (2/)" uswel |

l !

Kodordet w skickas

Brus w — u ~u € (Z/(p))™ mottages

Y

Figur 5.1: Felrdttningsprocessen. Om v = v’ har vi lyckats ratta felen.

Lat oss séga att Alice vill skicka meddelandet 'matte &r kul’ till Bob. Vi ska
undersoka hur Alice och Bob kan gora for att Bob ska kunna upptécka och ratta
till fel som kan uppkomma nér meddelandet skickas pa grund av exempelvis
brus.

Vi antar nu att felet &ndrar en bokstav till en annan, sa nir Bob far medde-
landet kanske det star 'matte dr ful’. For att undvika detta kan Alice istéllet
skicka meddelandet 'matte dr kulmatte ar kul’. Om Bob nu far meddelandet
‘matte ar kulmatte ar ful’ kan han lista ut att ett fel har intraffat och ifall Alice
hade upprepat det tre ganger sa kan Bob &ven lista ut vilket det ursprungliga
meddelandet var.

For att angripa problemet matematiskt véljer vi att representera meddelanden
som vektorer. For att gora detta behover vi omvandla alla tecken i meddelandet
till ett tal. Exempelvis kan vi ta

’

— 0

Tq?

a —1
b 2

07— 29
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sd meddelandet 'matte ar kul’ representerar vi som

13
1
20
20
)
0
28
18
0
11
21
12

Ett annat alternativ &dr att vi forst skriver om meddelandet i morsekod och
dérefter representerar meddelandet som en vektor 6ver Zo. Om vi har ett med-
delande som &r valdigt langt kan vi alltid dela upp det i mindre delar och géra
felrattning pa varje del for sig.

Vi kommer nu mer anta att meddelandet vi vill skicka &r en vektor 6ver Z/(p)
(dér p ar ett primtal) och &r av langd m. Det vill séga &r ett element i (Z/(p))™.
I kontexten kommer vi kalla Z/(p) for ett alfabet, ett element i Z/(p) for en
bokstav, ett element i (Z/(p))™ for ett ord och m for blocklingden. For att gora
ordet robust mot fel sa anvénder vi en kodningsfunktion. Kodningsfunktionen
ar en funktion

E:(Z)(p)" — (Z/(p)"

for nagot n > m. I exemplet ovan kan vi ta p = 31, m = 9 och n = 18 dér
funktionen E tar vart ord och upprepar det tva ganger.

Det &r viktigt att kodningsfunktionen F &r injektiv sa att information inte
forloras. Mangden E((Z/(p))™) kallar vi for en kod. Elementen i en kod kallar
vi for kodord och n kallar vi for kodordslingden.

For att méta hur stora fel som uppkommer introducerar vi Hammingavstan-
det. Hammingavstandet mellan tva vektorer v, w ger antalet positioner som de
skiljer sig at. Vi betecknar Hammingavstandet med d som da definieras som
att

d((viy .. yvn), (Wi, .. wy)) = [{i | vi # wi}]

for alla v = (vi,...,v,) € (Z/(p))" och w = (w1,...,wy) € (Z/(p))™. Vi
definierar &ven Hammingavstandet av en kod som det minsta avstandet som
forekommer i koden. Det vill séga

d(C) = min{d(v,w) | v,w € C,v # w}

for en kod C. Hammingavstandet av en kod kallar vi fér separationen av en
kod. Vi &r intresserade av att skapa koder dér separationen &r sa stor som
mojligt men dar n ar sa lag som mojligt.

Hjalpsats 5.0.1. Hammingavstandet uppfyller att
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(i) d(v,w) =0 om och endast om v =w
(i) d(v,w) = d(w,v)
(iil) d(v,w) < d(v,u) + d(u,w)

for alla v,w,u € (Z/(p))™.

Bewvis. For (i), ifall v = w har vi att
{i |vi£Aw}=0
sd d(v,w) = 0. Anta nu att d(v,w) = 0. Vi har da att
v = w;
for alla 7. Darmed &r v = w.

(ii) foljer av att {i | v; # w;} = {i | w; # v;}. (iii) limnas som en Gvning. [

Ett fel definierar vi som att en bokstav i ett kodord har &ndrats. Om v &r
kodordet och v" &r ordet efter ett fel har intriffat s kommer d(v,v") = 1.
Detta kan vi dven beskriva som att v’ = v + & dér € ar en vektor med bara en
nollskild bokstav.

Nésta sats visar hur manga fel vi kan upptéicka och hur manga fel vi kan réatta
till beroende pé vad separationen for koden ar.

Sats 5.0.2. Lat C vara en kod med separation d(C'). Dd kan vi

o Upptdcka upp till d(C) — 1 fel i varje ord.
e Korrigera upp till L%J fel i varje ord.

Beuvis. Lat oss sdga att det uppstar k stycken fel i ett kodord v. Lat oss &ven
siga att v; dr vektorn efter j stycken fel uppstatt. Ifall v, ¢ C vet vi att ett
fel maste ha uppstat. Om k < d(C) — 1 har vi dock att

d(v,vg) < d(v, vp—1) + d(vg—1,v%) < d(v,v1) +d(v1,v2) + - + d(vg—1,06) = k
<d(C) -1

Men d(C) &r det minsta avstandet mellan tva kodord s& v kan inte vara ett

<)

kodord. Antag nu att k& < % och 1at w € C vara ett annat godtyckligt

kodord. Eftersom d(v,w) > d(C) har vi att

d(v, ) < k < d(C’; 1 < d(v,z;) -1

o d(w,vg) + d(v,vg) — 1
- 2

om vi nu l6ser ut d(v,vy) far vi att

d(’U,’Uk) < d(’LU,’Uk;) -1

Eftersom w var godtycklig sa vet vi ddrmed att vy &r ndrmare v &n nagot annat
kodord. Vi kan darmed korrigera vy, till v. O
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Fran Sats 5.0.2 ser vi att vilken kodningsfunktion vi véljer inte spelar négon
roll i hur manga fel vi kan upptécka och rétta till, sa lange de ger upphov till
samma kod.

5.1 Linjara koder

Nér en kod C' C (Z/(p))™ &r ett delrum ségs koden vara linjdr. Linjéra koder
kommer vara fokuset i den héar kursen.

Sats 5.1.1. Till alla linjdra koder finns det en kodningsfunktion som dr en
matris.

Bevis. Givet en kod C C (Z/(p))™ har vi att |C| = p™ dér m ar blocklangden.
Lat {vi,..., vy} vara en bas till C.

Vi bildar nu en kodningsfunktion £ som &r en matris genom att sétta

|
E=|v, - v,
|

Enligt Sats 4.3.6 ar E injektiv och enligt Sats 4.3.3 &r V(F) = C. O

Det visar sig att det &r betydligt lattare att berdkna separationen nar en kod
ar linjar. Detta beskrivs av foljande sats.

Sats 5.1.2. Givet en linjir kod C gdller det att separationen d(C) ges av
d(C) = min{d(0,v) | v e C,v # 0}.
Beuvis. Enligt definitionen sa &r
d(C) = min{d(v,w) | v,w € C,v # w}
sa det &r tydligt att min{d(0,v) | v € C,v # 0} < d(C). Lat v,w € C vara tva

kodord sa att d(v,w) = d(C). Eftersom C ar ett delrum galler det att v —w
ar ett kodord. Vi har da att

d(0,v —w) = [{i [ 0# vi —wi}| = {i | wi # vi}| = d(v,w).
Eftersom d(0,v — w) € {d(0,v) | v € C,v # 0} har vi att
d(C) = d(0,v — w) < min{d(0,v) | v € C,v # 0} < d(C)
sé d(C) = min{d(0,v) | v € C,v # 0}. O

Ifall en kod inte ar linjar behover vi berdkna w Hammingavstand for

att rdkna ut separationen. Sats 5.1.2 visar att for linjara koder ricker det att
endast berékna |C| — 1 Hammingavstand.
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Exempel 5.1.3. Lat C C (Z/(3))> vara koden

¢ ={(0,0,0,0,0),(1,1,1,0,0),(2,2,2,0,0),(0,0,1,1,1),(0,0,2,2,2)
(1,1,2,1,1),(2,2,1,2,2),(2,2,0,1,1),(1,1,0,2,2)}.

Vi ser att separationen av C' kan som mest vara 3 da exempelvis

d((1,1,1,0,0),(2,2,2,0,0)) =

3.

Vi skulle kunna berdkna separationen genom att rdkna ut Hammingavstandet
mellan alla par av kodord. Detta skulle dock betyda att vi behovde rakna ut

-1 .
clicl-1) _9-8

2 2

stycken Hammingavstand. Vi forsoker istéllet visa att C' ar en linjar kod. Lat

v1 = (1,1,1,0,0) och vy =

dérmed &r C' = spann{vy,v2} vilket innebar att C' &r en linjar kod. Vi

(0,0,1,1,1). Da ér

Ov1 + Ouvs = (0,0,0,0,0),
1oy + 0vs = (1,1,1,0,0),
vt + v = (0,0,1,1,1),
2v1 + 0vp = (2,2,2,0,0),
Ovy + 201 = (0,0,2,2,2),
log + 1o = (1,1,2,1, 1),
201 + 209 = (2,2,1,2,2),
201 + 1og = (2,2,0,1,1),
1oy + 209 = (1,1,0,2,2),

dérfor bestamma separationen genom att berdkna

d
d
d
d
d
d
d
d

0,0,0,0,0
0,0,0,0,0
0,0,0,0,0
0,0,0,0,0
0,0,0,0,0
0,0,0,0,0
0,0,0,0,0
0,0,0,0,0

,(1,1,1,0,0
,(0,0,1,1,1
.(2,2,2,0,0
,(0,0,2,2,2
(1,1,2,1,1
(2,2,1,2,2
,(2,2,0,1,1
,(1,1,0,2,2

_ — — O O O T T

) =
) =
) =
) =
) =
) =
) =
) =

kan

sa koden har separation d(C) = 3. Lat oss nu se hur vi kan anvinda C for
att felrdtta ett meddelande. Enligt Sats 5.0.2 kan koden upptéicka d(C) — 1 =
2 fel och kan rétta till L%J = 1 fel. Lat oss nu sdga att vi vill skicka
meddelandet 110212 6ver alfabetet Z/(3) till nagon. Eftersom |C| har 9 ord
maste blocklingden vara 2 da 32 = 9. Vi viljer dérfor att dela upp meddelandet
i tre vektorer (1,1),(0,2),(1,2) € (Z/(3))? och géra felriittningen pa varje

vektor for sig.
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Vi behéver nu en kodningsfunktion £ : Z/(3)2 — C C Z/(3)°. Eftersom
v1 och vy &r linjart oberoende bildar de en bas till C'. Vi kan déarfor vilja
kodningsfunktionen till att vara matrisen

1

S O ==
— == O O

Vi berdknar nu
E(1,1) = (1,1,2,1,1),
E(0,2) = (0,0,2,2,2),
BE(1,2) = (1,1,0,2,2).
Lat oss nu siga att det intréaffar nagra fel, sa istéllet for E(1, 1) skickas (1,1,1,1,1),

istallet for E(0, 2) skickas (2,0, 2,2, 2) och istéllet for F(1, 2) skickas (1,0,0,2,2).
Var mottagare kommer da fa meddelandet

111112022210022.

Eftersom ingen av blocken (1,1,1,1,1), (2,0,2,2,2), (1,0,0,2,2) ar kodord
kan mottagaren se att det har intréffat atminstone ett fel i varje ord. Daremot
ligger (1,1,1,1,1) ndrmast kodordet (1,1,2,1,1), (2,0,2,2,2) ligger ndrmast
kodordet (0,0,2,2,2) och (1,0,0,2,2) ligger narmast kodordet (1,1,0,2,2).
Mottagaren kan darfor ratta till de mottagna blocken till dessa kodord genom
att finna orden wy, wq, w3 dar

Ewy = (1,1,2,1,1),
Ews = (0,0,2,2,2),
Ews = (1,1,0,2,2

)-
Vi vet att wi,ws, ws d& kommer vara (1,1),(0,2),(1,2) s& mottagaren kan
aterskapa det ursprungliga meddelandet

110212.

Vi avslutar det har kapitlet med ett exempel pa en kod dar n = m + 1.

Exempel 5.1.4. Lat p,m vara godtyckliga och n = m + 1. Vi definierar da
kodningsfunktionen F : Z3' — C' C Zi genom att sitta

E((v1,--50m)) = (U1, , Uy 01 + U2 + -+ + V)
Eftersom koden &r linjér (Se 6vning 5.4) kan separationen beréknas som
d(C) = min{d(0,v) | v € C,v # 0}.
Antag att exakt en bokstav vi i v € (Z/(p))™ é&r skild fran 0. Vi har da att
d(0, E(v)) = d(0,(0,...,0,v,0,...,0,v;)) =2
annars ifall ordet v har [ > 2 nollskilda bokstéaver ar det tydligt att d(0, E(v)) >

[ s& koden har separation 2.
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Ovningar
Ovning 5.1. Lat
c ={(1,0,0,0,0,1),(0,1,1,1,0,1),(0,1,0,0,1,0),(1,0,1,1,1,0) }

vara en kod i (Z/(2))°.

(i) Vad maste blocklangden m vara for att C' ska vara en kod?
(ii) Ar C linjar?
(iii) Berakna separationen d(C).
(iv) Hur manga fel kan koden detektera och korrigera?

Ovning 5.2. Lat p = 3 och m = 2. Lat E vara kodningsfunktionen som
upprepar ett ord tre ganger.

(i) Skriv ner elementen i koden. Vad é&r lingden av kodorden n?
(ii) Visa att koden &r linjir genom att skriva F som en matris.
(iii) Berdkna separationen av koden.
Ovning 5.3. Konstruera en kod i (Z/(2))® med fyra ord och separation 5.
Ovning 5.4. Bevisa att koden i Exempel 5.1.4 &r linjér.
Ovning 5.5 (x). Bevisa (iii) i Hjélpsats 5.0.1 genom att anvinda olikheten
|AU B| < |A| +|B].

Ovning 5.6 (xx). Lat C vara en kod 6ver Z/(2) med blocklingd m, kodords-
langd n och separation d(C') dar d(C) ar udda. Definiera nu

C'={(v1,...,0n,v1 +vo+ - +wv,) | (v1,...,v,) € C}.

(i) Visa att C” &r en med kodordsldngd n och separation d(C) + 1.
(i) Visa att om C' ar linjar s ar C’ linjér.

Ovning 5.7 (x%). ISBN 10-koden ("International Standard Book Number")
ar en foljd av tio element z1g,...,x; tagna fran méngden Z/(p). Denna foljd
ar indelad i fyra delar av variabel langd som ofta separeras med bindestreck
eller mellanslag. Dessa tecken péaverkar dock inte kodens férméga att upptéicka
och korrigera fel.
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Figur 5.2: En bok med en ISBN 10 kod.

e Den forsta delen z1g,... (oftast av lingd 1) ar ursprungslandskoden.
Den &ar 0 eller 1 for engelsksprakiga ldnder, 2 for fransksprakiga, 3 for
tysksprakiga och s& vidare. Denna del av koden kan vara upp till fem
siffror. Till exempel har Bhutan koden 99936 och Sverige koden 91.

e Nista del beskrivet utgivaren. Den bestar av minst tva element.

e Foljande del , ..., x9, dr ett nummer valt av utgivaren for att identifie-
ra boken. Elementen xig, ...,z ar tagna fran méngden {0,1,...,9} C
Z/(11).

e Det sista elementet, x1, bestdmmas av
Ir1 = —2%2 - 3%3 — = 10:1310.

Om z1 = 10 betecknas det dock med ett stort X.

Visa att denna kod kan upptécka ett fel, ett byte av tva intilliggande element
och kan ratta till ett olastbart tecken.
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6 Generatormatriser och kontrollmatriser

6.1 Generatormatriser

I det héar kapitlet kommer vi undersoka linjéara koder i mer detalj. Det vill sdga
de koder dér kodningsfunktion E &r en matris. En sddan matris kallar vi for
en generatormatris.

Det kan hénda att flera generatormatriser ger upphov till samma kod. Foljande

sats beskriver nar detta intraffar.

Sats 6.1.1. Ldt G vara en n x m generatormatris till en kod C dver ett alfabet
Z/(p). Di ar G' en generatormatris till C om och endast om

G' =GM
for nagon inverterbar m x m matris M.

Bevis. Antag att G’ = GM f{or nagon inverterbar m x m matris M. Da M
ar inverterbar har vi att V(M) = (Z/(p))™. Men nu ar V(G') = V(GM) =
GM({(Z/(p)™) =GUZ/(p))™) = C som vi ville. Eftersom M &r en bijektion

kommer dven G’ vara injektiv.

For att visa andra hallet antar vi att bade G och G’ dr generatormatriser till
C'. Eftersom bade G och G’ ar injektiva kommer kolumnerna hos G respektive
G’ vara baser till C. Lat nu

G= |Gy Gm

| |

och ‘ ‘
G = Gy, - G,

Eftersom kolumnerna av G &r en bas kan alla kolumner i G’ uttryckas som en
linjarkombination av kolumnerna av G. Precis som i beviset av Sats 4.3.5 kan
vi uttrycka detta som att

G'=GM

for nagon m x m matris M. Det aterstar att se att M &r inverterbar. Men
om M inte var injektiv skulle inte heller GM vara injektiv, s& M maéste vara
inverterbar enligt Foljdsats 4.3.7. O

Hur ska vi da valja vilken av alla generatormatriser vi ska ta som var kodnings-
funktion? Givet en n X m generatormatris G' vet vi fran Sats 4.3.6 att matrisen
har m linjart oberoende rader. Lat oss nu anta att det ar de férsta m raderna
som &r linjart oberoende. Vi tar da och skriver

Gm
“=ler)
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dar G, ar en m x m matris och G,,_, ar en (n —m) x m matris. Det foljer att
G dr inverterbar. Tar vi och multiplicerar G' med G,,! far vi en ny generator
matris pa formen

1 [ GG I,
GG = [Gn_mG;} T |GG

dar I,, ar m x m identitetsmatrisen.

Definition 6.1.2. En m x n generatormatris G ségs vara pa normalform om
den kan skrivas pa formen
I,
o= [4]

dir A ar en (n —m) X m matris.

Att en generatormatris ar pa normalform innebéar att ndr vi kodar ett ord séa
boérjar vi med att skicka det ordet och dérefter skickar vi extra information.

For att vi ska kunna skriva en generatormatris pa normalform géller det att
just de forsta raderna &r linjart oberoende. Vi visar i nista sats att alla gene-
ratormatriser for en kod kommer ha linjart oberoende rader pa samma stéllen.

Sats 6.1.3. Lit G, G’ vara tvd n X m generatormatriser till en kod C. Skriv
7G1 - 7G/1 -
. G/ — .

G = : :

Eftersom G har m linjdrt oberoende rader finns det en mdngd av index S C
{1,...,n} ddr |S| = m och vektorerna i mdingden {G; | j € S} dr linjdrt
oberoende. Da kommer vektorerna i mdngden {G'; | j € S} ocksa vara linjért
oberoende.

Bevis. Enligt Sats 6.1.1 kan vi skriva
G =GM
for en m x m inverterbar matris M. D& har vi att
— G — —G1M —
G = : = :
| |—e.m—

Vi bildar nu m x m matriserna P och P’ genom att ta bort alla rader Gy,
respektive G} dér k ¢ S. Vi har da att

H' = HM.

Nu ar raderna av H linjart oberoende sa bade H och M &r bijektioner. Men
da ar dven H' en bijektion och dirmed ar dess rader linjart oberoende. O
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Exempel 6.1.4. Lat oss ga tillbaka till koden

C = {(0,0,0,0,0),(1,1,1,0,0), (2,2,2,0,0), (0,0, 1,1,1), (0,0,2, 2, 2)
(1,1,2,1,1),(2,2,1,2,2),(2,2,0,1,1),(1,1,0,2,2)}.

i Exempel 5.1.3. Vi sag att den hade generatormatrisen

@

Il
O O = = =
_ == OO

Mycket riktigt har G tva linjart oberoende rader, exempelvis (1,0),(0,1),
(1,0),(1,1) eller (0,1),(1,1). Om vi nu antog att det fanns en annan gene-
ratormatris till C' dér de forsta tva raderna var linjart oberoende sa medfor
Sats 6.1.3 att de forsta tva raderna av G ocksé ar linjart oberoende. Darmed
finns det ingen generatormatris till C' p&4 normalform.

For att undkomma det har problemet introducerar vi konceptet av ekvivalenta
koder.

Definition 6.1.5. Tva koder C,C" C (Z/(p))™ &ar ekvivalenta om |C| = |C'| =
p™ och det existerar nagon bijektiv funktion

f:AL2,...,n} - {1,2,...,n}

s& att
C' = {(vf(l),vf(g), ey 'Uf(n)) | (01,1)2, ce ,Un) S C}
Sats 6.1.6. Om tva koder dr ekvivalenta har de samma separation.
Bevis. Lat f vara som i definitionen av ekvivalenta koder och v = (vy,...,v,) €

C vara ett element dar
d(0,v) = d(C).

Later vi nu v = (vg(1) ..., vf(m)) € C' ser vi da att
d(0,v") = d(0,v) = d(C).

Dérmed ar d(C”) < d(C'). Om vi nu istéllet hade valt ett element w € C” dar
d(0,w) = d(C") kan vi anvinda f~! for att se att d(C) < d(C"). Det foljer att
d(C) =d(C"). O

Sats 6.1.7. Tvd koder C,C" C (Z/(p))™ dr ekvivalenta om och endast om
deras generatormatriser dr har samma rader, mojligtvis © en annan ordning.

Bewvis. Anta att tva koder C, C’ ar ekvivalenta. Givet att
_ Gl -

G= :
7Gn7
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ar en generatormatris till C' vill vi visa att

—Gray—
Gl — .
— Gy

ar en generatormatris till C’ dar f ar som i definition 6.1.5. Alla element i
v € C’ kan nu skrivas pa formen

’U/ = (Uf(l), ce ,Uf(n))
for exakt en vektor v = (v1,...,vy,) € C vilket kan i sin tur skrivas som
v=Gw=(Giw,...,Ghw).

for exakt en vektor w € (Z/(p))™. Vi har nu att

/

G'w = (Gyyw,...,Grmyw) = (Vray, - V@) = .
Dérmed &r C" = V(G’) s& G’ 4r en generatormatris till C”. O

Sats 6.1.8. For varje kod C finns det en ekvivalent kod C' som har en gene-
ratormatris pd normalform.

Bevis. Vilj en generatormatris G till C och m linjart oberoende rader. Vi kan
nu byta plats pa raderna sa vi far att de m linjart oberoende raderna ar de
forsta raderna. Den nya generatormatrisen kommer da vara en generatorma-
tris till en ekvivalent kod C’. Den nya generatormatrisen kan nu skrivas pa
normalform enligt diskussionen innan definition 6.1.2. O

6.2 Kontrollmatriser

Om vi nu far ett medelande v € (Z/(p))™ hur kan vi ta reda pa om v ingar i
koden? Givetvis kan vi rdkna ut alla kodord i koden och sedan jamféra med v.
For stora koder kan dock detta ta lang tid. Kontrollmatriser kommer lata oss
gora detta enklare.

Definition 6.2.1. Givet en kod C é&r en kontrollmatris H en surjektiv (n —
m) X n matris sddant att

H(C) = {0}

eller ekvivalent att
HG =0

dér G ar en generatormatris.

Vi noterar att kontrollmatriser ar funktioner fran (Z/(p))"™ — (Z/(p))"~ ™.

Sats 6.2.2. Det existerar en kontrollmatris till alla koder.
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Bevis. Lat C C (Z/(p))" vara en kod och

G=\|G, - G,
| |

vara en generatormatris till koden. Eftersom G, ..., G, ar linjart oberoende
kan vi enligt Sats 4.2.6 bilda en bas till (Z/(p))™ som inkluderar G, ..., Gp,.
Lat den basen vara

{Gl,...,Gm,me,...,wn}
for nagra vektorer wy,41,...,w, € (Z/(p))". Lat

|
W= le w‘

Vi definierar nu n X n matrisen

B=|Gi - Gm wnp - wa| =[G W].
| . |

Vi har d& att

Dér 0p—m,pn 8r (n —m) X n matrisen med bara 0’or och I, &r m x m identi-
tetsmatrisen. Eftersom kolumnerna av G ar linjart oberoende kommer B vara
inverterbar. Vi definierar nu H som

H= [Onfm,m Infm] B_l

Vi ska nu visa att H &r en kontrollmatris. Antag att v € C. Da kan vi skriva
v = Gw for nagon vektor w € (Z/(p))™. Vi har nu att

I,

On—m,m

Hv = [OH_m,m In_m] B 'Gw = [OH_m,m In_m] [ ] w = 0w = 0.

For att se att H &ar surjektiv kan vi notera att B~! &r bijektiv och att raderna
av [0,_,,,. In—m] spinner upp (Z/(p))" ™. M

Ifall generatormatrisen ar pa normalform gar det dock att finna en kontroll-
matris betydligt lattare.

Sats 6.2.3. Givet en kod C' ddr generatormatrisen pda normalform dr
— Im
o= [4]

H=[-A I,

sa kommer matrisen

vara en kontrollmatris.
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Bewvis. Vi har att

I,

HG = [-A I,_n] [ 1

]:[—AJrA]:O. O

En kontrollmatris péa formen
H=[-A I,

for en matris (n —m) x m matris A sdger vi dr pa normalform.

Hur kan vi nu anvinda kontrollmatrisen for att ta reda pa om en given vektor
vi(Z/(p))™ ar ett kodord? Fran villkoret

H(C) = {0}
s vet vi att om v € C s& kommer
Hv = 0.

Déarmed om Hv # 0 vet vi att v inte ar ett kodord och att ett fel har intréffat.
Men om istillet Hv = 0 kan vi sdga att v méste vara ett kodord? Nésta sats
visar att svaret pa denna fraga ar ja.

Sats 6.2.4. Givet en kod C' och en vektor v € (Z/(p))™ sd dr v € C om och
endast om

Hv =0.

Bevis. Vi ska visa att N(H) = C. Det ar tydligt att C' C N(H) och att
dim(C) = m.

Eftersom H ar surjektiv éar V(H) = (Z/(p))" ™ sa dim V(H) = n — m. Enligt
Dimensionssatsen 4.3.4 har vi nu att

dimV(H) +dimN(H) =n

vilket medfér att dim N(H) = m. Men om C' C N(H) skulle Sats 4.2.6 medféra
att vi kunde skapa en bas till N(H) med fler &n m element. Déarmed maste

N(H)=C. 0

Darmed kan vi nu enkelt se om en vektor v ar ett kodord genom att berdkna
ifall Hv = 0 for nagon kontrollmatris H.

Kontrollmatriser later oss dven ldtt berdkna separationen av en kod.

Sats 6.2.5. En kod C med kontrollmatris H har separation k = d(C) om och
endast om H har k linjdrt beroende kolumner och alla val av k — 1 kolumner
ar linjart oberoende.
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Bevis. Anta forst att H har k linjart beroende kolumner och att alla val av
k — 1 kolumner &r linjart oberoende. Lat

|
H=|H - H,
|

och S C {Hi,...,Hy,} vara k linjart beroende kolumner. D& finns det en
16sning till
ai
O=aHi+ -+a,H,=H

an

dér a = 0 om Hy ¢ S och inte alla andra ay dar Hy, € S &r 0. Vi kan faktiskt

sdga att ingen koefficient a; 4r 0 om Hy € S da detta skulle motsiga att alla

val av k — 1 (eller farre) kolumner &r linjart oberoende. Men d& har vi att
a

v=| 1| € C ochatt d(0,v) = k. Dessutom kan det inte finnas nagot kodord
an

med ldgre separation da detta igen skulle motséga att alla val av k — 1 (eller

farre) kolumner &r linjért oberoende.

Vi antar nu istallet att d(C) = k. Anta att det finns nadgon uppséittning av
k — 1 kolumner som &ar linjart beroende. D& maste det ocksa finnas nagon
uppsattning av k — 2 kolumner som é&r linjart beroende, annars hade d(C) =
k—1 enligt den forsta delen. Men da maste det ocksa finnas nagon uppsattning
av k — 3 kolumner som é&r linjart beroende och s& vidare. Men en méngd av
bara en (nollskild) vektor kan inte vara linjart beroende s tillslut far vi en
motségelse. Darmed maste alla uppséttningar av k£ — 1 kolumner vara linjart
oberoende.

Vi antar nu att alla uppséttningar av k kolumner &r linjirt oberoende. Alla
uppséattningar av k+ 1 kolumner maste da vara linjart oberoende da den forsta
delen annars skulle implicera att d(C') = k+1. P4 samma sitt skulle tillslut alla
kolumner behéva vara linjart oberoende, men som mest n — m < n kolumner
kan vara linjart oberoende enligt Sats 4.3.6. Ddrmed maste det finnas k linjért
beroende kolumner. O

Sats 6.2.5 ger oss dven en Over begrinsning pa hur stor separationen kan vara.

Foljdsats 6.2.6. Givet en linjir kod C C (Z/(p))™ ddr blocklidngden dr m
gdller det att
dC)y<n—m+1

Beuvis. Fran Sats 4.3.6 vet vi att H har n — m linjart oberoende kolumner.
Det foljer att om d(C) > n —m + 1 skulle H ha n —m + 1 linjirt oberoende
kolumner vilket ar en motségelse. O

I kapitel 8 kommer vi konstruera en familj av koder dér d(C) =n —m + 1.
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Slutligen ska vi beskriva hur vi kan snabbt ritta till enstaka fel med hjélp av
kontrollmatriser. Givet en kod C' med kontrollmatris antar vi att ett kodord
v e C far ett fel v — v+ e =o' dér d(v,v") = d(0,¢e) = 1. Ifall vi kan ta reda
pa € kan vi d& berdkna v genom v = v’ — €.

Vi skriver H och € pa formerna

dér e, pa koordinat k. Om vi nu tar och berdknar H(v') far vi att
H(W')=H(v+e¢)=Hv+ He = Hyey,

Om det finns det en unik kolumnvektor som &r proportionell till Hpep kan
vi nu rétta felet. Detta gor vi genom att ldsa vilken position den kolumnen
nu &r vilket innebér att kan vi finna k& och dérmed €. Om det &r givet att
separationen d(C') > 3 kommer alla par kolumner av H vara linjar oberoende
s& detta ar da alltid mojligt.

Exempel 6.2.7. Lat C' C (Z/(3))" vara en kod med generatormatris

D

Il
I T = T S =y
[ N I
N = N~ N N

Da blocklangden m = 3 har vi att |C| = 27 ord. Vi ska ridkna ut separationen
av C och visa hur vi kan felrdtta enstaka fel utan att behdva rédkna ut alla ord
i C. Da de forsta tre raderna dr linjart oberoende finns det en generatormatris
pa normalform till C. Ifall det inte hade varit fallet hade det varit battre att
jobba med en ekvivalent kod. Matrisen

11 2
G3=1]1 11
1 2
har invers
0 2 -1
Gil=1[-1 0 1
1 -1



Vi kan nu finna en generatormatris pa normalform G’ genom att berdkna

G = GG3 "

11 2] 10 0]
111 01 0
12 2[o 2 2 00 1

G'=112 1|2 0 1|=1]2 11
11 2[[t 20 100
111 01 0
1 2 2] 0 0 1]

vilket ger oss en kontrollmatris pa normalform H,

1221000
2000100
H_0200010
00 2 0001

Det ar nu latt att se att par av kolumner av H ar linjart oberoende men att vi
kan finna tre kolumner som &r linjart beroende (exempelvis kolumn 1, 4 och 5).
Déarmed har koden separation d(C') = 3 och kan ritta upp till ett fel. Lat oss
nu siga att vi vill skicka meddelandet 112. Vi sitter v = (1,1,2) C (Z/(3))?
och berdknar

w=Gv=(1,1,2,2,1,1,2).

Ifall det nu intréaffar ett fel och mottagaren far meddelandet v = (1,0,2,2,1,1,2)
tar mottagaren och berdknar

Hu = (1,0,1,0).

Eftersom Hw' # 0 vet mottagaren att ett fel har intraffat. Men d& den andra
kolumnen av H uppfyller
2H; = (1,0,1,0)

kan vi siitta ¢ = (0,2,0,0,0,0,0) da
Hu= He = (1,0,1,0)

Vi réattar nu till u genom att sitta w’ = u —e = (1,1,2,2,1,1,2). D& G var
pa normalform kan vi dven latt avkoda meddelandet genom att bara ta de 3
forsta bokstéverna vilket ger oss slutligen meddelandet 112 vilket ar vad vi
ville skicka.

Ovningar

Ovning 6.1. Lat C vara en kod éver Z/(2) med generatormatris

@
I
O = = O O

0 O]
10
01
10
01
01
11
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Skriv ut alla kodord i C' och berékna separationen d(C').

Ovning 6.2. Lat C vara en kod 6ver Z/(2) med generatormatris

1110
1001
1000

G=1010 1
0100
0011

00 1 0]

Finn en generatormatris till G pa normalform.

Tips: Du kan anvinda ex. https://www.desmos.com/matrix for att rdkna ut
inverser (om du tolkar resultatet rétt).

Ovning 6.3. Betrakta en kod C' C (Z/(2))® med generatormatris

O = =0 O =
_ O = O = O
= = O = OO

(i) Vilka av foljande ord &r kodord?

111001, 010100, 110111, 100001

(ii) Vilka av dessa gar riatta? Rétta dessal

Ovning 6.4. Lat C vara en kod over (Z/(2))" med generatormatris

@Q

I
— O = O OO
_ O = O O = O
_— =0 O = OO
=0 = O OO

Felrédtta foljande ord om mojligt.
1101011, 0110111, 0111000
Ovning 6.5 (x). Lat Cy,Cy C (Z/(2))* vara tva koder med kontrollmatriser

0110

Hl:[1 011

} respektive Hy = {0 11 1}.

1 011

Skriv ner alla kodord till Hy respektive Ho. Hur ar koderna Cy och Cy relate-
rade?
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Ovning 6.6 (x+). Lat C C (Z/(5))® vara en kod med en generatormatris

— = = O O
WO~ O
_w R =) oo

Visa att d(C) = 4.

Ovning 6.7 (x ). Lat H vara en (n —m) x n kontrollmatris till en kod C.
Beskriv ndr en annan (n —m) X n matris H' dr en kontrollmatris till C'.

Ledtrad: Jamfor med sats 6.1.1.
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7 Hammingkoder

7.1 Perfekta koder

Definition 7.1.1. Lat C C (Z/(p))" vara en kod. Vi sdger att C' ar perfekt
om d(C) = 2k + 1 och det for varje kodord ¢ € (Z/(p))" finns ett unikt ¢ € C
som uppfyller att

d(c,d) < k.

Med andra ord, om vi later Bollen kring ett ord ¢ € C med radius k vara
méngden

B(e,k) = {w € (Z/(p))" | d(w,¢) <k},
s ar B(c, k) N B(d,k) = @ om ¢ # ¢’ och

U Ble.k) = @/(m)"

ceC
Det géller alltid att B(c, k) N B(d, k) = @ for alla koder.

Exempel 7.1.2. Lat C C (Z/(2))" vara en kod med kontrollmatris
1111000
H=[1 100110
1010101

Vilka tva av dessa rader som helst &r linjart oberoende, da de annars dr mul-
tiplar av varandra och i Z/(2) innebér det antingen att de &r identiska eller att
en av dem ar 0. Alltsd &r d(c, ') = 3, s& vi ser fran Sats 5.0.2 att koden kan
ratta ett fel. Koden &r ocksa perfekt, nagot som inte &r helt uppenbart fran
representationen ovan.

Vi paminner lite kort om foljande kombinatoriska redskap.

Definition 7.1.3. Lat 0 < k < n vara heltal. Vi definierar “n 6ver k£” som
(Z) = antalet sdtt att vélja k farger fran en lista av n farger.

Det finns en aven en enkel formel

dar

Vi vill hitta ett sdtt att enkelt kontrollera att en kod ar perfekt. For att gora
det behdver vi foljande formel.
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Hjilpsats 7.1.4. Lat r > 0 vara ett heltal och ¢ € (Z/(p))" vara en vektor.

seni=(5)+ (F)e-0+ (5)o-v2et (To-1r

Bevis. Vi pastar att antalet ord w i (Z/(p))™ som skiljer sig fran ¢ pa exakt j

platser &r
(Mo, (7.1)

Forst véljs de j positioner dér w skiljer sig fran ¢, och det kan goras pa

()
J
sitt. Sedan viljs vilka element fran Z/(p) som ska vara i dessa j positioner.

Da vi har j element i dessa positioner och vi har p — 1 val for varje position
(de far inte vara samma som i ¢) har vi totalt

(p—1y
val. Slar vi ihop dessa resultat far vi formeln i ekvation (7.1).
Antalet element i B(c,r) dr summan av alla element av avstand j for 1 < j <
T N

Sats 7.1.5. Lat C C Z/(p)" vara en kod sd att |C| = N och d(C) = 2r + 1.
Da gdller féljande formel

(g) i @(p—lH <Z>(p—1)2+-~+ (Z)(p—l)%

Likhet galler i olikhet (7.2) om och endast om C dr perfekt.

(7.2)

=%

Bevis. Vi ser att vénsterled i olikhet (7.2) &r exakt antal element i B(c,r) for
nagot ¢ € C. Om ¢ # ¢’ och

w € B(c,7) N B(d,r),

har vi att
d(c,d) <d(e,r) +d(c,r) < 2r,

vilket &r en motsigelse da d(C) = 2r + 1. Alltsa ar
B(e,r)N B(d,r) = .

Da alla bollar B(c,r) &ar helt distinkta s& géller

| Ble.r)| = NB(e,r) = N ((g) + (T)(p—l)—i— <Z>(p—1)2+'~+ (:)@—1)’").

ceC
(7.3)
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Eftersom

U Ble.r) € (Z/(n)"

ceC
sS4 ar aven

U B(e,r)

ceC

< (Z/(p)" =p". (7.4)

Lagger vi ihop ekvation (7.3) och (7.4) far vi

()¢ Gomns Gommess (oo (Do

Likhet sker om vi har likhet i ekvation (7.4), vilket &r da

U Ble.r) = /()"

ceC

=%

Det innebér att varje B(e,r) innehaller ett unikt kodord. Det hér &r exakt
betydelsen av att vara perfekt.

O]

7.2 Hammingkoder

Koden i Exempel 7.1.2 har en kontrollmatris vars kolumner ar alla vektorer
i (Z/(2))? som inte dr 0. Vi kan generalisera det hir till en godtyckligt stor
matris.

Exempel 7.2.1. Lat r > 0 vara ett heltal. En bindr Hammingkod av redundans
r ar en kod med kontrollmatris H av storlek r x (2" — 1) vars kolumner &r alla
vektorer i (Z/(2))" utom 0. D& en omordning av kolumner i H motsvarar
ekvivalenta koder ar alla Hammingkoder av redundans r ekvivalenta. Vi kallar
en sadan kod fér hammingkod och det &r underforstatt att den &r binér.

Exempel 7.1.2 &r ett litet exempel pa en Hammingkod.

For att forsta vad som gér hammingkoder anvindbara, gar vi igenom lite

Definition 7.2.2. Lat n > 0 vara ett heltal. Om n < 2" fér nigot positivt
heltal r kan vi skriva n pa formen

n=ap+a-2+ax 22+ +a, 2",

dér alla a; € {0, 1} och &r unikt bestamda. Vi kan d4 bilda en vektor i (Z/(2))",
definierad genom

ap

a

v =
(278

Vektorn v kallas for den bindra representationen av n.
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Definition 7.2.3. Lat r > 0 vara ett heltal och lat H, vara den r x (2" — 1)
matris dar kolumn ¢ ar den binédra representationen av ¢. Det har &r en kontroll-
matris till en Hammingkod av redundans r, och kallas fér den lexikografiska
kontrollmatrisen.

Exempel 7.2.4. Vi skriver ned de tre forsta lexikografiska kontrollmatriserna

Hl:[1]¢
01 1
H2_[101]’
0001111
Hy=10 1100 11
1010101

Det finns ett vildigt enkelt att sétt att felrdtta med en hammingkod.

Sats 7.2.5. Lat C wvara en hammingkod av redundans r och sdg att vi wvill
felritta w € (Z/(2))? ~'. Lat H, vara den lexikografiska kontrollmatrisen till
C. Antingen dr H,w = 0 vilket innebdr att inget fel har skett. Om H,w inte
ar 0, ar det en bindr representation av ett tal 0 < 57 < 2" — 1. Det dr da @ plats
j felet har skett.

Bevis. Sig att w € (Z/(2))* ~! har blivit fel i position j, si w = ¢ + e; dér
c € C och
e;j = (0,0,..., 1 yeoe, 0).
position j
Da ar
H,w = H,(c+¢€j) = Hyc+ Hyej =0+ Hypej = hy,

dar h; ar kolumn nummer j i H,. Men h; ar den bindra representationen av
talet j, vilket skulle visas. O

Det gar att konstruera Hammingkoder 6ver Z/(p) med samma princip. Vi vill
kunna ratta ett fel. Sig att vi véljer redundans r, sa att var kontrollmatris
H har r rader. Da vill vi vélja kolumner s& att vilka tva av dem som helst
ar linjért oberoende. Var forsta kolumn h; kan vara vilken kolumn som helst
forutom 0, sa vi har
(Z/(p)'|—1=p"—1

valmojligheter. Vart andra val kan vara vilken vektor som helst utom 0 och en
vektor pa formen shg, s € Z/(p) — {0}. Det finns alltsa

(Z/ ()| =1=1Z/(p)\ {0} =p" =1 —=(p—1)

sddana valmdjligheter. Fortsitter vi pa samma sétt ser vi att det finns

pr—1-i(p—1)
mojligheter for kolumn nummer 7. Vi kommer att fa slut pa val da
pr-1

0=p" —1—i(p—1) < i = .
p i(p—1) =
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Definition 7.2.6. En kod med kontrollmatris H éver Z/(p) av storlek

rx (" =1)/(p—1))

dér ingen av kolumnerna ar multiplar av andra kolumner dr en hammingkod
over Z/(p) av redundans r.

Hjilpsats 7.2.7. Lat C vara en Hammingkod éver Z/(p) av redundans r. Dd
ir |C| = p* element dir

k= pot r
p—1
Bewvis. Var kontrollmatris H har
pr—1
n =
p—1
kolumner av langd r. Da
pr -1 r—1
=D
p—1

genererar kolumnerna ett rum av dimension r. Alltsa ar dimV(H) = r. Ett
kodord w ligger i C' om och endast om w € N(H). Vi vet att

r o1
dmN(H) =n — dim V(H) = 2 -
p_

Vi har nu en vildigt lang lista av perfekta koder.

Sats 7.2.8. Alla Hammingkoder dr perfekta.

Bevis. Vi maste visa att likhet i Sats 7.1.5 géller. Ladngden pa vara kodord &r
n= Pl
p—1’
da var kontrollmatris H har s& manga kolumner. Eftersom
ICl=p* k=n-—r
dar C ar en Hammingkod 6ver Z/(p) med redundans r, och d(C) = 3, blir

olikheten
n mn

k=n—r.

dar

Vi skriver om olikheten till

Vi har alltsa likhet, vilket skulle visas. ]
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7.3 Klassificering av perfekta koder

Det visar sig att det totalt finns valdigt fa linjara perfekta koder, och att
Hammingkoderna utgor nastan alla.

Definition 7.3.1. En repetitionskod av langd n ar en kod pa formen
C=A{(a,a,a,...,a) | a € Z/(p)}-

Om n = 2k + 1 &r udda géller det att d(C) = k.

En repetitionskod &r endast perfekt om den ar 6ver Z/(2) och har udda lingd,
men vi aterlamnar det beviset till 6vningarna. Vi kallar en sadan kod for en
bindr repetitionskod. De &r nu endast tva till koder som &r perfekta.

Definition 7.3.2. Den bindra Golay koden, Gas, ér en kod éver Z/(2) med
kontrollmatris

111111100001 00100071100 1]
01 1111110001100100710T100
001111111000110010010T1°0
0001111111 0001100100T1TF01
00001111111 0001100100T10
H=/0 00001111111 00011001001
1000007111111 10001100T100
0100000111111 10001100710
0010000011111 1100011001
10010000011 1111100071T100
0100100000111 1111000T1T10

Det &r en perfekt kod med separation 7. Den ternédra Golay koden, G11, ar en
kod 6ver Z/(3) med kontrollmatris

11111112222
12022111122
H=)|01 2 0 2 2 1111 2
00120221111
000120221171

Det ar en perfekt kod med separation 5.

Vi kan nu ndmna (men inte bevisa) foljande férvanande sats

Sats 7.3.3. Ldt C wvara en perfekt linjir kod. Da dr C ekvivalent med en av
foljande:

En bindr repetitionskod.
e En Hammingkod.

o (3.

e Gi1.

70



Ovningar

Ovning 7.1. Hur méanga element finns i B(2, (0,0,0)) 6ver Z/(5)?
Ovning 7.2. Vad ér den binéra formen av 21, 12 och 17 av lingd 57
Ovning 7.3. Betrakta den lexikografiska hamiltonkoden

m-P 1.

1 01

Anvind den for att ratta meddelande

(4
I
_ 0 -

Ovning 7.4. Hitta en kontrollmatris H till en Hamiltonkod av redundans 2
over Z/(3).

Ovning 7.5. Visa att en biniir repetitionskod av udda lingd #r perfekt.

71



8 Reed-Solomon koder

I det har kapitlet ska vi konstruera en familj av koder med véaldigt hog separa-
tion. Fran Foljdsats 6.2.5 sag vi att separationen av en kod C' med blocklangd
m och kodlangd n har den 6vre begransningen

d(C)<n—m+1.
Koderna som vi konstruerar hir kommer uppna den hir begransningen givet

att koden ar 6ver Z/(p) dar p > n.

Vi kommer dock borja med att beskriva en viss typ av polynom 6ver Z/(p).

8.1 Polynom

Definition 8.1.1. Ett polynom? éver Z/(p) ér en funktion P : Z/(p) — Z/(p)
dér det existerar nagra koefficienter ao,...,a,—1 € Z, sa att

P(x) =ap+a1x + asx® + -+ ap,lxp_l
for alla x € Z/(p).

Exempel 8.1.2. Over Z/(2) finns det 4 stycken polynom definierade av

z — 0,
T — 1,
T T,

z— 1+

for alla x € Zy.

Vi séger att ett polynom P har grad d < p — 1 om P kan skrivas pa formen

P(z) = ag + - + agz®

for alla © € Z/(p) och for nagra koefficienter ay,...,aq € Z/(p) dér ag # 0.
Alla polynom férutom polynomet P(z) = 0 har en grad.

Vi papekar att vi &nnu an inte har visat att samma polynom inte kan skrivas
pa olika sétt och ddrmed har inte &nnu exkluderat mojligheten att ett polynom
har flera olika olika grader.

Hjalpsats 8.1.3. Lit P,Q : Z/(p) — Z/(p) vara tvd polynom av grad d,h <
p— 1.

(i) Om d+h < p—1 dr produkten PQ givet av PQ : © — P(x)Q(zx) for
alla x € Z/(p) ett polynom av grad d + h.

(
(i) Om H :Z/(p) — Z/(p) ar givet av H(x) = P(a — x) for alla x € Z/(p)
och néagot a € 7/ (p) ar H ett polynom av grad d.

®Det finns dven andra sitt att definiera polynom éver Z/(p). Mangden av polynom som
vi beskriver hir burkar noteras som (Z/(p))[z]/(1 — zF).
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Bevis. (i) Lat

P(z) = ap + - + aga?

Q(z) =bg + -+ bpa?
for alla x € Z/(p) och for nagra koefficienter aq, . . ., aq, by, - .., bn € Z/(p)
dar aq, by, # 0. Da har vi att
P(2)Q(z) = (ag + -+ + aqgz®)(bo + - - - + bpa?)

= CLdth?dJrh + (ad,lbh + adbh,1>1‘d+h71 +---+ a()bo
for alla x € Z/(p). Da agbp, # 0 har PQ grad d+h om d+ h < p— 1.

(ii) Vi har att

H(z) = Pla—x)=ap+ai(a—z)+ -+ aq(a — z)*

d

for allax € Z/(p). Da a—x ar ett polynom av grad 1 kommer (a—z)¢ vara

ett polynom grad d enligt (ii). Dirmed kommer termen aq(a — )¢ vara
ett polynom av grad d. Av samma anledning kommer alla andra termer
vara polynom av lagre grad &n d sa de kan inte paverka koefficienten
framfor ¢, Darmed kommer H ha grad d.

O

Ett nollstille eller rot av ett polynom P &ver Z/(p) &r ett tal x € Z/(p) sa att
P(z)=0.

Sats 8.1.4 (Faktorsatsen). Lat P wvara ett polynom av grad d < p — 1 over
Z/(p). Da ar a € Z/(p) ett nollstalle till P om och endast om det finns nagot
polynom G av grad d — 1 sd att

for alla x € Z/(p).

Bevis. Om P(x) = (a —z)G(x) ser vi direkt att P(a) = 0. Anta nu istéllet att
P(a) = 0. Vi later nu H(z) = P(a —x) for alla x € Z/(p). Enligt Sats 8.1.3 &r
H ar ett polynom av grad d. Vi kan da skriva

H(z)=co+ -+ cqz?

for nagra koefficienter co,...,cq € Z/(p) dér cq # 0. H(0) = P(a —0) = 0 s&
cop = 0. Vi kan nu skriva

H(x) = z(c; + cax + - - - cqz®™)

for alla x € Z/(p). Lat K(x) = (c1 + cox + - - - cqx?™1) for alla 2 € Z/(p). Da
cqg # 0 ar K ett polynom av grad d — 1. Nu har vi att

P(z)=H(a—z)=(a—z)K(a—x)

for alla x € Z/(p). Vi kan nu definiera G(z) = K(a — z) for alla z € Z/(p).
Enligt Sats 8.1.3 &r G ett polynom av grad d — 1 som vi ville. O
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Sats 8.1.5. Lat P wvara ett polynom édver Z/(p) av grad d < p — 1. Dd har P
som mest d nollstdllen.

Bevis. Anta att P har atminstone d 4+ 1 nollstéllen zi,...,24+1. Om vi nu
anvander Faktorsatsen 8.1.4 upprepat kan vi skriva P som

P(z) = (21 — ¢)(23 — ) - - (xq — 2)G(x)

for alla x € Z/(d) och for ett polynom G(x) av grad 0. Men d& ar G en nollskild
konstant. Vi har nu att

P(rg41) = (21 — Taq1) (22 — Tag1) - (Tg — £441)G # 0
da alla faktorer &r nollskilda. Men detta &r en motsagelse. O

Foljdsats 8.1.6. Lat P vara ett polynom cver Z/(p). Dd finns det exakt en
uppsdttning koefficienter ag, . ..,ap—1 sd att

P(x) =ap+a1x + asx® + -+ ap,lxp_l

for alla x € Z/(p).

Beviset lamnar vi till en 6vning.

8.2 Vandermondematriser

Definition 8.2.1. En n x m Vandermondematris V' 6ver F' 4r en matris pa
formen

r 2 m—17

1  ag ag S Qg ,

m—

1 af ay X

2 m—

V=1 a az ay

2 m—1

_1 an—-1 Qn_ Ap—1 |
for nagra distinkta element aq,...,a,—1 € F.

Ifall FF = Z/(p) ar det nodvandigt att n < p for att det ska finnas n stycken
distinkta element ay, ..., a, € Z/(p).

Exempel 8.2.2. Fixera m > 1. Over Z, finns det da fyra n x m Vandermon-
dematriser. Dessa &r

10 0 ... 0],
111 1],
100 ...0
111 ... 1)’
111 ...1
100 ... 0

Sats 8.2.3. Alla kvadratiska Vandermondematriser éver Z/(p) ar inverterbara.
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Bewvis. Lat

B ao a(2) P ag_l_

a1 a% e alli_l

V=|1 a a3 - ag_l
2 d—1

L1 ag1 az -+ az_ ]

vara en kvadratisk (d —1) x (d —1) 6ver Z/(p), d < p, for nagra distinkta kon-
stanter ag, ...,aq—1 € Z/(p). Vivisar att N(V) = {0}. Lat v = {vg, ..., v4-1} €
N(V). Da kommer

0
0
Vo= |0
_0_
- d—117 - -
1 ag a% ceeag Vo
1 a% e afffl U1
=11 a2 a3 ag_l ()
11 ag—1 a?lfl e azllj_ | Vd—1 |
(v + wviag + -+ + vd_lagfl_
d—1
v9 + wviar + -+ VU410
d—1
= |(vo + viae + +  vg-109
d—1
lvo + viag-1 + + vg-1a4_

Vi ser darmed att om vi definierar polynomet

P(x) = vy + v1@ + vox? 4 - + vg_q297!
for alla x € Z/(p) s& kommer ao,...,aq—1 vara nollstallen till P. Om P =0
ar vg,...,v4—1 = 0 och vi ar klara. Annars har P nagon grad g < d — 1.
Men enligt Sats 8.1.5 kan P ha som mest d — 1 stycken nollstéllen vilket &r en
motsigelse. O

8.3 Reed-Solomon koder

Definition 8.3.1. En Reed-Solomon kod C C (Z/(p))" med kodordslangd
n < p och blocklangd m &r en kod dér (n — m) x n kontrollmatrisen H kan
skrivas som

H=V"

dér V ér en n x (n —m) Vandermondematris 6ver Z/(p).

Sats 8.3.2. Alla (n —m) x n matriser pa formen

H=v"
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for en n x (n—m) Vandermondematris éver Z/(p) dr en kontrollmatris till en

kod C = N(H) C (Z/(p))""™.

Bewis. Lat
1 1 1
ag a1 ap—1
H= .
a?g m—1 a?f—m—l ag:an—l
dar aog,...,a,_1 ar distinkta. For att H ska vara en kontrollmatris maste H

vara surjektiv. Vi har att n — m x n — m matrisen

1 ao ceapmmt
]_ a1 e a?imil

n—m—1
I an-m- - Ap—m—1

ar inverterbar enligt Sats 8.2.3. Darmed &r dess rader linjért oberoende och H
har dérfor n —m linjart oberoende kolumner. Det foljer att dim V(H) = n—m
vilket medfor att V(H) = Z"~ ™. Darmed &r H surjektiv. Vi later C = N(H)
som i satsen. For att C' ska vara en kod méaste C' ha dimension m. Enligt
Dimensionssatsen 4.3.4 &r dim N(H) =n—dimV(H) =n—(n—m) =m. O

Sats 8.3.3. En Reed-Solomon kod C C (Z/(p))™ med blocklingd m har sepa-
ration d(C) =n —m + 1.

Bevis. Lat
1 1 1
ap al T Gp—1
H =
n—m-—1 n—m-—1 n—m-—1
) ay o Ap g
dar ag,...,a,—1 ar distinkta.

Enligt Sats 6.2.5 har C' separation n — m 4+ 1 om och endast om alla val av
n —m kolumner ar linjart oberoende och det finns n — m + 1 linjart beroende
kolumner. Betrakta nu matrisen

n—m—1

1 Qkq T Qg
n—m-—1

1 Ok, ey
1 a an—m—l
knfmfl k‘nfmfl

for nagot urval ko,...,kn—m—1 C {0,...,n — 1}, k; # k; da i # j. Enligt
Foljdsats 8.2.3 dr matrisen inverterbar sa raderna ar linjért oberoende. Darmed
ar alla val av n — m kolumner av H linjart oberoende. Det aterstar att visa
att H har n —m + 1 linjért beroende kolumner. Men valjer vi vilka n —m + 1
kolumner som helst méaste de vara linjért beroende d& dim V (H) annars skulle
ha varit storre 4n n — m. O
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Exempel 8.3.4. Lat p = n = 11 och m = 4. Da kan vi skapa en kod Reed-
Solomon kod C' C Z/(11)* med kontrollmatris

22 32 42 52 62 72 8 92 10°
23 33 43 53 63 7 8 93 108
24 31 4% 51 ¢t T4 gt 9t 10t
25 35 45 5% 65 70 8 95 10°
26 36 46 56 g6 76 g6 96 106

cCcoococooco—- cocooco o o~

U 00 = N

N w o
W N Ot g~
= O © o

10 10 10
5 4 3

— = e e e e e el e e el e e

WH &= Ol W
=~ = WO Ot

1
5
3
4
9
1
)

O~ Ol W =~ © +—
—
[a)

Fran Sats 8.3.3 har vi att d(C') =n — m + 1 = 8 s& koden kan upptécka 7 fel
samt rétta 3 fel.

Ovningar
Ovning 8.1. Visa Foljdsats 8.1.6.

Ovning 8.2 (x). (i) Hur manga polynom Gver Z/(p) finns det? Hur manga
funktioner fran Z/(p) till Z/(p) finns det? Ar alla funktioner polynom?

(ii) Definiera f :Z/(3) — Z/(3) genom att f(0) = f(1) = 1 och f(2) = f(2).
Ar f ett polynom? Vad har f for grad?

Ovning 8.3. Konstruera en kod med blocklingd 4, kodordsléngd 8 och sepa-
ration 5 6ver Z/(17).

Ovning 8.4 (). Lat C C (Z/(7))* vara en Reed-Solomon kod med en 2 x 4

kontrollmatris
1 1 11
i = [0 12 3]

(i) Vad &r blocklangden och separationen av C?

(ii) Finn en generatormatris till C.
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Losningar till 6vningsuppgifterna

Kapitel 1

Ovning 1.1. (i) 0,1, 2, 3, 4.
) 1,2, {2,3}.

) =3, -2,-1,0,1,2,3.
)1, 2.

(v)

Ovning 1.2. (i) Méngden &r tom.

-3, -2,-1,1, 2, {2,3}.

(i) 0,1, 2, 3.

)

(iv) 0,1, 2.

)

(iii) 0,1, 2, 1/2.
)
)

(v
Ovning 1.3. (i) B ér en #kta delmingd av A.

0,1, 2.

(ii) A och B ér lika.

(iii) Méngderna ar disjunkta eftersom B = () och alla méngder ar disjunkta
med den tomma méngden. B &r en dkta delméngd till A.

(iv) Méngderna dr varken disjunkta, lika eller dkta delméngder av varandra.
(v) Méngderna &r disjunkta eftersom A = Q.

Ovning 1.4. (i) A och B ér lika.
(ii) B ér en akta delméingd av A.
(iii) A och B &r varken lika, disjunkta eller dkta delméngder av varandra.
(iv) A och B #r disjunkta.
(v) B ér en dkta delméngd av A.

Ovning 1.5. Observera att dessa svar &r forslag. Uppgifterna har flera kor-
rekta svar.

(i) {n € Z | n = 2k for nagot heltal k > 1}.
(ii) {p/2 | p ar ett heltal }.
(iii) {reR|r ¢ Qoch |r| <1}.

Ovning 1.6. Observera att dessa svar ir forslag. Uppgifterna har flera kor-
rekta svar.
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(i) {n € Z | n = k? for nagot heltal k > 2}.
(i) {r€ Q|2+ 22 —-1=0}.
(iii) {z € R| 2 = r? for nagot r € Q}.
Ovning 1.7. (i) Definitionsméngd: {1,2,3,...}. Malméngd: N.
(ii) Definitionsméangd: {T" | T &ar en triangel }. Malméangd: R.

(iii) Definitionsméangd: {p(z) | p(z) &r ett andragradspolynom}. Malméngd:
{p(z) | p(z) ar ett forstagradspolynom}.

Ovning 1.8. (i) Definitionsméngd: {r € R | 7 > 0}. Malméngd: {r € R |
r > 0}.

(ii) Definitionsméngd: R. Malméngd: {r € R | r > 0}.
(iii) Definitionsméngd: {px + q | p,q € Q}. Malméngd: Q.

Ovning 1.9. (i) Detta &r en funktion. Den &r definierad for alla virden i
definitionsméngden, den ger alltid samma véirde for ett givet argument,
och alla funktionsvirden ligger i malméngden.

(ii) Detta ar inte en funktion, da funktionens virden inte ligger i malméangden

(f2)=v2¢ Q).
(iii) Detta &r inte en funktion, eftersom dess virden ar slumpméssiga.

(iv) Detta ar en funktion. Eftersom ordet Balkong borjar pa B, sa har funk-
tionen ett definierat virde som ligger i malméangden.

Ovning 1.10. (i) Detta &r en funktion, da varje heltal skrivs pa bara ett
sitt i talsystemet.

(ii) Detta &r inte en funktion, eftersom funktionens véirden inte alltid ingér
i malméangden.

(iii) Detta &r en funktion, d& den &r definierad och unik for alla naturliga tal.

(iv) Detta &r inte en funktion, eftersom samma rationella tal kan skrivas
pa olika sétt. Till exempel sa &r 1/2 = 2/4, medan f(1/2) = 1 och
f(2/4) =2.

Ovning 1.11. (i) Funktionerna &r lika. De har samma definitionsméngd,
malméingd och V2?2 = |z| for alla .

(ii) Funktionerna &r inte lika, d& deras definitionsméngder inte 4r samma.
(iii) Funktionerna &r inte lika, d& deras malméangder ar olika.

Ovning 1.12. (i) Funktionerna &r lika. De har samma definitionsméngd,
malmingd och (z + 1)? = 22 + 2z + 1.

(ii) Funktionerna é&r lika. De har samma definitionsméngd, malméngd och
2?2 = |z|? (kom ihag att (—)% = (—1)%22? = 2?).
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Ovning 1.13. T exempel 1.5.3 #r virdemingden {3,4}. Funktionen &r inte
injektiv och inte surjektiv. I exempel 1.5.4 &r virdeméngden {0, 1} och funk-
tionen &r bijektiv, alltsa surjektiv och injektiv.

Ovning 1.14. Antag att z; # x9, d& kan vi anta utan forlust av generalitet
att x1 < xg. Per definition f(z1) < f(x2) = f(z1) # f(x2). Alltsd maste
olika = ge olika funktionsvéarden.

Ovning 1.15. Vi gor ett direkt bevis. Om AN B = @ betyder det att inga
element i A tas bort i A\ B. Alltsa har vi ANB =) = A\B = A. Pasamma
satt har vi att om A\ B = A betyder det att det inte finns nigra gemensamma
element i A och B som tas bort i A\ B, alltsd har vi AA\B=A — ANB = 0.

Ovning 1.16. Vi gor ett direkt bevis. Det riicker att visa (AUB)¢ = A“N B¢
eftersom det andra pastaendet foljer fran det i och med att alla méngder &r
komplementet till sitt komplement.

(AUB)Y ={z |z ¢ Aoch = ¢ B} = A°n B°.

Ovning 1.17. Vi gor ett direkt bevis. Mangden A\ B ar mangden av element
som ligger i A och inte i B. Alltsa &r det méngden vi far nér vi ’tar bort
elementen som ligger i B fran A’. Allts& tar vi egentligen bara bort elementen
som ligger i AN B fran A. De som inte lag i A fran forsta borjan struntar vi
alltsa i.

Ovning 1.18. Vi gor ett direkt bevis. Lat ¢ : X — Y och f : Y — Z vara
bijektioner. Vi verifierar att f o g &r injektiv,

(fog)(x)=(fog)(y) g() = gly) T EEN p =y,

P& samma sitt ser vi att funktionen &r surjektiv eftersom bilden av f o g &r
bilden med f av virdeméngden for g. Eftersom ¢ ar surjektiv blir bilden for
f o g densamma som bilden fér f och eftersom f antas vara surjektiv har vi
att bilden av f ar hela Z. Alltsa ar f o g surjektiv.

f injektiv
——

Ovning 1.19. Detta foljer fran definitionerna. Kom ihag att potensméngden
24 dr méngden av delmingder till A, och A/ ~ &r en mingd vars element ir
vissa (men inte alla) delméngder till A.

Ovning 1.20. Vi gor ett direkt bevis. Hur méanga par av element A respektive
B finns det? Jo, exakt lika manga som det finns sétt att vélja ett element ur
den ena och sedan den andra vilket ar (|A]) - (|B]).

Ovning 1.21. Vi gor ett direkt bevis. For varje par (b,y) € B x Y har vi per
definition att b € B och y € Y och med antagandet B C A och Y C X betyder
det att b € A och y € X vilket betyder att (b,y) € A x X.

Ovning 1.22. Vi léser problemet genom att konstruera den inversa funktio-
nen. Notera att vi har en funktion

$:{0,1}* - {B|BcC A}
fr=Ha€ Al fla)=1}

Det ar nu tydligt att ¢ o x och x o ¢ &r varandras inverser.
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Ovning 1.23. Om n &r jamnt s& finns det per definition ett heltal k si att
n = 2k. Da géller att n + 1 = 2k + 1, det vill sdga n + 1 ar udda.

Ovning 1.24. Om n ir udda, s& finns det ett heltal k si att n = 2k 4+ 1. D&
galler att

n® = (2k +1)(2k + 1) = 4k* + 2k + 2k + 1 = 2 (2k* + 2k) + 1.
Eftersom 2k2 + 2k &r ett heltal, bevisar detta att n? &r udda.

Ovning 1.25. Antag motsatsen, det vill siga att det finns ett rationellt tal
p/q och ett irrationellt tal r vars summa &r rationell. Skriv summan som kvoten
s/t. Da géller
s s sq —pt
E+r:7:>7a:7_£: q p
q t t q tq
genom att skriva vinsterledet pa gemensamt brakstreck. Men detta bevisar att
r ar rationellt, vilket ar en motségelse.

Ovning 1.26. Antag motsatsen, det vill séiga att a < ¢/2,b < ¢/2 och a+b >
c. Da géller att
a+b<c/24+b<c/24+c/2=c

Alltsa géller a 4+ b < ¢, vilket dr en motséigelse.

Ovning 1.27. Antag motsatsen till satsen. Den kan delas in i tva fall. I det
ena fallet giller att ab = ¢ och a < /¢ och b < y/c. Da géller att

ab < av/e < \Jer/e = /& =c.

Alltsa géller ab < ¢, vilket &r en motséigelse.

I det andra fallet galler att ab = ¢ och a > \/c och b > /c. D& géller att

ab>a\/5>ﬁﬁ=ﬁ2:c.

Alltsa géller ab > ¢, vilket ar en motségelse.

(")vning 1.28. Sitt @ = b = /2. Om a® dr rationellt s ar vi klara, for da ar
a och b irrationella tal s& att a® &r rationellt. Om a® #r irrationellt, sa kan vi
sitta ¢ = ab och fa att

Cb:\/iﬂ'ﬂ:\/i2 _9

vilket ar rationellt.

Kommentar: Beviset sdger 0ss bara att nagot av fallen gdller, inte vilket. Man
sager att beviset dr icke-konstruktivt.

Ovning 1.29. Lat r = p/q vara ett rationellt tal. Genom att forlinga med
V2 kan vi skriva
=2

r
V2
Vi vet att /2 ér irrationellt. Om vi kunde visa att r / V/2 &r irrationellt s& vore

vi klara.
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Antag motsatsen, det vill siiga att r/v/2 dr en kvot av tva heltal a och b. Genom
algebraiska manipulationer far vi att

r a 1 qa pb
V2 b V2 pb qa

Men detta innebér att v/2 ar rationellt, vilket 4r en motsigelse. Alltsa ar r/ V2

irrationellt, vilket avslutar vart bevis.

Ovning 1.30. For det forsta pastaendet gor vi ett direkt bevis. Om r = n
finns det inget att visa, s& antag att r < n. Detta ar ekvivalent med existensen
av ett positivt heltal tal k sadan att n = r 4+ k. Da produkten av tva positiva
heltal &r ett positivt heltal kan vi skriva

mr < mr +mk =m(r + k) = mn.

For det andra pastaendet gor vi ett motségelsebevis. Antag att r < n och att
det finns ett positivt heltal k£ sadant att » = nk. Da kan vi med den tidigare
uppgiften se att
1<k — n<nk.

n

I sin tur har vi da att r < n <
mindre &n sig sjalvt.

k = r. Det dr en motsagelse att ett tal ar

For det tredje pastaendet sa gor vi ett direkt bevis.
nk —nl =n(k — ).

Kapitel 2
Ovning 2.1. Sista siffran till 113467 &r principalresten av talet modulo 10.
Vi vet att
1134967 = 134567 = 1 10d 10.
Ovning 2.2. (i) Vi ridknar modulo 7. D4 varje ar har 365 dagar exklusive

skottar far vi
10°-365=3-1=9-9.-9.9.3=2.2.2-2.3=6 mod 7.
Det ar alltsa 6 dagar i framtiden, vilket blir Sondag.

(i1) Vivill lagga till en extra dag var fjarde ar pa den foregaende berikningen.
Vi far da
6+10°/4=6+100/4-10" =6+ 25 - 37
=6+4-9-9-9-3=6+4-2-2-2-3=4 mod 7.
Det ar 4 dagar i framtiden den hér gangen, vilket blir fredag.
Ovning 2.3. Ett tresiffrigt tal ar ett tal pa formen
a+b-10+4 c-100.
Vi har att
a+b-104c¢c-100=a+b-14c-1=a+b+c¢ mod 3.

Alltsé &r HL 0 om och endast om VL &r 0, vilket skulle visas. Motsvarande
bevis fungerar for 9.
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Ovning 2.4. Talet har formen
10%°a 4 10 + 10%c 4+ 10%d + 10e + f.
Vi vill rdkna modulo 11, och
10=-1 mod 11.

Det ger oss
10%°a 4 10%b + 10%c 4+ 10%d + 10e + f

= (—1)%a+ (=1)* + (=1)*c+ (=1)%d+ (=1)e+ f
=—-a+b—ct+d—e+f=—-(a—b+c—d+e—f) mod11.
Det hér &r 0 om och endast om a —b+c—d+e— f ar 0.
Ovning 2.5. (i) 24+3=5.
(i

(iii

16 - 10 = 160, vilket har principalrest 10 modulo 25.
—1317Z/(25) ar 25 — 13 = 12.

(iv) =131Z/(25)ar25—24=1,sa1—-24=1+1=2.
(v

Ovning 2.6. Vi anviinder rikneregeln i hjilpsats 2.2.8 som séger att

)
)
)
) 103 = 100 som ér delbart med 25, s& 100 = 0 i Z/(25).

a(b+c¢) = ab+ ac.
Vi far bland annat att
O=x-0=x-(1-1)=z+(-1) =z
Nu adderar vi —z till bada sidor och far
—r=zx—z+(-1) 2 << —x=-1 2.
Ovning 2.7. Vi har att
0=(-1)-0=(~1)-(1+ (1)) = (~1) -1+ (1) (-1).

Fran foregdende uppgift vet vi att (—1) -1 = —1. Vi kan nu addera 1 till bada
sidor och far
l=—-141+4+(-1)-(—-1)=(-1)-(-1).

Ovning 2.8. (i) Eftersom 3-3 =11 Z/(4), sa giller 37! = 3.
(ii) Eftersom 2-3 =11 Z/(5), sa giiller 37! = 2.
(iii) Vi har
0-3=0,1-3=3,2-3=0,3-3=3,43=0,5-3 =3,

i1 Z/(6). Da ingen av dessa &r 1, har 2 ingen multiplikativ invers i det har
fallet.
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(iv) Eftersom 5-3 =11 Z/(7), sa giller 37! = 5.

Ovning 2.9. Om n #r ett jamnt tal giller det att 27/2 = 01 Z/(n). Om det
skulle finnas en multiplikativ invers 27! till 2 skulle vi fa

n/2=2"1.2)-n/2=2"1.(2-n/2) = 0.

Det hér &r en motségelse.

Om istéllet n &r ett udda tal &r (n+1)/2 € Z/(n), och
2-(n+1))2=n+1=1

i1Z/(n).

Kapitel 3

Ovning 3.1. Vi beraknar

2 07 [1o0 8] [3 0 2
A+B_[12 2 0]+[0 1 11}_{12 3 11]’

2 07 [6 08
8A_3[12 2 0}_[10 9 7]'

Ovning 3.2. Vi beriknar

ag_[3 41 3 ‘51 [3-3+4-041-2 3-3+4-5+1-2] [4 6
“loos 2f], 5| T l0-3+45-042-2 0-345-5+2-2] 7 |4 1)

Ovning 3.3. Lat de tre 2 x 2 matriser vi multiplicerar vara

e et e
as a4 bs by C3 C4
Vi berdknar nu

AB+C) = [“1

asz a4

as| |b1 +c1 ba+ co
b3 +c3 by+cy

_ [al(bl +c1) 4+ az(bs+c3) ai(be + c2) + az(bs + 04)}
az(bi + c2) + as(bs +c3) az(ba+c2) +as(bs+cq)|”

Det har kan vi skriva om som

aiby + azbs  ai1bs + asby aici +ascg  aice + asey
+ = AB + AC.
[a3b1 +asbs  azbz + asby aszcy +asc3  azca + ascy *
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Ovning 3.4. Direkt utriikning ger

111 0] 1
2 _ -+ _ =
A_z[o 1] 2!

Alltsa kan vi rakna ut

A?’:AQ-A:}I-A:}A,
2 2

PUNICRVEIES S S
27 20 4

Ovning 3.5. Direkt utriikning ger

lull = V{u,u) = V22 + 32 + (-1)2 = V14,

(u,0) =214 3 (—4) + (=1)- (=3) = —T.

Ovning 3.6. Vi bara multiplicerar ihop
a b 1 d —-b| 1 ad —bc —ab+ ab 7
¢ dlad—bc|—c a| ad—bc|dc—dc —bc+ad|
Ovning 3.7. Lat M ! vara inversen till M. Betrakta vektorerna

4] o[

Mo — ad — be — 0, Muw= ba — ab —0
ad — be

Da ar

Det har innebar att

v=M"'Mv=M"10=0,

och av samma anledning &r w = 0. Men da &r a = b = ¢ = d = 0, vilket
innebér att M = 0. Det &r inte en inverterbar matris, sa vi har en motségelse.

Ovning 3.8. Vi multiplicerar ihop de tva matriserna och far
(I—A)I+A+ A%+ . +4D
=T4+A+A2+ AT AT+ A+ AT AR
=T+ A+A . A A A2 A4 AN

=I7—AF=1T.
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Kapitel 4

Ovning 4.1. (i) Ja, Hér &r ett sitt att se varfor: Lat v; = (1,2,3), vy =
(3,2,1), v3 = (1,0,0). Vi kan da skriva e = v3,e3 = 1(3va — v1 — v3)
och eg = %(vl — v9 + 2v3). Dérmed Ar matrisen

1 3 1
2 20
3 10
surjektiv s kolumnerna ar linjart oberoende.
(i) Nej da (1,2,3) +(3,2,1) = (0,0,0).
(iii) Nej da 0 ingar i méngden.
(iv) Ja, hér ar ett sitt att se varfor: Lat a, b, c € (Z/(2)) vara koefficienter sa

att
0=a(1,1,0,0) +b(1,1,1,0) + ¢(1,1,1,1).

Vi vill visa att a,b,c =0. Vifaratt 0= (a+b+c,a+b+c,b+c,c) sa
a+b+c=0,b+c=0o0ch c=0. Men ¢ =0 medfér da att b = 0 vilket
i sin tur medfor att a = 0.

Ovning 4.2. Vihar att 0(2,3) = (0,0),1(2,3) = (2,3),2(2,3) = (4,1),3(2,3) =
(1,4),4(2,3) = (3,2). Bilden visar dessa punkter i blatt.

4— ([ @ ([ J o o
3— [ ) [ J [ ([ [
2— [ o [ @ [
1— (] o ([ J o @
0— @ o ([ J o [

(S Y S R

Ovning 4.3. (i) Nej, exempelvis ar

spann({ei} N {2¢7}) = {}

spann({e?}) N spann({263}) = spann({e3}).

(ii) Nej, exempelvis ar
spann({ef} U {e3}) = F*

men varken spann{e?} eller spann{e3} inkluderar (1,1) € F2.
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(iii) Ja. Givet en méngd vektorer vy, ..., v € ANB kommer spann{vy, ..., v} C
A och spann{vy,...,vp} C B sa spann{vy,...,vx} C AN B. Darmed ar
AN B ett delrum.

Ovning 4.4. Vi viljer vektorerna vy = (0,0, 0),v; = (1,1,0),v2 = (0,1,1),v3 =
(1,0,1). Det &r enkelt att se att vo,v1,vo, v3 € D. Lat nu (z,y,2) € (Z/(2))>.
D& ér y = x + z. Vi kan dérmed skriva (z,y,2) = (z,2 + 2,2) = (x,2,0) +
(0, z,z) = xv1 + zvg s& spann{vg, v1,ve,v3} = D.

Ovning 4.5. Lat V = spann{vy, ..., v} = spann(V’) och W = spann{wy, ..., w;} =

spann(W’). Vi ska visa att V + W = spann(V’ U W'). Antag forst att u €
spann(V' U W’). Vi kan da skriva

u=aivy+ -+ apvp +bwi + -+ bpw €V +W

for nagra koefficienter a1, ..., ag, b1,...,0;.

Annars, anta att u € V+ W. D& ar u = v+ w for nagot v € V och w € W. Vi
kan skriva v pa formen v = ajvy + - - - + axvg och w pa formen bywy + - - - + bwy
for nagra koefficienter a1, ..., ag, b1,...,b;. Men da &r

u=v+w=avy + -+ agvg + bywy + -+ - + byw; € spann(V' UW’).
Ovning 4.6. Nej, e.g. vilj wy, = —uvy, for alla 1 < k < n.

Ovning 4.7. Vi vill visa att spann V(M) = V(M). Lat w = a1v1 + -+ anv, €
spann V(M) dér vy, ...,v, € V(M) och ay,...,a, € F. Da har vi att

Mw = M(ajv1 + - + apvn) = ey Moy + - + anMv, =0
saw e V(M).

Ovning 4.8. Lat B vara en bas till F”. Vilj en vektor v € B. Ifall F # Z/(2)
kan vi byta ut v mot 2v vilket ger oss en ny bas. Darmed maste F' = Z/(2).
Ifall n > 2 viljer vi tva vektorer v,w € B och byter ut v mot v + w. Da
v+ w —w = v ar det linjara holjet av den nya méngden fortfarande F™.
Dessutom ar méngden linjart oberoende da

0=a(v+w)+bw+crv;+ -+ cp_2vp_2 =0

medfor att a,a+0b,c1,...,chp—0 = 0dar vy,...,v,_9 ir de resterande elementen
av B. Men da ar &ven b = 0 och den nya méngden &r en annan bas. Déremot
ar {(1)} den enda basen till Z/(2).

Ovning 4.9. Anta att A C B. Lat D vara en bas till A. Enligt Sats 4.2.6 kan vi
bilda en bas 4t B som inkluderar elementen i D, dd méaste dim A < dim B. Om

nu B innehaller fler element &n A maste basen dven innehalla nagot element
fran B\ A. Men déa skulle dim B > |D| = dim A.

Ovning 4.10. Att (i) till (vi) #r ekvivalenta foljer direkt fran sats 4.3.6.
Anta nu att M #r inverterbar. Eftersom MM ~lv = M~'Mv = v for alla
vektorer v € F™ dr M~! en invers till M. Diarmed maste M vara bijektiv.
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Anta nu istéllet att M &r bijektiv. D& finns det en funktion bijektiv funktion
f:F" — F™ sé att
Mf(v) = f(Mv) = v

for alla funktioner v. Det gar latt att se att f(ajvi + - -agvg) = a1 f(v) +
-« -+ agvy for alla koefficienter a1, ..., ar € F och alla vektorer vq,..., v, € F".
Definiera nu f som en matris genom

f=1f(er) fleB) - flep)].

For alla vektorer v € F'™ vill vi visa att f(v) = fv. Lat v = (v1,...,vy). Da
har vi att
U1
V2
fo=[f(e}) fle) COINE
Un

= f(ef)v1 + f(ez)va + -+ + flen)vn
flurel +wvaely + -+ vper)
f(w).

Dérmed ar f = M~! sa M &r inverterbar.

Kapitel 5

Ovning 5.1. (i) Da koden har 4 kodord maste blocklingden vara m = 2
da |C| = p™.

(ii) Nej, en linjar kod méaste ha 0 som ett element.

(iii) Varje tva kodord skiljer sig i fyra positioner sa d(C) = 4.

(iv) Enligt Sats 5.0.2 kan koden detektera 3 fel och korrigera ett fel.
Ovning 5.2. (i) Lingden &r 6 och koden C' #r

¢ ={(0,0,0,0,0,0),(0,1,0,1,0,1),(0,2,0,2,0,2),(1,0,1,0,1,0),

(1,1,1,1,1,1),(1,2,1,2,1,2),(2,0,2,0,2,0),(2,1,2,1,2,1),(2,2,2,2,2,2

) ) ) ) )

Y ) ) ) )

(ii) Vi kan skriva E som tre identitetsmatriser, det vill séga,

1 0
0 1
1 0
E= 0 1
1 0
0 1]

(iii) Eftersom koden &r linjér riacker det att se hur méanga bokstéver i kodor-
den som ar nollskilda. Vi ser att det dr som minst 3, sa separationen ar
3.
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Ovning 5.3. Vi kan exempelvis ta

¢ ={(0,0,0,0,0,0,0,0),(1,1,1,1,1,0,0,0),
(0,0,0,1,1,1,1,1),(1,1,1,0,0,1,1,1)}

Ovning 5.4. Vi har att F &r n x m matrisen

100 0
010 -0
001 0

E =
000 -1
11 1 1]

det vill sdga, en m x m identitetsmatris med en extra rad av 1’or. Detta kan
veriferas genom att berdkna

100 --- 0 ) ]
010 --- 0| [ zl
00 1 - 0 |w 2
S : "
000 - 1| |v, m
111 - 1 [V F e U

som vi ville. D& E &r en matris maste koden vara linjér.

Ovning 5.5. Lat A = {i | v; #u;}, B={i | w; # w;} och C = {i | v; # w;}.
Vi vill visa att
ICl < [Al +B].

For varje i € C har vi att v; # w;. Men om nu i ¢ A och i ¢ B skulle vi ha
att v; = u; och u; = w; vilket medfor att v; = w;. Ddrmed s& maste ¢ inga i
atminstone en av méngderna A, B. Sa

CCcAUB

vilket medfor att
CI<|AUB| < |A] +B].

Ovning 5.6. (i) Vi borjar med att definiera en funktion H : (Z/(2))" —
(Z/(2))"*! genom att sitta

H(vi,...,vp) = (v1,...,0n,01 + 02+ -+ vp)
for alla vektorer (v1,...,v,) € (Z/(2))". Vi har d& att
d(H(v),H(w)) =d(v,w) +d(v1 + -+ + vp, w1 + - - + wy).

Vi noterar dven att vi kan skriva C' = H(C) s& vi behover endast visa
att d(H(v), H(w)) > d(C) + 1 for alla v,w € C.

Enligt definitionen av separation sa vet vi att for varje par v,w € C
dér v # w ar antingen d(v,w) = d(C) eller d(v,w) > d(C) + 1. Ifall
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d(v,w) = d(C)+1 har vi att d(H (v), H(w)) > d(v,w) = d(C) + 1. Anta
nu att d(v,w) = d(C) och betrakta summan s = vy + -+ 4+ v, + w1 +
-+« + wy,. Eftersom v och w skiljer sig pa d(C') positioner kommer dessa
bokstéver addera till d(C') = 1 medans bokstéverna for de positioner dir
de Gverensstdmmer kommer addera till 0. Darmed &r s = 1 men detta
innebér att d(vi+- - -+vn, w1+ 4wy) = 1sad(H(v), H(w)) = d(C)+1.

(i) Vi antar att C ar linjar. Da ar C' = E((Z/(2))™) for ndgon matris E. Vi
kan skriva H som matrisen n +1 X n

10 0 - 0]
001 -0

e 1
11 1 - 1]

D4 ar en kodningsfunktion till C”
H(E)=HE
vilket &r en matris sa C” ar ett delrum av (Z/(2))" och ar darmed linjar.

Ovning 5.7. Anta att ett element x byts ut till nagot @} € Z/(p). Vi kan
skriva zj, = xj, + ¢ for nagot € € Z/(p) dar € # 0. Som koden &r konstruerad
ska

1+ 229+ -+ 10x19 =0

men 1 vart fall far vi

x4+ (k= VDap_q + kzy, + (k+ Dager + - + 10210
:x1+---+10$10+kx§€—kxk
=0+ke#0

da bade k, € &ar nollskilda. Darmed kan koden upptécka ett fel. Antag nésta att
tva element xp byts plats med 1. Da far vi istéllet summan

w1+ -+ (k= Dapog + kafy g + (b + Dag + (k+ 2)zppo + -+ + 10210
:$1+"'+101‘10+$k—xk+1
=04z — Tp41 #0

givet att xy # zpi1. lfall zp = xx1 har inget fel intréffat. Darmed kan koden
dven uppticka om tva intilligande element har bytts plats. Slutligen anta att
ett tecken x &r oldsbart. Da kan vi berdkna xj genom

Tl = kil(—:lil — s — (k — 1)xk_1 — (k + 1)37k+1 — s — 10331())

sa koden kan ratta till fel av den typen.
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Kapitel 6

Ovning 6.1. Blocklingden #r 3 si det finns 2% = 8 ord i koden. Vi berdiknar

G(0,0,0) = (0,0,0,0,0,0,0)
G(0,0,1) = (0,0,1,0,1,1,1)
G(0,1,0) = (0,1,0,1,0,0,1)
G(1,0,0) = (1,0,0,1,1,0,1)
G(0,1,1) = (0,1,1,1,1,1,0)
G(1,1,0) = (1,1,0,0,1,0,0)
G(1,0,1) = (1,0,1,1,0,1,0)
G(1,1,1) = (1,1,1,0,0,1,1)

eftersom det minsta Hammingavstandet till 0 &r 3, e.g. d(0,G(0,1,0)) = 3 &r
separationen 3.

Ovning 6.2. Matrisen

1 1 1 0
1 0 01
Gi=11 0 0 0
01 01
har inversen
0 01 0
1|01 11
Gy = 11 01
0110

Vi berdknar nu generatormatrisen pa normalform genom att ta GGZl.

)

~

—

Il
= _0 O O O =
—_ o = OO = O
O = = O = OO
el e e = R )]

Ovning 6.3. Eftersom G &r pa normalform har vi att kontrollmatrisen H pé
normalform &r

110100
H=1]1 01 010
011001
Det foljer att d(C') har separation 3 (H har 3 linjart beroende kolumner men

alla par av kolumner dr linjart oberoende) och kan darmed ratta upp till ett
fel. For att se vilka av de givna orden som &r kodord multiplicerar vi dem med
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1
1
110100 1 0
101 010 ol = 0
011001 0
0
_1_
0
1 1 01 0 (1) 0
1 1 01 1| = 0
0110 1 0 1
L0
1
1
110100 0 1
1 1 010 1= 0
011001 1 0
_1_
1
11 1 00 8 1
1 1 010 ol = 1
011001 0 1
_1_

Vi ser nu att endast 111001 &r ett kodord. Eftersom (0,0, 1) och (1,0,0) dyker
upp som kolumner i H géar ordern 010100 och 110111 att korrigera.

Daremot ar (1,1, 1) inte en kolumn i H s& det maste ha skett &tminstone tva fel
i ordet 100001. Da (1,1,1) & summan av exempelvis den forsta och den sista
kolumnen eller den nést forsta och den nést sista kolumnen skulle vi kunna
ratta till antingen 000000 eller 110011. Vi kan darfor inte ratta till ordet.

For att ratta till 010100 noterar vi att (0,0, 1) ar kolumn 6 1 H, si vi kan rétta
010100 till 010101. (1,0,0) &r kolumn 4 i H sa vi kan réatta 110111 till 110011.

Ovning 6.4. Eftersom G &r pa normalform har vi att kontrollmatrisen H pé
normalform &r

1100
H=10 0 1 1
11 11

S O =

0 0

10

0 1

Det foljer att d(C') har separation 2 (H har 2 linjart beroende kolumner). For
att se vilka av de givna orden som &r kodord multiplicerar vi dem med H.

H(1,1,0,1,0,1,1) = (0,0,0)
H(0,1,1,0,1,1,1) = (0,0,1)
H(0,1,1,1,0,0,0) = (1,0,1)

93



Vi ser att 1101011 redan dr ett kodord och att (1,0, 1) férekommer tva gang-
er i H och ordet 0111000 kan allts& inte réttas. Daremot har vi att (0,0,1)
uppkommer endast i kolumn 7 i H. Vi kan ddrmed ratta 0110111 med vektorn
(0,0,0,0,0,0,1) vilket ger oss kodordet 0110110.

Ovning 6.5. Vi vill finna nollrummet for H; respektive for Ho. Lat v =
(v1,v2,v3,v4) € N(Hp). Fran forsta raden av H har vi att vy + v3 = 0 sa
vo = v3. Fran den andra raden ser vi att om v3 = v9 = 1 &r v; # v4 och om
vy = vg = 0 ar v; = vyg. Detta ger oss kodorden

€1 ={(0,0,0,0),(1,0,0,1),(1,1,1,0),(0,1,1,1)}

For v = (v1,v2,v3,v4) € Cy har vi att va 4+ v3 +vs = 0 och att vy +v3+v4 = 0.
Adderar vi de hér ekvationerna far vi att v1 +v9 = 0. Om v1 = v9 = 1 &r
vs # v4 och om v; = vy = 0 ar vg # vy4. Vi far ddrmed att

Cy ={(0,0,0,0),(0,0,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,1)}

Vi ser nu att koderna &r ekvivalenta d& vi kan byta plats pa den forsta och
tredje positionen i for att ga fran till kodord i C7 till Cy eller vice versa.

Ovning 6.6. Eftersom generatormatrisen &r pa normalform kan vi enkelt finna
en kontrollmatris pa normalform H. Den blir

Det ar tydligt att H innehaller 4 linjart beroende kolumner. Vi ska nu visa
att alla val av tre kolumner &r linjart oberoende. Kolumnerna My, Ms, M3 &r
linjart oberoende da

a(4,4,4) +b(4,3,2) + ¢(4,3,1) =0
innebédr att a = —b — ¢ vilket ger att
—4b—4c+3b+3c=—-b—c=0
sd b = —c vilket ge att ¢ = 0. Vi har nu att
—2c+c¢=0

s& a = b = ¢ = 0. Sedan kan vi siga att alla val av tre kolumner som inklu-
derar en av kolumnerna My, M5 eller Mg kommer vara linjart oberoende da
kolumnerna My, Mo, M3 alla skiljer sig i tva positioner. Ifall vi har ett val av
tre kolumner som inkluderar tva av de sista kolumnerna kommer dessa ocksa
vara linjart oberoende da de sista tva vi valde kommer ha en position som &r
nollskild. Slutligen om vi véljer alla tre av de sista kolumnerna &r de linjart
oberoende da de dr enhetsbasen.
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Ovning 6.7. Vi pastar att H’ &r en kontrollmatris till C' om och endast om
H =MH

for en inverterbar (n —m) x (n —m) matris M.

Anta att H' = MH. Vi vill visa att N(MH) = C. Om v € C har vi att
Hv = 0 sa MHv = 0 vilket medfor att v € N(HM). Om v € N(MH) é&r
MHv = 0 men M ar injektiv s& Hv = 0 vilket medfoér att v € C. Da M &r
surjektiv maste ocksd H' vara surjektiv.

Anta nu istallet att H ocksa ar en kontrollmatris till C. D& har vi att
HT

ar injektiv och har linjart oberoende kolumner. Dess kolumner kommer da
bilda en bas av (Z/(p))"~™ sa kolumnerna av H'" kan skrivas som en linjir-
kombination av dem. Detta uttrycker vi som att

HT = TN

for nagon (n —m) x (n —m) matris N. Tar vi transponatet av bada sidorna
far vi att

H = NTH.

Vi siitter M = N7 och noterar att M maste vara surjektiv for att H' ska vara
surjektiv. Darmed ar M inverterbar.

Kapitel 7

Ovning 7.1. Vi beriknar

|B(2,(0,0,0))| = (g) - (i’) (5-1)t+ @) (5-1)2 = 1+3-4+3(32_1)-16 = 61.

Ovning 7.2. Vi har att
21=1-14+0-2'+1-2240-23+1-2%,
12=0-140-2" +1-2241-2340-2%,

17=1-14+0-2'4+0-22+0-22+1-2%

Vi far alltsd binéra representationer

—_ O = O
O = =k OO
_ oo O O =



Ovning 7.3. Vi beriknar
1
HQ’U = |:0:| .

Det hir &r den binira formen av 041-2' = 2, sa v &r fel i den andra positionen.
Alltsa &ér den rattade versionen

g
|
—_ = =

Ovning 7.4. Vi vet att H kommer att ha dimensioner

1
=3 x 4.

Vi véljer som forsta kolonnvektor

w=]

Den andra kolumnvektorn far inte vara v eller

=[]

Vi valjer
o]

Vo = 1

Var tredje vektor far inte vara vy, vo, 2v1, 209, sa vi véljer

2

’03:2.

Den sista aterstaende vektorn far inte vara wvq,ve, v3, 2v1, 2v2, 2v3 sa vi véljer
till sist
|2
V4 = |:1:| .

Sist men inte minst far vi alltsa

Det finns manga andra losningar.

Ovning 7.5. Lat C vara en binér repetitionskod av udda lingd 2k + 1, dér
ett meddelande av langd 1 repeteras 2k + 1 génger. Vi har att C = {0, v},
dér v ar ordet av bara ettor. Dessutom ar d(C) = k. Vi maste visa alla ord
w € (Z/(2))%**1 har avstand som mest k till ett ord i C. Om w har mest nollor
géller d(w,0) < k, om w har mest ettor giller d(w,v) < k.
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Kapitel 8
Ovning 8.1. Lat P(z) vara ett polynom 6ver Z/(p). Skriv
P(z)=ap+aix+ - +ap_ 127 =bg+byw+ -+ by_qaP?

for alla € Z/(p) och for nagra konstanter ao, . ..,ap—1,bo,...,bp—1 € Z/(p).
Vi vill visa att ap = by for alla 0 < k < p — 1. Sétt ¢, = by — ax. Vi kan nu
skriva

O=cy+ciz+- -+ cp_lazpfl

for alla z € Z/(p). Dérmed har polynomet ¢ + ¢z + - - - + ¢p—12P~1 p stycken
nollstéllen. Men enligt Sats 8.1.5 kan inte polynomet ha nagon grad. Darmed
arcp=cy=---=cp_1 =0.

Ovning 8.2. (i) Det finns p? polynom 6ver Z/(p) och pP funktioner fran
Z/(p) till Z/(p) da varje koefficient kan anta p olika virden. Alla funk-
tioner ar darmed polynom.

(ii) f kan skrivas som
f(z) =1+ 1z + 222

for alla x € Z/(p). Darmed har f grad 2.

Ovning 8.3. Vi later koden vara en Reed-Solomon kod C' C (Z/(17))® givet
av en 4 x 8 kontrollmatris

1 1 1 1 1 1
2 3 4 5 6 7
22 32 42 52 62 72

1
1
1
1 23 3% 43 5 ¢ 73

o O o=

Enligt Sats 8.3.3 kommer C ha separation 8 —4 + 1 = 5.
Ovning 8.4. (i) Blocklingden &r 4—2 = 2 och separationen ar 4—2+41 = 3.

(i) C = N(H) och C har dimension 2 sa vi forsoker hitta tva linjart obero-
ende vektorer i N(H). Om v = (z,y,z,w) € N(H) har vi att

0= Ho— T+y+z+w
y+2z+4+ 3w
Valjer vi nu till exempel z = 1,w = 0 far vi att y = 5,2 = 1 sa

(1,5,1,0) € N(H). Véljer vi z = 0,w = 1 far vi istéllet y = 4, z = 2 s&
(2,4,0,1) € N(H). Darmed kommer matrisen

O~ Ot
= O =N

vara en generatormatris till C.
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