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Nagra ord pa vagen

Detta kompendium &r skrivet for att anvandas som kurslitteratur till STOCK-
HOLMS MATEMATISKA CIRKEL under lasaret 2023-2024 och bestar av atta
kapitel.

Kompendiet ar inte tédnkt att lidsas enbart pa egen hand, utan ska ses som
ett skriftligt komplement till undervisningen. Alla elever rekommenderas att
ldsa igenom varje kapitel sjalv innan forelasningen. Det ar inte nodvandigt att
forsta alla detaljer vid den férsta genomlésningen.

Som de flesta matematiska skrifter pa hogre niva ar kompendiet kompakt skri-
vet. Detta innebéar att man i allménhet inte kan ldsa det som en vanlig bok.
Istéllet bor man prova nya satser och definitioner genom att pa egen hand
exemplifiera. Darmed uppnér man oftast en mycket béttre forstaelse av vad
dessa satser och deras bevis gar ut pa.

Till varje kapitel finns ett antal 6vningsuppgifter. De udda 6vningarna har 16s-
ningar ldngst bak i kompendiet. Syftet med dessa &r att eleverna ska kunna
16sa. dem och pa egen hand kontrollera att de forstatt materialet. Ovningar
med jimna nummer saknar facit och kan anvindas som examination. Det re-
kommenderas dock att man forsoker 16sa dessa uppgifter &ven om man inte
examineras pa dem.

Om man kor fast kan man alltid fraga en kompis, en larare pa sin skola eller
nagon av forfattarna. Under arets gang kommer det att finnas 6vningstillfallen
dér eleverna kan jobba med uppgifterna, sjélva eller i grupp, och fa hjilp av
0Ss.

De 6vningsuppgifter som dr nagot svarare markeras med en stjarna (). Upp-
gifter som &r extra utmanande markeras med tva stjarnor (%x).

Vissa 6vningar kan ha flera 16sningar och det som star i facit bor i detta fall
endast ses som ett forslag.

Malet med arets kurs &r att introducera konceptet elliptiska kurvor och att ge
en introduktion till de verktyg som anvinds for att géra algebra inom matema-
tik. Innan vi gor det sa studerar och repeterar vi de grundlaggande principerna
i matematik i kapitel 1. Sedan introducerar vi grupper i kapitel 2 som &r en
viktig typ av matematisk struktur. Kapitel 3 behandlar ett viktigt exempel
av en grupp, namligen Z/(n), och introducerar andra strukturer som ringar
och kroppar. I kapitel 4 lar vi oss mer om ringar och introducerar polynom
over en godtycklig kropp. Kapitel 5 ar forsta gangen vi introducerar konceptet
elliptiska kurvor, som kommer att utgéra huvudtemat for kursen. I kapitel 6
diskuterar vi hur elliptiska kurvor anvénds for att gora kryptografi, och vad
som menas med en elliptisk kurva over en andlig kropp. I kapitel 7 bevisar
vi en mycket central sats géllande elliptiska kurvor 6ver de rationella talen.
Slutligen i kapitel 8 gar vi igenom elliptiska kurvor 6ver de komplexa talen.

vi



Nagra ord om cirkeln

STOCKHOLMS MATEMATISKA CIRKEL dr en kurs for matematikintresserade
gymnasieelever, som arrangeras av Kungliga Tekniska hogskolan och Stock-
holms universitet. Cirkeln startade 1999. Vid starten hade den namnet KTH:s
MATEMATISKA CIRKEL och holls i KTH:s ensamma regi. Ambitionen med cir-
keln &r att sprida kunskap om matematiken och dess anvindningsomréden
utover vad eleverna far genom gymnasiekurser, och att etablera ett ndrmare
samarbete mellan gymnasieskolan och hégskolan. Cirkeln ska sérskilt stimulera
elevernas matematikintresse och inspirera dem till fortsatta naturvetenskapliga
och matematiska studier.

Till varje kurs skrivs ett kompendium som distribueras gratis till eleverna.
Detta material, forelasningsschema och 6vrig information om STOCKHOLMS
MATEMATISKA CIRKEL finns tillgingligt pa

https://www.math-stockholm.se/cirkel

Cirkeln godkinns ofta som en gymnasiekurs eller som matematisk breddning
pa gymnasieskolorna. Det &r upp till varje skola att godkénna cirkeln som en
kurs och det ar lararna fran varje skola som sétter betyg pa kursen. Lararna ar
sjalvklart ocksa valkomna till cirkeln och manga har kommit 6verens med sin
egen skola om att fa cirkeln godkénd som fortbildning eller som undervisning,.

Vi vill gdrna understryka att foreldsningarna ar 6ppna for alla gymnasieelever,
larare eller andra matematikintresserade.

Vi har avsiktligt valt materialet for att ge eleverna en inblick i matematisk
teori och tankesétt och presenterar darfér bade nagra huvudsatser inom varje
omrade och bevisen for dessa resultat. Vi har ocksa som malséttning att bevisa
alla satser som anvdnds om de inte kan forutséttas bekanta av elever fran
gymnasiet.

Forfattarna, sommaren 2023
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1 Matematik

Temat for arets matematiska cirkel &r Elliptiska kurvor. Detta kapitel ar en
introduktion i den matematiska metoden och ett antal grundbegrepp som vi
kommer anvinda oss av i kursen. Under féreldsningen for detta kapitel kommer
vi att fokusera pa avsnitten 1.5-1.6 medan ldsaren uppmanas att sjilv lasa
genom de forsta avsnitten mer noggrant.

1.1 Definition, axiom, sats och bevis

I detta avsnitt ska vi beskriva den matematiska metoden utifran fyra begrepp:
definition, sats, bevis och axiom.

En definition bestammer vad en term betyder sa att man kan arbeta matema-
tiskt med den. Till exempel kan vi definiera udda och jamna tal pa foljande
satt.

Definition 1.1.1. Ett heltal n &r udda om det finns ett heltal & som uppfyller
att n =2k + 1. A

Definition 1.1.2. Ett heltal n ar jémnt om det finns ett heltal k& som uppfyller
att n = 2k. A

Ofta har man en intuition om vad en term betyder redan innan man definierar
den. Léasaren hade till exempel sékert en uppfattning om vad udda och jamna
tal &r innan vi definierade dem. Syftet med en definition &r att precisera detta.

Nér definitionen &r gjord, s& Gverger man sina tidigare uppfattningar om vad
termen betyder och utgar endast ifran definitionen. Man séger att definitionen
ar stipulativ. En definition ar alltsa inte ratt eller fel, utan bara mer eller mindre
anvandbar och intuitiv.

Definitioner bygger ofta pa begrepp som ldsaren &r bekant med. Till exempel
utgar Definition 1.1.1 och 1.1.2 fran att ldsaren redan vet vad ett heltal ar.

En sats ar ett pastaende som bevisats vara sant. Varje sats hér samman med
ett bevis: ett argument for att pastdendet dr sant.

Sats 1.1.3. Om n dr udda, sd dr n+ 1 jimnt.

Bevis. Om n &ar udda sa finns det ett heltal k sa att n = 2k 4 1. Da géller att
n+1=2k+1+1=2k+2=2(k+1).

Eftersom k + 1 ar ett heltal, s& ar n + 1 ett jamnt tal. O

Bevisen kombinerar definitioner och olika logiska slutledningsregler for att na
den 6nskade slutsatsen. Sats 1.1.3 har en syskonsats. Beviset dr mer eller mind-
re identiskt, och lamnas som 6vning.

Sats 1.1.4. Om n ar jamnt, sa dr n+ 1 udda.



En sats vars framsta syfte ar att anvandas i beviset av en annan sats kallas for
en hjdlpsats eller ett lemma. En sats som f6ljer omedelbart ur en annan sats,
till exempel som ett specialfall, kallas for en foljdsats eller ett korollarium.

Ett pastdende maste vara bevisat for att fa kallas for en sats. Om man har
goda skil att tro att ett pastaende &r sant men inte formellt bevisat det kallas
pastaendet for en formodan, eller hypotes. Tva exempel ar Riemannhypotesen
och primtalstvillingsférmodan.

En formodan kan forbli obevisad i hundratals ar. Ett beromt exempel ar Fer-
mats stora sats, som formulerades av Pierre de Fermat (1607-1665) ar 1637
men bevisades forst av Andrew Wiles ar 1995. Riemannhypotesen, som d&nnu
ar obevisad, formulerades 1859 av Bernard Riemann (1826-1866).

Eftersom bevisen utgéar ifran definitionen, och inte var intuition, sd behdver
man ibland bevisa saker som kénns uppenbara. Lasaren vet till exempel att

(i) alla tal &r antingen udda eller jimna, och

(ii) ett tal kan inte vara udda och jamnt samtidigt.

Men om man ldser Definition 1.1.1 och 1.1.2 sa ingar inte dessa pastaenden.
Kan man inte tdnka sig tal som varken dr udda eller jamnt? Eller tal som &ar
bade och?

Bevis utgar ifran antaganden och tidigare kinda satser. Dessa tidigare satser
maéaste ocksa bevisas innan de kan anses giltiga. Men dessa bevis maste ocksa
bygga pa antaganden och satser, som ocksé maste bevisas, och sa vidare.

For att undvika en odndlig kedja av bevis, eller ett cirkuldrt bevis (ett bevis som
anvander sig av det man forsoker bevisa) s4 méaste man gora grundantaganden
som inte behover bevisa. Dessa kallas for axiom. Exempel pa axiom &r att
méngden av heltal existerar och att addition uppfyller

e (Associativitet) For alla heltal n,m,p giller (n+m)+p=n-+ (m+p).

o (Identitet) Det finns ett element 0, som vi kallar nollan, sddan att for
alla heltal n sa géller 0+n=n+0=n.

o (Inverser) For varje heltal n existerar ett heltal (—n), som vi kallar for
minus n, sadan att 0 =n + (—n) = (—n) + n.

o (Kommutativitet) For alla heltal n,m s& géller n +m = m + n.

1.2 Bevistekniker

Ett bevis for en sats ar ett argument som forklarar varfor satsen ar sann.
Vi har redan sett ett exempel nér vi bevisade Sats 1.1.3. I detta avsnitt ska
vi ga igenom tre tekniker for att bevisa matematiska satser: direkta bevis,
motségelsebevis och induktionsbevis.!

bland férekommer termen indirekt bevis. Vissa anvinder det som synonym till motsé-
gelsebevis, andra som en synonym till bevisregeln modus tollens. Vi undviker den helt.



Ett direkt bevis utgar ifran satsens antaganden och definitioner och bevisar
satsen rakt pa, sa att siga. Beviset av Sats 1.1.3 ar ett exempel pa direkt
bevis. Ett annat ar foljande sats.

Sats 1.2.1. Antalet funktioner fran en mdngd A med n element till en mdangd
B med m element dr m".

Bevis. Varje funktion fran A till B kan beskrivas som en tabell dar varje ele-
ment i A motsvaras av precis ett element 1 B. Listan innehaller totalt n platser,
och pa varje plats kan vi vilja bland m element att vilja bland. Alltsa finns
det totalt

m-m---m-m=m"

n stycken

olika funktioner. O

Ibland gar det inte att anvinda direkta bevis, till exempel ndr man ska bevisa
att nagot inte ar fallet. D& kan det vara enklare att anta att det man vill bevisa
ar falskt, och visa att detta leder till en motségelse. Om alla steg i beviset ar
korrekta sd maste det ursprungliga antagandet vara fel. Detta kallas for ett
motsdgelsebevis.

Sats 1.2.2. Ett tal kan inte vara udda och jimnt samtidigt.

Bevis. Antag att n dr ett tal som ar bada udda och jdmnt. D& finns det tva
heltal, k och [, s& att n = 2k och n = 2 4+ 1. D& géller att

=n=20+1= 2k—-2=1= 2(k—1)=1.

Med andra ord finns det heltal m = k — [ s& att 2m = 1. Kan det finns ett
sadant tal? Det finns tva fall.

(i) Om m <0, sd ar 1 = 2m < 0. Motségelse!

(ii)) Om m > 1 sa ar 2m > 2 > 1. Motségelse! O

Ett berémt motsagelsebevis ar foljande.

Sats 1.2.3. Talet /2 dr irrationellt.

Bevis. Antag motsatsen, det vill siga att v/2 = a/b for nagra heltal a och b.
Antag att a och b ar forkortade s& langt som mdojligt. Da kan endast en av a
eller b vara jamn, eftersom om bada &r jamna kan vi skriva

a 2 c
2 = - = — = —
V2 b 2d d
och da var inte a och b forkortade sa langt som mojligt.
Av definitionen av /2 far vi att
2

\@2:2:%2 — 22 = 2.



Den sista ekvationen siger att a? #r jamn. Eftersom kvadrater av udda tal &r
udda (se Ovning 1.25), s méaste a vara ett jamnt tal, det vill sdga a = 2k for
nagot heltal k. Da far vi att

202 = (2k)? = 4k* = b* = 2k%

Eftersom b? dr jamnt, s& maste b vara jimnt. Men nu har vi bevisat att bade a
och b ar jadmna, vilket var omdjligt eftersom vi hade forkortat braket sa langt
som mojligt. Detta dr en motséagelse. O

Att bevis inkluderar antaganden och smé hjélpsatser som inte ndmns ar sna-
rare regel &n undantag, till exempel ldgger vi néstan aldrig tid pa att visa
2 > 0 i mitten av ett bevis. Ifall man bevisade precis vartenda antagande
och pastaende utifran axiomen varje gang skulle bevisen bli valdigt langa och
komplicerade. Lasaren forviantas sjalv fylla i de luckor som uppstar.

Det hénder dock att uppenbara antaganden &r mycket svara, till och med
omdjliga, att bevisa utifran definitionerna. Historien ar fylld av matematiker
som gjort till synes sjalvklara antaganden som sedan visat sig vara svara att
bevisa.

Beviset av Sats 1.2.3 &r ett exempel pa det. Vi antar att ett brak kan forkortas
sa langt som mojligt. Detta &r inte sjalvklart, utan bygger i sjalva verket pa
aritmetikens fundamentalsats som vi inte kommer att behandla i kursen.

Den tredje bevistekniken som finns kallas for induktionsbevis men den kommer
vi inte behova i den héar kursen.

1.3 Olika satser och hur man bevisar dem

I foregaende avsnitt diskuterade vi olika bevistekniker. Men vilka tekniker &r
lampliga for vilka typer av satser?

e Implikation: Man sédger att P implicerar () om () ar sant nér P ar det.
Ett exempel ar Sats 1.1.4, som séger att om ett tal n &r jAmnt, sa ar
talet n + 1 udda. Man brukar beteckna implikationer med en tjock pil
=, s& att P medfor @ skrivs

P = Q.

En implikation kan bevisas med ett direkt bevis. Da antar man att P
ar sant, och sedan visar man att () ocksd méaste vara sant (det ar sa
vi bevisar Sats 1.1.4). Man kan ocksa anvinda ett motségelsebevis. Da
antar man att P &r sann och att ) ar falsk, och bevisar en motségelse.

Ett tredje séitt att bevisa att P implicerar @ dr att bevisa att om @ ar

falsk, sa ar P falsk. Detta kallas for omwvdndningen av en implikation.

e Ekvivalens: En ekvivalens ar nér tva pastaenden P och @) implicerar
varandra, alltsa att om P sa (), och om ) s& P. Man brukar anvanda



frasen P om och endast om (). Man anvénder tjocka dubbelpilar for att
beteckna ekvivalenser, sa att P om och endast om @ skrivs som

P = Q.

Ekvivalenser bevisas genom att forsta visa att P implicerar (), och sedan
att @ implicerar P.

e Universalsats: En universalsats siger att alla n i en méangd M uppfyller
nagot villkor P. Universalsatser kan bevisas som implikationer, genom
att omformulera universalsatsen som att om n ligger i méngden M, sa
uppfyller n villkoret P, det vill siga

n € M = n uppfyller P

Man kan &ven bevisa en universalsats genom ett motségelsebevis. Da
antar man att det finns ett n i M som inte uppfyller P, och bevisar att
det &r omojligt.

¢ Existenssats: En existenssats séger att finns ett objekt n som har egen-
skapen P. Den typiska existenssatsen #r ekvationslosning. Att 22 = 3 har
en 16sning &r en existenssats, och kan omformuleras som att det finns ett
tal  sa att z2 = 3.

Ett satt att bevisa en existenssats ar att konstruera det sokta objektet
utifran objekt man redan vet finns. Till exempel sa kan man bevisa att
det finns ett udda kvadrattal genom att notera att 32 = 9 #ir udda och
ett kvadrattal.

Man kan ocksa anvinda ett motsiagelsebevis. D4 antar man att det inte
existerar nagon objekt med egenskapen P och visar att det leder till en
motségelse. Dessa bevis har fordelen att vi inte behéver beskriva hur
objektet konstrueras. I gengéld kan bevisen vara mycket komplicerade.

En variant pa universalsatsen ar att inget n i M uppfyller P. Den kan omfor-
muleras som att alla n i M saknar egenskapen P. For dessa typer av satser &ar
motségelsebevis ofta smidiga: man antar att det finns ett n i M som uppfyller
P och hérleder en motségelse.

Universal- och existenssatser ar duala till varandra, i bemérkelsen att om du
ska bevisa en existenssats med hjilp av ett motsigelsebevis sa antar du en
universalsats, och vice versa, se bevisen av 1.2.2 och 1.2.3.

1.4 Mangder

En mdngd ar en samling objekt. Man kan samla néstan vad man vill i en
miéngd: tal, katter, och andra méngder.? Det viktiga ér att man alltid kan av-
gora ifall ett objekt tillhér méngden eller inte. De objekt som ligger i méngden
kallas for element.

2Vi skriver néstan av en anledning. Det finns samlingar av objekt som kan beskrivas men
som inte utgér en méngd. Detta kallas Russells paradoz, efter Bertrand Russell (1872-1970).
Russells exempel ar samlingen av alla méangder som inte innehaller sig sjélv.



Det lattaste séttet att beskriva en méngd &ar att rdkna upp elementen som
ingar i den. For att markera att objekten ligger i en méngd, s& omger man
listan med mdngdklamrar { och }. Méngden som innehaller 1, 2 och 3 skrivs
alltsa som

{1,2,3}.

Tva méngder A och B &r lika om de innehaller samma element, vilket skrivs
A = B. Det spelar ingen roll i vilken ordning man skriver elementen eller hur
méanga ganger de listas. Darfor géller att

{1,1,2,3} = {1,2,3} = {2,3,1}.

Om ett element x tillhor en méangd A brukar man skriva x € A, vilket uttalas
som z tillhér A. Om x inte tillhor A skriver man = ¢ A. Antalet element som
tillhor en méngd A brukar betecknas med |A| eller #A. Eftersom vi inte vill
blanda ihop detta begrepp med absolutbeloppet av ett tal som introduceras
senare i detta kapitel anvinder vi #.

Méngden pé formen {} innehéller inte nagra element alls och kallas den tomma
mdngden. Den brukar betecknas med @ och ar unik i aspekten att den saknar
element, vi skriver alltsd #0 = 0.

En méngd kan innehalla andra méngder som element. Mangden

A= {{17 2}73}

har tva element vilket skrivs som #A = 2. Dess element &r: méngden {1,2}
och talet 3. Méngden {1,2} innehaller i sin tur elementen 1 och 2. Diremot
innehaller A varken 1 eller 2, det vill sédga

{1,2} € A men 1 ¢ A.

Att méngder kan innehalla andra méngder kan ha paradoxala konsekvenser.
Till exempel kan vi lagga den tomma méngden i en méngd, och bilda médngden
av den tomma mangden.

A={0} ={{}}
Méangden A innehaller ett element, den tomma méngden, och ar darfor inte

tom. Méngden av den tomma maiangden &r alltsa inte lika med den tomma
méngden.

Detta verkar motségelsefullt. Den tomma méangden &r ju tom, s méangden
av den tomma méngden borde ju ocksa vara tom? Tricket ar att skilja pa
méngden och elementen i méngden. Den tomma méngden &r ju ett element
i sig, &ven om den inte innehéller nagra element, precis som att 0 &r ett tal,
trots att representerar ett antal som inte finns. Man kan ténka sig att en pase
som innehéaller en annan tom pase, inte ar tom.

Det finns ingen begrédnsning pa hur stor en méngd kan vara, och de flesta
méngder man studerar innehaller oéndligt manga element. Dessa méngder kan
naturligtvis inte skrivas ut som en lista. Istdllet beskriver man dem med mdngd-
byggaren, som har foljande allmédnna form {z | villkor p& z}. Den hir méngden
bestar av alla element som uppfyller villkoret. Ett exempel &r méngden

{n|n arjamnt} ={...,—4,-2,0,2,4,...}



som innehéaller alla jdmna tal.

En mingd B ar en delmdngd av en méngd A om alla element som tillhér B
dven tillhor A. Man skriver detta som B C A. Till exempel s& ar {1,2} en
delméngd av {1, 2,3}, eftersom 1 och 2 &r element i bada méngderna. Om tva
méangder dr delmangder av varandra sa ar de lika.

En icke-tom méngd har alltid minst tva delméngder: sig sjalv och den tomma
méngden. En delméngd B av A ar dkta om B # A.

Det ar latt att blanda ihop element och delméngder. Det beror pa att méng-
der kan innehalla andra méngder, sa att en delméngd av en méngd kan vara
ett element i méngden. Médngden A = {O} &r ett bra exempel. Den tomma
méngden ar bade ett element i och en delméngd av A.

I mangden A = {1,2,{1,2}} ar {1,2} bade en delméngd och ett element.
Déremot s& ar {1} enbart en delméngd av A, medan 1 enbart &r ett element.

De olika talsystemen kan ses som méngder av tal, och har fatt egna beteck-
ningar. De naturliga talen betecknas med N och bestar av talen 0, 1, 2, 3, och
sa vidare.?

Naturliga tal kan adderas och multipliceras utan problem. Resultatet ar alltid
ett nytt naturligt tal. For att subtrahera behover vi inféra de negativa talen
—1, —2, och sa vidare. De naturliga talen tillsammans med de negativa talen
kallas for heltalen, och betecknas med Z (av tyskans Zahl = tal).

Heltal kan adderas, subtraheras och multipliceras. Man kan daremot inte di-
videra dem med varandra. For detta kréavs rationella tal. De definieras som
alla kvoter a/b, dér a och b &r heltal och b &r skilt fran 0. Mangden av alla
rationella tal betecknas med Q.

6 4 -2 0 2 4

\l

Figur 1.1: Tallinjen runt 0.

De rationella talen ligger pa den sa kallade tallinjen, som géar fran negativa tal
till vanster och till positiva tal till hoger (se Figur 1.1). Det finns dock tal som
inte #r rationella, men som #ndé ligger pa tallinjen. Ett exempel &r v/2, som &r
langden pa diagonalen i en kvadrat med sidan 1. Ligger man till dessa tal far
de reella talen, som betecknas med R.* Reella tal som inte &r rationella kallas
for irrationella.

3Vissa exkluderar 0 fran de naturliga talen. Att inkludera 0 har dock férdelar. Om man
borjar rikna fran 0 och gar ett steg i taget kommer man ha gitt n steg ndr man riknat till
n. Exempel: om vi rdknar till 3 fran 0 sa far vi 0 — 1 — 2 — 3, vilket &r 3 steg. Om vi
borjar fran 1 far vi istdllet 1 — 2 — 3, vilket ar 2 steg.

1Reella tal #r mycket mystiska. Den matematiska cirkeln 2016-2017, Vad dr ett tal?,
handlade om hur man kan definiera dem i termer av rationella tal. Den intresserade ldsaren
uppmanas att séka upp kompendiet pa Cirkelns hemsida: https://www.math-stockholm.
se/samverkan/cirkel/


https://www.math-stockholm.se/samverkan/cirkel/
https://www.math-stockholm.se/samverkan/cirkel/

2 i.e+2i €
e,T R
3/2.5/3  Q
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0,1,2 N

Figur 1.2: De olika talsystemen fran N till C.

De reella talen kan utvidgas ytterligare till de kompleza talen, som betecknas
med C, genom att ligga till ett tal ¢ som uppfyller 2 = —1.

1.5 Funktioner

En funktion f fradn en mangd X till en méngd Y beskriver hur man parar ihop
element i en méngd X med element i en méngd Y. Det brukar skrivas som
f: X = Y. Mangden X kallas for definitionsmdngd och méngden Y kallas for
malmdngd. Man kan se f som en process som tar ett element i méngden X
och avger ett element som ligger i méangden Y. Nér man tillimpar en funktion
pa ett element x i X sa kallas x for funktionens argument. Mangden av alla
viarden en funktion i praktiken antar kallas for funktionens vdrdemdngd, och
denna betecknas ofta med V. Virdeméngden ar da alltsd en delmangd av
malméngden, och kan beskrivas som Vy = {f(z) | « € X}. Till exempel &r
sin(z) en funktion fran R till R, s& funktionens malméingd ar alltsd R, men
viardeméngden &ar [—1,1].

Tva funktioner &r lika nér de har samma definitionsméngd, samma méalméngd
och de ar lika pa alla element i definitionsméngden. Definitions- och malméng-
den &r alltsa en del av funktionen.

Figur 1.3: En funktion f fran X till Y.

Funktioner beskrivs ofta med formler. Exempelvis sa kan funktionen f: N — N
som tar ett naturligt tal och returnerar dess kvadrat beskrivas som f(n) = n?.
Alla polynom kan ses som en funktion fran R till R, som berdknas genom
att man sétter in talet x i uttrycket. En funktion maste dock inte ges av en
formel. Det enda som krévs dr att funktionen &r definierad for alla element

i definitionsméngden, och att den alltid ger samma svar. Vi ger nu ett par



exempel pa detta och hur man istéllet kan beskriva en funktion.

Exempel 1.5.1. Vart forsta exempel ar absolutbeloppet |z| av ett reellt tal z,
som definieras som avstandet pa tallinjen fran x till origo. Detta ar en funktion
vars definitionsméngd och malméngd &r R. Man kan berdkna den genom att
man tar bort eventuella minustecken framfor talet, det vill siaga

2] T omx >0
xr| =
—z omz <0.
Exempelvis sa géller | — 3| = —(—3) = 3 och |2] = 2. A

Exempel 1.5.2. Golvfunktionen &r funktionen som avbildar reella tal z pa
heltalet man far ndr man avrundar x nedat. Vi bendmner den funktionen med
|...]. For att fortydliga hur denna och andra funktioner anvinds brukar vi
skriva pa foljande sétt

|...]: R—=Z
xr— |x].
eftersom det kanske inte &r uppenbart for ldsaren att man ska skriva |x| nér

man vill referera till funktionens virde vid punkten x istéllet for |...|, eller

|...](z). Exempelvis sa géller |7| = 3. A

En funktion f: R — R kan beskrivas genom sin graf, som definieras som méng-
den av punkter i planet pa formen (z, f(x)).

9 —

_— 2

(a) Grafen av f(z) = |z] (b) Grafen av funktionen f(z) = |z

Figur 1.4: Golv- och absolutbeloppsfunktionen.

Om man istéllet betraktar en funktion med &ndlig definitionsméngd kan man
beskriva den med en tabell.

Exempel 1.5.3. Betrakta funktionen fran méngden {1,2,3} till méngden
{2,3,4,5} dér f(1) =3 och f(2) =4 och f(3) = 3. Vi kan beskriva denna med
en tabell eftersom vi bara dndligt ménga element i var definitionsméngd,

| | | =
"
SN—

WD =] M




Vi kan ocksa beskriva den med en formel eftersom definitionsméngden och
méalméngden &r delméngder till de reella talen R sa till exempel géller

flz)=4—(z—2)~% A

Exempel 1.5.4. Betrakta funktionen fran méngden {hund, katt} till mdngden
{0,1} dér f(hund) = 0 och f(katt) = 1. Vi kan beskriva denna med en tabell

eftersom vi bara har &ndligt manga element i var definitionsméngd,

X

hund
katt

~lo|=
"
N—

Det finns dock inte nagon vettig formel som beskriver f eftersom det inte finns
nagot vilkint satt att ’addera’ eller 'multiplicera’ orden hund och katt pa ett
sitt som ger ett tal. A

Definition 1.5.5. Givet tva funktioner sddana att den enas definitionsméngd
ar den andras malmangd, f: Y — Z och g: X — Y kan vi definiera deras
sammansdattning f o g: X — Z enligt regeln

(fog)(x) = flg(x)). A

Definition 1.5.6. Givet en funktion f: X — Y och en delmingd A C X sa
kallar vi méngden {f(z) | x € A} {or bilden av A och den betecknas f(A). Om
x ar ett element i X brukar vi dven kalla f(x) for bilden av x. A

Definition 1.5.7. Givet en funktion f: X — Y och en delméngd B C Y sa
kallar vi méngden {z | f(x) € B} for urbilden av B. Om y &r ett element i Y
brukar vi kalla urbilden {z | f(x) = y} for fibern av y. Givet ett element x i
fibern av y kommer vi i den hér kursen beteckna fibern av y med [z]. A

Definition 1.5.8. Vi sédger att en funktion f: X — Y &r surjektiv om alla
element i Y &r bilden av nagot element i X, det vill siga om vardeméngden
overensstammer med malméngden. En funktion ségs vara injektiv om varje
element i virdeméngden &r bilden av exakt ett element i definitionsméngden.
Om en funktion &r bade surjektiv och injektiv sdger vi att funktionen ar bijektiv.

A

Notera att en bijektiv funktion &r inverterbar: Det vill sdga, det existerar
en funktion som kallas den inversa funktionen eller f~' med beskrivningen
1Y — X och f71(f(x)) = x for alla z € X och f(f1(y)) = y for alla
y € Y. Den inversa funktionen, om den finns, &r alltsd den funktion som for
varje element y € Y ger det unika elementet x € X som har egenskapen
att f(z) = y. I 6vning 1.14 ser vi exempelvis att en strikt vixande funktion
f: R — R ar injektiv. Det &r dven vért att notera att en injektiv funktion blir
bijektiv om vi byter ut malméangden mot vardeméangden.

Huruvida en funktion &r inverterbar eller ej beror inte bara pa regeln som
beskriver funktionen, utan pa definitionsmangd och malméangden.
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Exempel 1.5.9. Betrakta funktionen f(x) = 2% som tar ett tal och kvadrerar
det.

Betraktat som funktion fran R till R &r den inte inverterbar. Den &r inte
surjektiv eftersom det till exempel inte finns nagot z € R sa att z2 = —1.
Problemet hér &r alltsa att funktionens mélméngd inte Gverensstammer med
dess vardeméangd, det vill sdga att funktionen inte ar surjektiv.

Detta problem kan 16sas genom att begransa malméngden till virdeméangden,
men dven om vi betraktar f som en funktion fran R till dess virdeméngd, det
vill sdga méngden av icke-negativa tal [0, 00), s& ar funktionen inte inverterbar.
Vi har fortfarande problemet att funktionen inte &r injektiv. Till exempel sa
har vi (—=1)2 = 12 = 1 och eftersom det finns tva element som avbildas pa 1,
kan vi inte entydigt definiera en invers funktion.

Om vi déremot betraktar f som en funktion fran [0, c0) till [0, 00) sa &r den
bade injektiv och surjektiv, det vill sdga bijektiv, och saledes har funktionen
en vildefinierad invers, namligen f~!(x) = /z. Till exempel sa dr i detta fall
f~1(1) = 1 eftersom vi bara far viilja den positiva roten.

Vi har en liknande situation med sin(z) och cos(x). Betraktade som funktioner
fran R till R ar dessa funktioner varken injektiva eller surjektiva, men genom
att betrakta sin(z) som en funktion fran [—m /2, 7/2] till [-1, 1] och cos(z) som
en funktion fran [0, 7] till [—1, 1] erhaller vi bijektiva, och séledes inverterbara
funktioner. A

1.6 Mangdoperationer

I detta avsnitt ska vi beskriva ett antal olika sétt fran en eller flera méangder
skapa en ny méngd. Vi kallar dessa for mdangdoperationer. I nista kapitel kom-
mer vi dven att se hur vissa av dessa mangdoperationer gar att generalisera
till andra situationer.

For att illustrera méngder anvinder man ibland Venndiagram, efter matema-
tikern John Venn (1834-1923). Dér representeras méangder som enkla former,
oftast cirklar, och formernas férhallanden till varandra motsvarar méangdernas.
Till exempel kan man illustrera att B ar en delméngd av A genom att rita dem
som tva cirklar, dér B ligger inuti A.

®:

Figur 1.5: Venndiagram fér B C A.
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Unionen

Unionen av méngderna A och B dr mingden som bestar av alla element som
ligger i A eller i B. Den betecknas med A U B och definieras som

AUB ={z |z € Aeller x € B}.

Ett exempel ar {1,2,3} U{2,3,4} ={1,2,3,4}.

Figur 1.6: Venndiagram for AU B.

Snittet

Snittet av méngderna A och B &r méngden som bestar av alla element som
ligger i A och i B. Den betecknas med A N B och definieras som

ANB={z|z € Aochzxe B}

Ett exempel ar {1,2,3} N{2,3,4} = {2,3}.

Figur 1.7: Venndiagram for AN B.

Tva méangder A och B sidgs vara disjunkta om de inte har nagra gemensamma
element, det vill siga om AN B = Q.
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Differensen och komplementet

Differensen av en mangd A och B 4r méngden som bestar av alla element som
ligger i A men inte i B. Den betecknas med A\ B och definieras som

A\ B={x |z € Aochz ¢ B}.
Ett exempel ar {1,2,3}\ {2,3,4} = {1}.

A\B
Figur 1.8: Venndiagram for A\ B.

Notera att A\ B inte ar lika med B \ A, exempelvis géller
{2’ 354} \ {15 2, 3} = {4} # {1} = {17273} \ {27?”4}'

Om alla upptrddande méngder dr delméngder av en viss mer eller mindre
underforstadd grundméngd M talar man ofta om M \ A som komplementet
till A (med avseende pa M). Vi kommer att beteckna komplementet till A
med A€. Om vi till exempel pratar om méngder av heltal, och vi till exempel
betraktar méngden A = {1,2, 3}, sd avser komplementet till A méngden av
alla heltal forutom 1,2 och 3.

Symmetrisk differens

Den symmetriska differensen av tva méngder A, B definieras som méangden av
element som ligger bara i A eller bara i B. Vi skriver detta som

AAB={z |z € (AUB)och x ¢ (AN B)}.

AAB

Figur 1.9: Venndiagram for AAB.
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Exempelvis géller {2,3,4}A{1,2,3} = {1,4}.

Den kartesiska produkten

Den kartesiska produkten av tva méngder A och B &r méingden som bestar av
alla par av element sé att det forsta ligger i A och det andra i B. Den betecknas
med A x B och definieras som

Ax B={(z,y) | x € Aochy € B}.

Tva olika exempel ar

{a,b,c} x{z,y} = {(a,2),(a,y), (b,2), (b, y), (¢, ), (c,y)}
1,2,3) x {2,3,4) = {(1,2), (1,3), (1,4), (2,2), (2,3), (2,4), (3, 2), (3,3), (3,4)}.

Notera att ordningen ar viktig, exempelvis géller (1,2) € {1,2,3} x {2,3,4}
men (2,1) & {1,2,3} x {2,3,4}.

B AxB

(ay) (b.y)

ye ° °

(ax) (b.x)
xXe L * *
Ca ) b ) B j

A

Figur 1.10: Venndiagram fér A x B.

Nér vi tar den kartesiska produkten av en méngd med sig sjalv brukar vi
anviinda notationen A% = A x A. Mer allménnt skriver vi

A"=Ax ... x A={(a1,...,a,) | allaa; € A}.
—_——

n ganger
Till exempel &r det reella talplanet R x R vilket vi brukar beteckna med R?.

Mingden av funktioner

Mangden av funktioner fran méngden A till mdngden B &r méngden som bestér
av alla funktioner fran A till B. Den betecknas med B4 och definieras som

BA={f|f: A— B}
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Ett exempel ar

fx)||x | fx)]]x [{x)]||x |{x)
2
2 2 13 2 |2 2 13

—
(\]

{2,331 =

DO =] K

vilken ocksa kan skrivas som

{2,302 = {f(2) =2, f(2) =2 + 1, f(&) =4 — =, f(z) = 3}.

{1,2} {2,3} {1,2} {2,3}

<

1o > o2

2 563

{1,2} {2,3} {1,2} {2,3}
H H

Figur 1.11: Tllustration av {2,3}2},

Potensmingd

Vi definierar potensmdngden av en mingd som méngden av alla delméngder
till en méngd A. Den betecknas med

24 = {B| B C A}.
Ett exempel ar

2(42) = {0, {a}, {0}, {c}. {a. b}, {a,c}, {b, c}, {a,b,c}},

Kvotméngd (6verkurs)

Kvotmdngden av A kan definieras pa manga olika sétt. Vi véljer att definiera
kvotméngden av A givet en funktion f: A — B som mingden vars element &r
fibrerna till f. Elementen i kvotméangden ar alltsi delméangder till A pé& formen
{z € A: f(z) = b}. For varje a € A anvénder vi notationen

[a] ={z € A: f(z) = f(a)}.

Vi kallar i denna kontext méngden [a] f6r en ekvivalensklass och vi kallar a for
en representant for ekvivalensklassen [a]. Olika element a # b € A kan vara
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representanter for samma ekvivalensklass, vi séger att a och b ar ekvivalenta
nér [a] = [b]. Detta inducerar en s.k. ekvivalensrelation mellan elementen i A
som vi betecknar med ~.

Vi definierar kvotméngden
A/~ ={[a]|a€ A}

Lat oss demonstrera detta med ett par exempel.
Exempel 1.6.1. Lat A = {a,b,c,d,e, f,g} och
»: A—{0,1,2,3,4}
¢la) =¢(0) =0 o(g)=1 o(f) =2 é(c)=3 ¢(d)=d(e) =4.

och da blir
A/ ~ = {{CL, b}, {g}, {f}7 {C}, {dv 6}}

ay w a e
° .c ° o c. .
gle e d £ f. .
L] ° L]
i e - e
Figur 1.12: Illustration av hur elementen i A/ ~ &r delméngder till A. A

Exempel 1.6.2. Ifall f: Z — {0,1} definieras som

F(n) = {0 om n jamnt

1 om n udda.

Da kan vi se att
z/ ~ =A{[0],[1]}

dr en méngd med tva element, [0] som dr méngden av de jimna talen och [1]

som &r méngden av de udda talen. Till exempel géller det att [1] = [3] = [51],
eftersom talen 1,3,51 kan alla véljas som representanter fér de udda talen i
detta exempel. A
Ovningar

Ovning 1.1. Lista elementen i foljande méngder.
(i) A={neN|Ek <5}
(i) B={1,2,{2,3}}.
(i) C ={k € Z | k* < 16}.
(iv) AnB.
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(v) (C\ A)uUB.

ﬁvning 1.2. Lista elementen i foljande méngder.
(i) A={zeQ|2?=2}
(i) B={0,1,2,3}.

(BUA)NC.

)
)
(iii) C ={p/q|p,q e N0 <p<3ochl<q<3}
(iv)
(v) (CNB)\ A.

Ovning 1.3. For nedanstiende par av mingder A och B, avgér om A och
B ar lika, disjunkta, nagon av dem &r en &kta delméngd av den andra eller
ingetdera.

(i) A={1,2,3} och B ={1,1,2}.

(i) A={0,1,2} och B={n € N|n? < 9}.

(i) A={{}} och B={zr e N|2z=—2}.

(iv) A={z €R||z|<1}och B={z eR ||z — 1| < 1}.
(v) A={r Q|22 =2} och B={z cR|2%=2}.

Ovning 1.4. For nedanstéende par av méngder A och B, avgoér om A och B
ar lika, disjunkta eller ndgon av dem é&r en dkta delméngd av den andra.

(i) A={-2,0,2} och B={x € Z | |z| < 3 och = &r jamnt}.

i) A={r€R|22<2}och B={rcQ|z?>2}.

)
)
(i) A={z € Z | x ar jamnt} och B = {x € Z | = ar kvadrattal}.
(iv) A={x € Z |22 = -2} och B={x € N| 2z = 2}.

) A

(v

Ovning 1.5. Anvind méingdbyggaren for att definiera foljande méngder.

={0,{0}} och B ={0}.

(i) Méngden av jamna, positiva heltal.
(ii) Méngden av rationella tal r s& att 2r &r ett heltal.
(iii) Méngden av irrationella tal som ligger inom avstand 1 fran origo.

Ovning 1.6. Anvind méingdbyggaren for att definiera foljande méngder.

(i) Méngden av alla kvadrattal som &r storre &n 2.

(ii) Mingden av rationella l6sningar till 24 + 22 — 1 = 0.

17



(iii) Méngden av rationella tal som &r volymen av en kub med rationella
sidor.

Ovning 1.7. Ange méjlig definitionsméingd och malméngd for foljande funk-
tioner.

(i) Funktionen som ger det n:te kvadrattalet.
(ii) Funktionen som berdknar arean av triangel.
(iii) Funktionen beréknar derivatan av ett andragradspolynom.

Ovning 1.8. Ange mojlig definitionsméingd och méalméngd for foljande funk-
tioner.

(i) Funktionen som ger arean av cirkel med radie 7.
(ii) Funktionen som ger avstandet mellan 1 och ett tal r pa tallinjen.

(iii) Funktionen som ger de rationella nollstéllena till ett forstagradspolynom
med rationella koefficienter.

Ovning 1.9. Ar foljande funktioner eller inte? Om inte, motivera varfor.

(i) f:R >R dir

_JlomzeQ
f(x)_{OomxgéQ.

(i) f:N—=Qdir f(n) =+/n.

(iii) f : R — R sa att f(z) = 0 med sannolikhet 1/2 och f(z) = 1 med
sannolikhet 1/2.

(iv) f:{0} — R dér f(0) =1 om ordet Balkong bérjar pa B.

Ovning 1.10. Ar féljande funktioner eller inte? Om inte, motivera varfor.

(i) f:7Z — N, déar f(n) &r siffersumman i det vanliga (decimala) talsyste-
met. Obs, alla siffror ar icke-negativa.

(ii) f:R — Q, dar f(z) =x/2.
(iii) f:N =R, dir f(n) = "Vn+ 1.
(iv) f:Q— Z, dér f(p/q) = p.
Ovning 1.11. Avgér om foljande funktioner &r lika eller inte? Motivera varfor.
(i) f:R—=R, f(z)=|z| och g : R = R, g(z) = Va2
(i) f:Z—Q, f(n)=1/noch g:N—Q, g(m)=1/m.

(iii) f:N=Q, f(n)=n/(n+1)ochg:N—=R, g(z) =z2/(z+1).
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Ovning 1.12. Avgér om foljande funktioner #r lika eller inte? Om inte, moti-
vera varfor.

(i) fR=R, f(z)=22+2r+1ochg:R—=R, gx) = (v +1)2
(i) f:Z —Z, f(x) =2%och g:Z — Z, g(x) = |z|?.
(iii) f: R =R, f(x) =frac(z) ochg: Q = R, g(z) =2 — |x].

Ovning 1.13. Vad ér virdeméngden i exemplen 1.5.3 och 1.5.47 Avgor i vilka
av de tva exemplen som f &r injektiv och i vilka som f &r surjektiv.

Ovning 1.14. Bevisa att en stringt vixande funktion, alltsé en funktion med
egenskapen
1 <x2 = f(z1) < f(22)

ar injektiv.
Ovning 1.15. Visa att A och B #r disjunkta om och endast om A\ B = A.

Ovning 1.16. Visa att for tva méngder A, B si uppfyller operationerna U, N, A€
(dér A® betecknar méngdkomplement) foljande rikneregler,

(AUB)Y =4°nBY (AnB)“ = A°uUB°.
Ovning 1.17. Visa att foljande riakneregler haller
A\B=A\(ANB) (AUB)\C = (A\CO)
Ovning 1.18. Visa att
AAB =(A\B)U(B\ A).
Ledtrad: Anvénd 6vningen 1.17.

Ovning 1.19. Visa att sammansittningen av tva bijektioner #r en bijektion.

Ovning 1.20. Visa att
Al ~ c 2.

Ovning 1.21. Visa att antalet element i Ax B &r produkten av antalet element
i A och antalet element i B.

Ovning 1.22. Visa att den kartesiska produkten av tva delméngder &r del-
méangd till den kartesiska produkten av grundméngderna. Alltsd om B C A
och Y C X giller det att

BxY CAxX.

Ovning 1.23. Visa att potensméingden 24 = {B | B C B} #r ett specialfall
av mangdoperationen Y4 for ett par av mingder A,Y. Gor detta genom att
visa att foljande funktion ar en bijektion,

x 24 = {0,1}4
B — xpB.
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Har definierar vi indikatorfunktionen av B som
XB A — {0, 1}

loma€eB
a+—
0Ooma¢ B.

Dra slutsatsen att 24 har 2#4) antal element.

Ovning 1.24 (x). Anvind ett direkt bevis for att bevisa att om n &r ett jaimnt
tal sd dr n + 1 ett udda tal (detta &r Sats 1.1.4).

Ovning 1.25 (x). Anvind ett direkt bevis for att bevisa att om n #r udda sa
ar n? udda.

Ovning 1.26 (x). Anvind ett motsigelsebevis for att bevisa att summan av
ett irrationellt tal och ett rationellt tal ar irrationellt.

Ovning 1.27 (). Anvind ett motsigelsebevis for att bevisa att om a +b > ¢
sa ar antingen a > ¢/2 eller b > ¢/2

Ovning 1.28 (). Bevisa att om ab = ¢ si ar a > /c och b < /¢, eller
tvartom.

Ovning 1.29 (). Bevisa att det finns tva irrationella tal a och b s& att a® &r
rationellt. Tips: anviind att v/2 &r irrationellt.

Ovning 1.30 (). Bevisa att det finns alla rationella tal kan skrivas som en
produkt av tva irrationella tal.

Ovning 1.31 (). Visa foljande pastaenden for heltalen (du bér anviinda det
du bevisat i ena for att bevisa nésta).

(i) Multiplikation med ett positivt tal bevarar olikheter. Alltsa for m > 0
géller
r<n = mr < mn.

(ii) Ett positivt heltal kan inte dela ett mindre positivt heltal. Alltsa

0<7r<n = n delar inte r.

(iii) Differensen av tva heltal delbara med n &r ocksa delbar med n.
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2 Grupper

I detta kapitel introducerar vi ett nytt koncept som vi kallar for en matematisk
grupp. I talsprak kan man séga att en grupp ar en mangd av objekt som har
ett recept for hur man kan kombinera par av element for att skapa ett tredje
element av samma sort. Exempelvis s &r heltalen en grupp, eftersom vi kan
addera ett par av heltal for att skapa ett tredje heltal. Ett annat exempel
pa en grupp dr mingden av positiva reella tal, detta eftersom produkten av
tva positiva reella tal ocksa ar ett positivt reellt tal. Som tredje exempel och
utblick sa dr huvudtemat for denna kurs, de elliptiska kurvorna, ocksa grupper.
Konceptet av en grupp ar grundstenen for vad vi idag kallar for abstrakt algebra.

For att betona betydelsen av detta kapitel sa ar grupper alltsa méangder dar vi
kan utova algebra och de generaliserar den algebra som vi vanligtvis utovar pa
tallinjen. Vi kommer i senare kapitel behova definitionen av en grupp for att
sitta ord pa hur varje elliptisk kurva har en vildigt intressant och rik algebraisk
struktur.

Definition 2.0.1. En grupp &r ett par (G, ) dar G ar en méngd och * ar en
funktion

+:GxG—= G
(z,y) = zxy

som vi kallar for grupp-operationen och den uppfyller gruppaziomen:

(i) (Associativitet) For alla element z,y, z € G géller (zxy)*z = x* (y*z).

(ii) (Identitet) Det finns ett element e € G, som vi kallar identitetselement,
sadan att for alla x € G géller exx = x e = x.

(iii) (Inverser) For varje element z € G existerar ett element 2! € G, som

vi kallar for inversen av x, sadan att e = x x ™ =271 x .

En grupp (G, ) kallas abelsk om den dessutom uppfyller ett fjarde villkor:
(iv) (Kommutativitet) For alla z,y € G sa géller x x y = y * x. A

Notera att gruppoperationen inte maste heta *, den kan ocksa heta x, +,-, A
och sa vidare. Beroende pa vilken grupp man jobbar med, sdsom heltalen eller
permutationsgruppen framgar det ofta fran kontexten vilken gruppoperation
man jobbar med. Man brukar alltsa ofta bara skriva G’ ndr man syftar pa
en grupp, dar gruppoperation antingen framgar fran kontexten eller dar det
inte spelar nagon roll vad for namn man ger gruppoperationen. Pa samma sétt
maste identiteten inte heta just e, antingen har den ofta ett speciellt namn for
vara favoritgrupper, eller sa spelar det inte sa stor roll vad man bendmner den.
Identitetselementet kan till exempel heta id, ¢, u, 0,1 eller nagot dylikt.

I denna kurs kommer vi att fokusera pa abelska grupper. Vi ger nu tva funda-
mentala exempel pa abelska grupper.
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Exempel 2.0.2. Lat oss beteckna méngden av positiva reella tal med R~ . Ett
forsta exempel pa en grupp ar de positiva reella talen med gruppoperationen
multiplikation - vilket vi betecknar med (Rsg, -). Detta kan vi bekréafta eftersom
for positiva reella tal uppfyller gruppaxiomen:

(Associativitet) For alla element z,y,z € Ry giller (z-y)-z=z-(y - 2).

(Identitet) For elementet 1 € R, som vi kallar ettan, géller for alla x € R
att l-z=2-1=u=x.

(Inverser) For varje element x € Ry existerar ett element % € Ryg, som vi

kallar for ett dver x, sadan att 1 = x - % = % - T.
(Kommutativ) For alla z,y € Ry sa giller v -y =y - . A

Exempel 2.0.3. Ett andra exempel pa en grupp ar heltalen Z med addi-
tion som gruppoperation. Denna grupp som vi betecknar med (Z, +) uppfyller
gruppaxiomen

(Associativitet) For alla element n,m,p € Z géller (n+m)+p =n-+ (m+p).

(Identitet) For elementet 0 € Z, som vi kallar nollan, giller for alla n € Z att
O+n=n+0=n.

(Inverser) For varje element n € Z existerar ett element (—n) € Z, som vi
kallar for minus n, sddan att 0 = n + (—n) = (—n) + n.

(Kommutativitet) For alla n,m € Z sa géller n +m = m + n.

P& samma sétt dr de rationella talen (Q, +) och de reella talen (R, +) grupper
med addition som gruppoperation. A

2.1 Ett forsta exempel pa en andlig grupp

Lat oss nu studera ett annat exempel pa en grupp vars gruppoperation ar be-
tydligt mer annorlunda fran addition pa tallinjen. Gruppen i fraga kommer att
bara ha dndligt manga element. Nar en grupp har dndligt manga element kan
vi beskriva dess gruppoperation med en sa kallad grupptabell som vi kommer
att se i detta utforliga exempel. En grupptabell &r en tabell som har en rad
och en kolumn for varje element i gruppen. Sa givet tva element z,y € G s
finns det en position i tabellen pa samma rad som x och samma kolumn som
y och déar skriver vi ned z * y. Denna tabell kommer alltséd att innehalla all
information som finns att hdmta om gruppen.

Sats 2.1.1. Definiera mdngden av permutationer av n element som
Sn=A{f:{0,1,....,n =1} = {0,1...,n— 1}| f dar en bijektion}.
Paret (Sy,0), dir o dr sammansdttning av funktioner, dr en grupp.

Bewis. Vi borjar med att anméarka att sammansattningen av tva bijektioner
ocksa dr en bijektion (se 6vning 1.19). Vi verifierar nu gruppaxiomen,
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(i) (Associativitet). For alla element f, g,h € S, géller (fog)oh = fo(goh).
Kom ihag att tva funktioner &r lika om och endast om de alltid har
samma funktionsvirde. Vi kan da verifiera att for alla i x € X géller

((fog)oh)(z) = f(g(h(x))) = (fo(goh))(z)

(ii) (Identitet) Vi kallar funktionen som skickar alla element till sig sjélva for
identitetsfunktionen,

id: {0,1,...,n—1} > {0,1...,n— 1}

m— m.

Identitetsfunktionen dr en bijektion och det géller for alla f € S, att

ido f=foid=f.

(iii) (Inverser) For en bijektiv funktion f existerar en unik invers funktion
(som vi diskuterat i kapitel 1) det vill sidga att det existerar ett element
f~1 € S,, som per definition uppfyller id = fo f~! = f~1o f.

O]

Exempel 2.1.2. Lat oss studera gruppen S3 och namnge dess 6 olika element.
Notera att det finns just 6 element enligt Gvningen 2.15.

x [id(z)|x |[7m@)||x |7(x)|x | flz)|x |gl@)|x | h(z)
5 = 0 [0 0 |1 0 |2 0 [0 0 |1 0 |2

1 1 11 2 |1 0 [|1 2 |1 0 [|1 1

2 2 2 0 2 1 2 1 2 2 2 0

For att fa en intuitiv forstaelse av gruppen sa kan foljande figur vara till hjalp.

Figur 2.1: Tllustration av Ss.

Notera hur dessa funktioner, de s& kallade permutationerna byter plats pa
(alternativt kor hela havet stormar med) elementen i méngden {0,1,2}. Vi
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observerar att denna grupp inte &r en abelsk grupp. Som exempel, notera att
fog#go fifoljande exempel

X | f g | fog|lgof
0 0 1 2 1
1 2 0 0 2
2 |1 2 1 0
fog =11

Figur 2.2: Illustration av hur Ss inte &r abelsk.

Slutligen kan vi skriva ned den sé kallade grupptabellen for Ss.

G: {id)Tuﬂ-vaguh}

olid 7 @ f g h
id{id 7 «# f g h
7|7 @ id g h f
m|lwm id v h f g
flf h g id m 71
glg f h 7 id =
hilh g f m 7 id

Tabell 2.3: Grupptabellen for Ss.

Hogst upp i hogra hérnet brukar vi skriva antingen namnet pa gruppoperatio-
nen, o, eller namnet pa gruppen, i detta fall Ss. A
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2.2 Grundlaggande gruppteori

I detta avsnitt ser vi till att Overtyga oss sjdlva om att grupper inte ar sa farliga
som de verkar. Exempelvis sa finns det bara ett unikt identitetselement i varje
grupp och inversen till inversen av ett element ar elementet sjalvt. Dessutom
introducerar vi konceptet av grupphomomorfi (dven kallat gruppavbildning)
som kommer att lata oss konstatera att tva till synes olika grupper egentligen
kan vara ’'samma’, vilket vi kallar for att grupperna ar isomorfa.

Till exempel s& kan vi betrakta en grupp som vi kallar Z/(2), den har elemen-
ten {0,1} beskrivs av foljande grupptabell som vi stiller sida vid sida med
grupptabellen for So

Z/(2)|0 1 Sy |id T
0 |01 id [id 7
1 1 0 T | 7 id

Tabell 2.4: Grupptabellen for Sy och Z/(2) &r identiska utdver att man bytt
namn pa elementen id, 7 till 0, 1. 7 &r permutationen som byter plats pa 0 och 1.

Nar grupptabellerna stélls sida vid sida kan vi se att de ar véldigt lika, man
har i princip bara bytt namn pa de tva gruppelementen. Detta &r ett forsta
exempel pa tva isomorfa grupper. Vi avslutar kapitlet med att introducera
konceptet delgrupper och kartesiska produkten av grupper.

Hjalpsats 2.2.1. En grupp (G, *) kan inte ha tvd identitetselement och inget
element x € G har tvd stycken inverser.

Bevis. For bada pastaenden i satsen gor vi ett motsigelsebevis. Antag att det
finns tva olika identitetselement e och €’ som bada uppfyller (ii), da galler

vilket d& motséger gruppaxiomen. For det andra pastaendet, antag att det
finns ett element = med tva olika inverser z=! och x_1 som uppfyller (iii), da
géller

—1 (@) 4 (@)

e E e lve=atx(zxzy) = (7! @

KT)FT_] =€exT_] = T
vilket d& motsiger gruppaxiomen. O

Hjilpsats 2.2.2. Givet en grupp (G, *) och ett par av element x,y € G gailler

(x = y)_l =y sl

Bewvis. Vi beraknar helt enkelt

(zxy)*(y L) = 2 (yx(y ™)) = ox((yry Draz ™) = ax(exaz™!) = zxa™ =e.

Repetera argumentet fran andra hallet och sa ar beviset klart. O
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Grupphomomorfier

Definition 2.2.3. Givet tva grupper (G, %) och (H,x) och en funktion ¢: G —
H s& séger vi att f ar en grupphomomorfi om och endast om for alla par
z,y € G

¢z xy) = ¢(x) x H(y)-
Vi skriver da ¢: (G, x) — (H,*). A

Hjilpsats 2.2.4. En grupphomomorfi ¢: (G,x) — (H,*) mdste skicka iden-
titeten i G till identiteten i H och ¢p(x™1) = ¢(x)~! for alla x.

Bevis. Lat e vara identiteten i G och w vara identiteten i H. Vi borjar med
att notera

p(e) = (e xe) = p(e) x d(e).
Da ser vi att
w2 pe)Mxle) = dle) M (0(e)x(e)) L (ple)Mx(e))xdle) = urle) = o).
Det bevisar det forsta pastaendet. For det andra pastaendet sa ser vi att
¢(x) x p(z7") = p(zxa™") = p(e) = w.

Om man repeterar argumentet for ¢(z~!)x¢(z) har vi nu visat att ¢(x~!) &r en
invers till ¢(x) och da ger hjélpsatsen 2.2.1 att det &r den unika inversen. [

Exempel 2.2.5. Lat R+ beteckna de positiva reella talen. Da ar logaritmen
en grupphomomorfi
lOg: (R>07 ) - (R) +)

Detta &r pa grund av den vélkdnda logaritmlagen log(zy) = log(x)+log(y). A

Exempel 2.2.6. Betrakta grupphomomorfin ¢: (Z,+) — (Z,+) som definie-
ras enligt

¢(n) = 3n.
Funktionen ¢ &r en grupphomomorfi eftersom
d(n+m) =3(n+m)=3n+3m=¢(n)+ o(m). A

Exempel 2.2.7. Betrakta grupphomomorfin ¢: G x G — G som definieras
enligt

¢(z,y) = .

Den glommer helt enkelt bort en koordinat bara. Funktionen ¢ &dr en grupp-
homomorfi eftersom

¢ (2, y) * (a,0)) = ¢ ((z x a,y ¥ b)) = x x a = ¢(x,y) * ¢(a,b). A

Sats 2.2.8. Sammansdttningen av grupphomomorfier dr en grupphomomorfi.
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Bevis. Lat ¢: (G,*) — (H,*)och: (H,*) — (K, x) vara grupphomomorfier.
Da géller det att

Yoz +y)) = Y(o(x) * d(y)) = ¥(d(x)) x Y((y))
alltsd har vi (¢ 0 ¢): (G, %) — (K, x). O
Hjalpsats 2.2.9. Om en grupphomomorfi ¢ ar bijektiv dr dess inversfunktion

ocksa en grupphomomorfi. Vi kallar en sidan funktion for gruppisomorfi.

Bevis. Lat ¢: (G, *) — (H,*) vara bijektiv. Da existerar det en inversfunktion
L. Vi ser att

$o (wxy)) =xxy=d(¢7 (2)) * (67 (1)) = d( (2) x 67 (y)).

Eftersom ¢~! #r bijektiv kan vi nu applicera den pa bada sidor av likheten
ovan vilket resulterar i den onskade likheten

o @xy) =0 (z)x o7 (y). O

Delgrupp

For att en delméngd till en grupp G ska kunna &arva egenskapen att vara en
grupp med samma operation som G maéste vi krdva ett par saker av den, vi
beskriver dessa villkor i féljande definition.

Definition 2.2.10. Givet en grupp (G, *) och en delmingd H C G séger vi
att H &ar en delgrupp till G om och endast om e € H och om det géller for alla
x,y € H att 271 € H och xxy € H. Da dr (H, %) en grupp. A

Exempel 2.2.11. Givet ett positivt heltal n sa &r méngden
nZ = {m € Z | m ar en heltalsmultipel av n}

en delgrupp av (Z,+). Vi ser detta da 0 alltid &r 0 - n, om m = kn si &r
—m = (—k) - n och summan av tva tal delbara med n &r ocksa delbart med
n. A

Kartesiska produkten av tva grupper

Definition 2.2.12. Den kartesiska produkten av tva grupper (G, *) och (H,x)
ar méngden som bestar av alla par av element si att det forsta ligger i G och
andra i H. Den betecknas med G x H. Vi brukar utelamna att namnge den
naturliga gruppoperationen, som definieras enligt
(GxH)x(GxH)—GxH
((a,2), (b,y)) = (ax b,z *y). A
Exempel 2.2.13. Ett exempel ar den kartesiska produkten av (Z,+) med

sig sjalv. Vi skriver da Z x Z som ar miangden av punkter i talplanet med
heltalskoordinater och kallar dess gruppoperation +. Exempelvis sa har vi att

(5,7) + (2,-3) = (5+2,7— 3) = (7,4). A
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Ordning av ett element

Definition 2.2.14. Lat (G, *) vara en grupp och g vara ett element i G. Vi
anvander foljande notation

¢ =e g'=g, g'=gx...xg.
—_—

n ganger

Om det finns ett n sa att g" = e, séger vi att det minsta sddana positiva n ar
g:s ordning. Om det inte finns ett sddant n, sdger vi att g har oéndlig ordning.

A
Exempel 2.2.15. Betrakta elementet —1 1 (R\ {0}, %). Vi har att
(-1)?=1.
Alltsa har —1 ordning 2. Om vi istéillet betraktar 2 sa har vi att
22 =4, 22=38
D4 resultatet bara vixer finns inget n s& att 2" = 1, alltsd har 2 odndlig
ordning. A

2.3 Analoger till mingdoperationer och funktioner

Grupper kan ses som méangder med ’extra struktur’ i meningen att vi kan utfora
algebra i méngden. P4 samma sétt dr en grupphomomorfi en funktion med ’ex-
tra struktur’ i det att den respekterar gruppoperationerna. Det ar naturligt att
fraga vad som hinder med denna extra struktur nir man utfér diverse méng-
doperationer pa grupper och grupphomomorfier. Férlorar vi den eller bevaras
den? I foljande tabell listar vi olika operationer som tidigare definierats for ett
par av méangder eller en funktion och ifall resultatet av operationen blir en
grupp ifall man utgick ifran ett par av grupper respektive en grupphomomorfi.
Vi lamnar bevisen som 6vningar i slutet av kapitelet.

Maéngdoperation Ser\lflaizztruktur Motivering
Union U Nej Ovning 2.9
Delméngd C Ibland Definition 2.2.10
Snitt N Ja Ovning 2.20
Differens \ och A Nej Ovning 2.14
Cartesisk produkt x Ja Definition 2.2.12
Funktionsmingd G~ Ja Ovning 2.21
Kvotméngd G/ ~ Ibland Z/nZ (bevis 6verkurs).
Funktionsoperation Gruppstruktur Motivering
bevaras
Viardeméngd Ja Ovning 2.22
Urbild Ja Ovning 2.22
Sammanséttning Ja Sats 2.2.8
Inversfunktion Ja Hjalpsats 2.2.9
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Exempel 2.3.1 (Snitt av delgrupper). Ett exempel pa ett snitt av delgrupper
av (Z,+) ar 27,37 C 7 dar

(2Z) N (3Z) = {n | n delbart med 2 och 3} = 6Z.

A

Exempel 2.3.2 (Gruppen av funktioner). Betrakta gruppen (R, +) och (Rt:2}, ).
Ett par av element i (R1"2}, +) &r funktionerna f,g: {1,2} — R

x | f(=) g(z)
1 T 1 7
2 |-1 2 | V2
Da far vi
x | (f+9)(=)
1 T+ 7
2 [ v2-1

A

Exempel 2.3.3 (Gruppen av funktioner). Betrakta gruppen (R, +) och (R¥, +).
Ett par av element i (R¥, +) &r funktionerna f,g: R — R

f(z) = sin(x) g(z) =2x — 728,
Da géller det att
(f +9)(x) = sin(z) + 2z — 725.
A

Exempel 2.3.4 (Viardeméngden av en grupphomomorfi). Betrakta gruppho-
momorfin

¢$:Z—7

n — 3n.

Viardeméngden for ¢ &r alla tal delbara pa tre som vi betecknar med 3Z vilket
ar en delgrupp, vilket vi sag i exempel 2.2.11. A

Exempel 2.3.5 (Urbilden av grupphomomorfier). Betrakta grupphomomorfin

o7 —7
n — 3n.

Funktionen ¢ ar en grupphomomorfi eftersom
é(n+m)=3(n+m)=3n+3m=d¢n)+ ¢(m).
Betrakta urbilden av delgruppen 6Z, alltsa
{n|3ne€6bZ}={n|nec2Z}=27.

Urbilden av 6Z ar alltsa gruppen av jamna heltal i detta fall. A
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2.4 Notation

Vi har varit noggranna genom texten att skriva (G, *) nér vi refererar till en
grupp, men i praktiken skriver man ofta G nir man refererar till en grupp.
Man brukar anvinda symbolen - for att beskriva multiplikation, eller inte skri-
va nagot alls, sa att xy ar produkten av x och y. Det har ar for att gora
matematisk text mer ldsbar, och det &r ofta tydligt fran sammanhanget vad
multiplikationen innebér.

Ovningar

Ovning 2.1. Ar foljande exempel grupper eller inte? Vi betecknar multipli-
kation med - och addition med +.

CA\{0},-)

Ovning 2.2. Visa att for alla element o € Sz giller det att

go...oc =1id.
N—_——
6 ganger

Ovning 2.3. Betrakta foljande méngd med 2 element
B = {sant, falskt}.

Dessa tva varden kallas for booleans inom programmering. Definiera gruppo-
perationen som vi kallar for exclusive or (forkortas till xor)

xor :Bx B — B

(p, q) — antingen p eller ¢ r ’sant’ men inte bada.
Vi kan ocksa beskriva gruppoperationen med en grupptabell

zor ‘ falskt sant
falskt | falskt sant
sant | sant falskt

(i) Visa att B ar en grupp.

(ii) Visa att grupperna Ss, Z/(2) fran tabell 2.4 och B alla ar isomorfa.
(Méanga programmeringssprak tycker att 0 och ’falskt’ &r samma sak
pga detta.)

30



Ovning 2.4. Visa att nZN\mZ = mgm(n, m)Z. Har star mgm for den minsta
gemensamma multipeln. Talet mgm(n, m) kan definieras som det tal som delar
alla tal som delas av bade n och m.

Ovning 2.5. Ar féljande en delgrupp till S3?

(kom ihag notationen for bilden, f(A), av en delmédngd A fran kapitel 1).

Ovning 2.6. Ar foljande exempel giltiga grupptabeller eller inte? Om exemp-
let &r en grupp, ar den abelsk eller inte?

G ={id,o, 1,7} H = {e,i,j}

*‘ido"i‘ﬁ

dlid ¢ 7 7
cloc id = 7T
|71t 7w id o

oL =0 0|
N S s
[ TS IS IR
PGS

|7 7 o id

Ledtrad: Du kan jimféra G med grupptabellen for Z/(2Z) x Z/(2Z) déir m =
(1,1).

Ovning 2.7. Givet en grupp (G, %) med identitet e.

(a) Visa att identiten dr sin egen invers, alltsa e = e~ L.

D=t =g

(b) Visa att varje element x &r inversen till sin invers, alltsa (x~

Ovning 2.8. Visa att for en abelsk grupp (G, %) giller det att inversen f(z) =

2~ dr en grupphomomorfi fran G till sig sjilv.

Ovning 2.9 (x). Givet tva delgrupper sddan att ingen innehéller den andra,
visa att unionen aldrig ar en delgrupp.

Ovning 2.10. Visa att delméingden {e} som bara har identiten som element,
alltid ar en delgrupp.

Ovning 2.11. Verifiera att fljande tabell gor paret ({0, 1,2}, %) blir en abelsk
grupp.

Ovning 2.12. Studera mingden G = {e, a,b,c,d, f} med en gruppoperation
vars grupptabell ar pa formen

31



RO O O %
S AL 0O Q2 oo
SO Q/UTH O QR
Q Q%0 Q oo
QT O UK OO
D - O o QX
Q O S Q O K=

Tabell 2.5: Grupptabellen for G

Lat oss verifiera (utover associativitet) att detta ger en icke-abelsk grupp ge-
nom att motivera foljande pastaenden.

(i) (Associativ for mycket jobb) Men verifiera atminstone att

(axd)xc=ax(d*c).

(ii) Elementet e &r identiteten.
(iii) Alla element har en invers.
(iv) Gruppen é&r icke-abelsk.

Ovning 2.13. Givet en grupp (G, *) kan vi definiera en ny’ grupp (G, *op)
(op for opposite) som har samma element men vars gruppoperation ar

Tkop Y =Y * T.
a) Visa att (G, *p) ar en grupp.

b) Om G har dndligt manga element, hur forhaller sig grupptabellen for
(G, *0p) och (G, ).

c) Visa att (G, ) &r en abelsk grupp om och endast om * = %,, som funk-
tioner G x G — G.

Ovning 2.14. Visa att méngddifferensen och den symmetriska differensen av
tva delgrupper aldrig &r en delgrupp.

Ovning 2.15. Visa att S,, har n! antal element. Detta kallas for fakulteten av
n7

nl=n-(n—1)-...-2-1.
Exempelvis ar #(S3) =6 =3 -2 -1 fran exempel 2.1.2.

Ovning 2.16 (x). Visa att om m < n &r heltal sa finns det en delgrupp
G C S, sddan att G ar isomorf med S,,.

Ovning 2.17 (). Visa att mingden av alla grupphomomorfier ¢ : (G, %) —
(H,*) dr en delgrupp till H® om H #r abelsk.
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Ovning 2.18 (x). Visa att om (G, %) #r en grupp (identiteten kallas e) med
dndligt manga element, sa finns det ett heltal k sadant att for alla element
x € G giller det att
Tk...xT =e.
—
k ganger

Anmdrkning: Det visar sig att k = #G funkar men det behéver du inte visa.

Ovning 2.19 (x). En funktion f : R — R kallas jimn om f(—2) = f(x) re-
spektive udda om f(—x) = —f(x). Lat (R[z], +) beteckna gruppen av polynom
i en variabel och vars koefficienter ar reella tal med addition som gruppopera-
tion. Lat dven J och U vara delméngderna av jimna respektive udda polynom.
Definiera funktionen

¢ Rlz] - I xU

b(f) = <f(56) +2f(96)7 f(x) 2f(90)> '

(i) Skriv ned ett element i J och ett annat element i U.
(i) Visa att J och U &r delgrupper till (R[z], +).
(iii) Visa att ¢ &r en grupphomomorfi.
(iv) Visa att ¢ har en invers och dra slutsatsen att ¢ &r bijektiv.
(v) Vad ar JNU?
Ovning 2.20. Visa att om H, K #r delgrupper sa ar H N K en delgrupp.

Ovning 2.21. Givet en méngd X och en grupp (G, ) si #r paret (GX, ) en
grupp. Gruppoperation definieras enligt (f * g)(z) := f(z) * g(x).

Ovning 2.22. Lat ¢ : (G, *) — (H,*) vara en grupphomomorfi. Visa att

(i) vardeméngden av ¢ &ar en delgrupp av H.

(ii) urbilden av en delgrupp &r en delgrupp.

33



3 Modular aritmetik och ringar

I detta kapitel kommer vi att spendera mycket tid med en av de viktigaste
grupperna i matematiken, Z/(n), heltalen modulo n. Vi kommer &ven se att
det gar att bygga vidare pa konceptet av en matematisk grupp. Exempelvis sa
har heltalen Z mer algebraisk struktur dn det som garanteras av gruppaxiomen
for 4. Vi har namligen en andra operation, multiplikationsoperationen, som
ocksa uppfyller en annan uppséattning regler, de sa kallade ringaziomen. Detta
géller dven for heltalen modulo n. Vi kommer sedan spendera den resterande
delen av kapitlet for att bekanta oss med heltalen modulo n, varfor de ar viktiga
och hur ringar beter sig ndr man utfér méngdoperationer pa dem.

0
n-1 ®

=

2 k n-1
o0 0 00 0OMo 00

Figur 3.1: Illustration av Z/(n) for n = 12 som en ’klocka’ eller som punkter pa
en linje.
(Lank till animation i Desmos)

3.1 Gruppen Z/(n)
Vi ska i detta avsnitt definiera en samling véldigt speciella grupper. Mer spe-

cifikt s& kan vi for varje heltal heltal n definiera gruppen som vi kallar heltalen
modulo n . Vi betecknar heltalen modulo n med Z/(n). Att utféra berékningar
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i heltalen modulo n kallas for moduldr aritmetik. Den moduléra aritmetiken &ar
valdigt viktigt eftersom det &r med den som datorer utfér sina berdkningar.

Exempel 3.1.1. En analog klocka har 12 stycken olika timslag. Om vi véntar
5 timmar och sedan 8 timmar till, s& kommer avstandet mellan timvisarens
start och slutpunkt vara detsamma som om du bara vantade en timme. Alltsa
skulle man kunna tinka sig att en klocka tycker att '5 48 = 1/, vilket kan lata
absurt. Detta dr vart forsta exempel pa moduldr aritmetik dar vi utfort en
berdkning modulo 12. Vi ska i detta kapitel utveckla och forsoka formalisera
detta koncept. Har ger vi ocksa tva olika illustrationer av hur man kan ténka
pa heltalen modulo n.

A

Definition 3.1.2. Givet ett heltal n > 1 s& definierar vi méngden
nZ = {m|m ar en heltalsmultipel av n}. A

Definition 3.1.3. Givet ett positivt heltal n sa definierar vi heltalsresten vid
division med n som

%n:Z —{0,1,...,n—1}

0om k € nZ

lomk—1¢€enZ
k+—

n—lomk—(n—1)€nZ

Alternativt si kan k%n definieras som det unika tal i méngden {0,1,...,n—1}
som uppfyller k — k%n € nZ. Vi definierar tva heltal a, b att vara kongruenta
modulo n om och endast om a%n = b%n och vi skriver da

a=,b. A

Resten av x vid division med n har manga namn, ett annat exempel ar z
mod n. Lasaren som behover ett bevis for att %n ar vildefinierad hanvisas till
ovningen 1.31.

Exempel 3.1.4. Vi har att
%2: 7Z — {0,1}
b s 0 om k jamnt
1 om k udda

vilket exempelvis ger att 17%2 = 1 och 100%2 = 0. Alternativt s& skriver man
17 =5 1 eller 100 =5 0. Ett annat exempel ar

%3: 7 — {0,1,2}

0 om k delbart med 3
k+— <1om k —1 delbart med 3
2 om k — 2 delbart med 3.
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dar vi har anvant att k£ —2 ar delbart med 3 om och endast om k—2+3 = k-+1
ar det. Vi kan da berdkna

5%3 =2 10%3 =1 21%3 = 0.

Alternativt s& skriver man 5 =3 2, 10 =3 1 eller 21 =3 0. A

Hjalpsats 3.1.5. Om m € {0,...,n — 1} sd galler det att m%n = m och for
tva heltal a,b € 7. gadller

a=,b < (a—0)€nZ.

Bewvis. Det forsta péastaendet foljer direkt fran faktumet att 0 € nZ oavsett
n. For det andra pastaendet visar vi forst implikationen &t vénster. Antag att
(a —b) € nZ, géller

b—a%n = (a+ (b—a)) —a%n = (a —a%n)+ (a —b) € nZ.
—_————  —\—
enz enz
Alltsa har a%n den unika egenskapen som b%n har, att nar man subtraherar
den fran b far man nagot i nZ. Darmed maste a%n och b%n vara samma, vilket
vi skriver som a =, b. Avslutningsvis sa ser vi att implikationen at hoger ges
av att om vi later a%n = b%n sa géller

(a—b) = (a—b)+0 = (a—b)+(b%n—a%n) = (a — a%n) — (b — b%n) € nZ. O

eEnz enz

Definition 3.1.6. For ett heltal n > 1, definiera funktionen

+n:ZxZ—{0,1,...,n}
(a,b) — (a+ b)%n.

Alternativt, skriver vi a +, b = (a + b)%n. Denna operation kallas for addition
modulo n. A

Denna operation gor inte heltalen Z till en grupp. Detta da det inte kan finnas
nagot identitetselement. Varfor inte? Vi gor ett kort motségelseargument: om
det fanns ett sadant heltal e skulle vi ha att (n+1)%e = n+1 men n+1 ligger
ju inte i virdeméangden for 4, sa det gar inte. Hur ska vi da anvinda denna
operation for att skapa en grupp? Jo, om vi begriansar definitionsméngden!

Sats 3.1.7. For ett heltaln > 1 sd dar paret ({0,1,...,n—1},+,) ar en abelsk
grupp som kallas for Z/(n).

Bewis. Det ar klart att vi har kommutativitet fran definitionen
a+n,b=(a+b)%n=(b+a)%n=>b+,a.

Nu visar ett pastaende som kommer hjilpa se varfor vi har associativitet. Vi
visar att

(a+nb)+nc=(a+b+c)%n <= (a+nb)+c=pa+b+c
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Det gor vi genom att anvinda hjélpsats 3.1.5 och visa att differensen &r delbar
pa n. Differensen ses vara delbar pa n genom att

(a+b+c)—((a+nb)+¢c)=(a+b) — (a+b)%n € nZ.
Nu kan vi verifiera gruppaxiomen.
(i) (Associativitet) For alla heltal a, b, ¢

(a4nb)+nc = (a+b+c)%n = (b+c+a)%n = (b+,¢)+na = a+y (b+nc).

(ii) (Identitet) 0 &r identiteten eftersom for a € {0,1,...,n—1} enligt hjalp-
sats 3.1.5 att
a+,0=(a+0)%n=a%n=a.

(iii) (Inverser) Inverselementet till @ € {0,1,...,n— 1} ges av n — a eftersom
a4+, (n—a)=n%n=0. O

Exempel 3.1.8. Lat oss skriva ned grupptabellerna for

+4]0 1 2 3
+2]0 1 001 23
010 1 11230 A
110 2123 0 1
31301 2

Tabell 3.2: Grupptabellen for Z/(2),Z/(3) och Z/(4).

Hjalpsats 3.1.9. [ gruppen Z/(n) gdller det att

a=14,...+,1.
—_————

a ganger

Bewvis. Detta foljer direkt fran hjéalpsatsen 3.1.5 eftersom att sa % inte gor
nagot nar man adderar tva positiva tal vars summa &r mindre &n n. O

Att diskutera generella grupper &r ofta lite for brett, d&ven generella abelska
grupper. Det kan ddrmed vara béttre att specialisera oss pé grupper av en viss

typ.

Definition 3.1.10. En abelsk grupp (G, x) ar dndligt genererad om det finns
en dndlig delméngd {g1,...,9x} C G, vars element kallas generatorer, sddan
att alla element i G kan skrivas pa formen

g=(g1%...%g1)%...%(gr*...%gr)
———— ————
a1 génger aj, ganger

for nagra heltal aq, . .., ag. Viskriver d& G = (g1, ..., gi). Notera att om a; < 0
s& ska man istéllet ta g; L ganger sig sjilvt |a1| ganger istéllet och detsamma
géller de andra elementen i G. AN
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Abelska grupper som ar dndligt genererade har en sérskild form. Foljande sats
som vi inte bevisar ger oss exakt den form abelska grupper har i allménhet.

Sats 3.1.11 (Klassifikation av &ndligt genererade grupper). Ldit G vara en
dndligt genererad abelsk grupp. Da finns heltal r,dy, do, ...dy, sd att

G=7"xZ/(d1) xZ/(da) X ... x Z](dy).

Talet r kallas for rangen av G.

Definition 3.1.12. En abelsk grupp (G, *) ar cyklisk om den har en enda
generator g, alltsa att alla element &r en ’multipel’ av g vilket skrivs som
G={g). A

Hjalpsats 3.1.13. Gruppen (Z,+) ar cyklisk.

Bevis. Alla heltal kan skrivas pa formen 1+ ... 4 1 eller (=1) + ... 4+ (—1)
vilket betyder att 1 genererar Z. O

Hjalpsats 3.1.14. Gruppen (Z/(n),+n) dr cyklisk.

Bevis. Alla heltal m < n kan skrivas pa formen

m=1+4,...4+,1
| L ———

m ganger

Sa 1 genererar (Z/(n), +n)- O

3.2 Index

Vi definierar i detta avsnitt sidoklasser i grupper, for att lattare forsa forhal-
landet mellan en grupp och dess delgrupper.

Definition 3.2.1. Lat (G,+) vara en abelsk grupp, och H C G vara en
delgrupp. Om g € G, sa definierar vi sidoklassen av g som méangden

g+H:={g+h|heH} A

Det visar sig att tva olika sidoklasser ar helt disjunkta, for om g1 +HNga+ H #
0 finns det hy,hy € H sa att g1 +hy = go+ho,ochda édr g —go = has—hy € H.
Déa éar g1 + H = g2+ (91 — g2) + H = go + H. For att fa den sista likheten
anvander jag att h + H = H for h € H.

Alla g € G ar i nagon sidoklass eftersom g € g + H, da4 H innehaller identitet-
selementet. Alltsa ar sidoklasserna disjunkta méngder som tillsammans técker
G. Vi gor foljande definition

Definition 3.2.2. Lat G vara en abelsk grupp, och H C G en delgrupp.
Antalet olika sidoklasser kallas for H:s index i G, skrivet (G : H). Om det
finns oéindligt manga siger vi att indexet &r odndligt.

A
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Exempel 3.2.3. Lat G = Z, och H = 27, delgruppen av jamna tal. Da ar
méangder pa formen n+ 2Z antingen alla udda tal eller alla jamna tal beroende
pa om n dr ett jamnt eller udda tal. Alltsa ar (Z : 2Z) = 2.

Foljande sats foljer som en konsekvens av egenskaperna hos sidoklasser.

Sats 3.2.4 (Lagranges sats). Om G ar en dndlig abelsk grupp och H dr en
delgrupp sa gdller det att

(#H) | (#G)

det vill sdga att att antalet element i H delar antalet element i G.

Bewvis. Alla sidoklasser av H i G har storlek exakt #H, eftersom de ar pa
formen {g + h | h € H}. De &r dessutom disjunkta och tidcker G. Om n &r
antalet sidoklasser galler da att

n-(#H)=G. O

3.3 Ringar

Definition 3.3.1. En ring &r en triplett (R, +, ) ddr R &r en méngd och +, -
ar tva olika funktioner R x R — R kallas for addition och multiplikation som
uppfyller de sa kallade ringaziomen

(i) (Addition) Paret (R,+) &r en abelsk grupp. Identiteten kallas 0 och
inversen for z kallas for —zx.

(ii) (- associativ) For alla For alla a,b,c € R géller (a-b)-c=a-(b-c).
(iii) (Distributivitet) For alla a,b,c € R géller
a-(b+c)=a-b+a-c
(a+b)-c=a-c+b-c.
Om - dessutom ar kommutativ och har ett identitetselement (som kallas 1)
sdger vi att (R, +,-) ar en kommutativ ring med etta. A

Exempel 3.3.2. Det forsta exemplet pa en ring ar (Z,+,-) dar vi har de
vanliga operationerna ’plus’ och ’ganger’. Vi vet fran exempel 2.0.3 att (Z, +)
ar en grupp och fran grundskolan att - &r associativ och distributiv. A

Exempel 3.3.3. Nista exempel pa en ringar ar
(Qa"’a') (Ra+7) ((Ca+7) A

Ringarna Q,R,C har &nnu en egenskap som inte heltalen har, ddar kan man
invertera tal med avseende pa multiplikation. Det motiverar féljande definition.

Definition 3.3.4. En kropp ar en kommutativ ring med etta (K, +,-) sadan
att K har minst tva element och den extra egenskapen att (K \ {0},-) &r en
abelsk grupp med 1 som identitet och dér inversen for = kallas z 1. A

39



Exempel 3.3.5. Vi har tre exempel pa kroppar,
0@a+3') a§f+>0 (Cv*W')

Vi visar det for Q och samma argument géller for R och C. Vi vet fran exemplet
precis fore detta att (Q,+,-) ar en ring. Det vi maste visa ar att (Q \ {0}, ")
har en identitet, har inverser och kommuterar. Vi vet fran grundskolan att
multiplikation &r kommutativ, 1 agerar som identitet for - och att alla nollskilda
x € Q har egenskapen att 1/z € Q. A

3.4 Ringen Z/(n)

Definition 3.4.1. For ett heltal n > 1, definiera funktionen

i ZxZ—{0,1,...,n}
(a,b) — (ab)%n.

Alternativt, skriver vi a-,b = (ab)%n. Denna operation kallas for multiplikation
modulo n. A

Sats 3.4.2. For varje heltal n > 1 sa ar ({0,1,...,n— 1}, 4, n) en kommu-
tativ ring med etta 1 som vi kallar Z/(n).

Bewvis. Vi vet redan att vi har en grupp med avseende pa +,, enligt sats 3.1.7.
Det ar tydligt att multiplikationen &r kommutativ med en etta som &r ele-
mentet 1 enligt hjélpsats 3.1.5. Vi borjar med att visa att multiplikationen &r
associativ. For att gora det visar vi forst att for alla heltal a, b, c har vi att
(@ n b) -n ¢ =, abe genom att skriva

abc — (a - b) pc= (abc—(a'nb)‘c>—|—((a-nb)'c—(a-nb)-nc)
- (ab . b)) c+ ((a mb)c—((anb) c)%n)

~~

enz enz

Vi far da enligt hjélpsats 3.1.5 associativitet for alla heltal a, b, ¢
(@nb) - c=(abc)%n = (bea)%on = (b-p ¢) na=a- (b-yc).

Till sist s& maste vi visa att multiplikationen ar distributiv, for detta behéver
viatt (a 4+, b) - ¢ =, (a+ b)c . Detta ser vi eftersom

(a+b)c—(a+,d)-c= ((a+b) — (a+b)%n)-c.

TV
enz

Vi behover dven att a 4+, b = a +,, (b%n) vilket dr sant ty
a+pb=(a+,0)+,0=a+, (b+,0) =a+, (b%n).
Da far vi alltsa att
(@+nbd) nc=n(a+pb)-c=, (a+b)c=ac+bc
=pac+, be = (ac+,bc) +n 0 =a - c+p by c.

Alltséa ar (a +, b) -n ¢ =, @ ¢ 44 b+, ¢ men bada ar mellan 0 och n — 1 sa de
maste vara samma. L]
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Ringstrukturen for en ring R med &ndligt manga element kan beskrivas med
en additions- och multiplikationstabell.

Exempel 3.4.3. Vikan definiera Z/(37Z) rakt av genom att specificera addition-
och multiplikationstabellerna

+3/0 1 2 3]0 1 2
00 1 2 0(0 0 0
1120 110 1 2
212 0 1 210 2 1

Tabell 3.3: Tabellerna for + och - f6r Z/(3) .

A
Exempel 3.4.4. Lat oss skriva ned tabellerna for + och - modulo 4.
4410 1 2 3 410 1 2 3
0 (0 1 2 3 0/0 0 0 O
111 2 30 110 1 2 3
212 3 01 210 2 0 2
313 0 1 2 310 3 2 1
Tabell 3.4: Tabellerna for + och - f6r Z/(4) .
A

Hjalpsats 3.4.5. For ett givet primtal p sd kan alla nollsklijda element i den
cykliska gruppen (Z/(p),+p) anvindas som generator (inte bara ettan).

Bevis. Lat a € Z/(p) \ {0}. Studera sekvensen av element
0,a,2na,3na,....,(p—1) - a.

Detta dr en sekvens av lingd p. Vi gor ett motségelsebevis dar vi antar att
nagot element i Z/(p) inte forekommer i denna sekvens. Notera att Z/(p) har
p stycken element s& att om nagot element i Z/(p) inte forekommer, maste ett
annat forekomma tva ganger (pa grund av Dirichlets ladprincip for den som
vill vara noggrann). Vi har da alltsa tva olika heltal 0 < b < ¢ < p saddana att

apb=a-,ec
Detta betyder i sin tur enligt lemma 3.1.5 att
(c—b)-ac pZ.

Detta betyder att p méaste vara en primtalsfaktor i antingen a eller ¢ — b men
detta &r en motségelse eftersom bade a och ¢ — b ar positiva heltal som &r
mindre an p. ]

Sats 3.4.6. Ringen Z/(n) dr en kropp om och endast om n > 1 dr ett primtal.

41



Bevis. Vi borjar med att visa att om n inte &r ett primtal s& &r Z/(n) inte
en kropp. Ifall n = m - k for positiva heltal 1 < m < k < n sd har vi att
m -, k = n%n = 0. Vi gor ett motsigelse bevis genom att anta att det finns
ett naturligt tal | < p sddan att

k-t =1.
Detta skulle isafall innebéra att
0=0pl=m-pk)pnl=m-p(kpnl)=m-p1=m.
Men detta dr en motségelse eftersom m € {2,...,n—1} och enligt hjélpsatsen
3.1.5 sa &r m # 0.

Om n = p ar ett primtal sd maste vi visa att for varje nollskilt element a maste
det existera ett tal a~'. Nu anvinder vi hjilpsatsen 3.4.5 dir vi ser att alla
tal kan skrivas pa formen k -, a for nagot tal k € Z/(p). Alltsa finns det ett k
sadant att k-, a = 1 och alltsa ér k = a~'. Det avslutar beviset. O

Funktioner mellan ringar

Definition 3.4.7. En ringhomomorfi ar en funktion mellan ringar ¢: R — S
sadan att for alla par av element z,y € R

dx+y)=9) +oy) oz y)=d(x)- oY)

Samma definition kan anvéndas for en funktion mellan kroppar ndr man lagger
till antagandet att ettan skickas pa ettan. Da kallar vi det fér en homomorfi
mellan kroppar. A

Det finns tva olika operationer som bada kallas + i denna definition, + for R
och + fér S men det framgar fran kontext vilken vi syftar pa.
Hjalpsats 3.4.8. Funktionen
Yon:Z — Z/(n)
a — a%n

ar en ringhomomorfi. Alltsa har vi for alla heltal a,b att

(a+b)%n = (a%n) 4+, (b%n)
(a-b)%n = (a%n) -, (b%n).

Bewvis. Vi kan utnyttja kommutativitet och associativitet fér 4, och -, géiller
for alla heltal (inte bara de mellan 0 och n — 1) enligt beviset av sats 3.1.7 och
3.4.2. Da far vi att

(a+b)%n=a+nb=((a+nb) +,0)+, 0= (a+,0)+, (b+,0)
=(a%n) 4+, (b%n)

och pa samma sétt

(a-b)%n=anb=(anb)nl)pnl=(@nl), 0l
=(a%n) -, (b%n). O
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Hjalpsats 3.4.9. Om en ringhomomorfi ¢ dar bijektiv dr dess inversfunktion
ocksa en ringhomomorfi. Vi kallar en sadan funktion for ringisomorfi och ring-
arna for isomorfa.

Bevis. Lat ¢: (G,*,-) — (H,*,-) vara en bijektiv ringhomomorfi. D& existerar
det en inversfunktion ¢~'. Vi vet fran 2.2.9 att inversfunktionen respekterar
+. Vi ser att

d(¢ N z-y)=x-y=0¢(¢ " (2) d(67 (v) = ¢(¢~(z) - 6~ (1))
Eftersom ¢~! #r bijektiv kan vi nu applicera den pa bada sidor av likheten
ovan vilket resulterar i den 6nskade likheten

oM zy)=0""(x) ¢ (y). O

3.5 Analoger till mingdoperationer och funktioner

Grupper kan ses som méangder med ’extra struktur’ i meningen att vi kan utfora
algebra i méngden och grupphomomorfier kan ses som funktioner med extra
struktur. P4 samma satt dr en ring en méngd med ’extra mycket struktur’
och ringhomomorfier ar funktioner med ’extra mycket struktur’ i och med att
de respekterar ringoperationerna. Det &r naturligt att fraga vad som hénder
med dessa extra struktur nar man utfor diverse méngdoperationer pa ringar
och ringhomomorfier. Forlorar vi de eller bevaras de? I féljande tabell listar
vi olika operationer som tidigare definierats for ett par av grupper eller en
grupphomomorfi och ifall resultatet av operationen blir en ring da man utgar
ifran ett par av ringar/kroppar respektive en ringhomomorfi. Sedan ger vi en
mer detaljerad forklaring av hur de olika operationerna bevarar ringstrukturen
nér det hander och ger 6vningar i slutet av kapitlet som visar vad som kan ga
fel nér det inte hénder.

Notera att vi inte jamfér med alla méjliga méangdoperationer eftersom att
alla kroppar ar ringar, alla ringar &r grupper och alla grupper &r ringar. Det
betyder att om operationen inte bevarar gruppstruktur kan den oméjligt bevara
ringstruktur och sa vidare. Dérfor listar vi bara de operationer som vi vet redan
fungerar for grupper.

’ Méngdoperation Ringstruktur | Kroppstruktur ‘ Motivering
Delméangd C Ibland Ibland Definition 3.5.1
Snitt N Ja Ja Ovning 3.8
Cartesisk produkt x | Ja Nej Ovning 3.15
Funktionsmingd R~ | Ja Nej Ovning 3.16
Kvotméngd G/ ~ Ibland Nej Overkurs
Funktionsoperation ‘ Ring Kropp ‘ Motivering
Vérdeméangd Ja Ja Ovning 3.14
Urbild Ja Ja Ovning 3.14
Sammanséttning Ja Ja Ovning 3.13
Inversfunktion Ja Ja Hjalpsats 3.4.9
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Definition 3.5.1. En delring till en ring (R, +, -) ar en delméngd @ sadan att

e (@,+) ér en delgrupp till (R, +)

e Forallaz,y € Q giller x -y € Q

En delring ar en ring. Om K &r en kropp sa kallas en delméngd F' C K {or en
delkropp om

e [ ar en delring till K
o (F\ {0},-) ar en delgrupp till (K \ {0}). A

Hjalpsats 3.5.2. For varje heltal n > 1 dr mdngden nZ en delring till 7.

Bewvis. Vi vet redan att nZ ar en delgrupp med avseende pa addition. Vi beho-
ver bara kontrollera att produkten av tva heltal delbara med n ocksa ar delbar
med n. Det &ar klart pa grund av den associativa egenskapen. Lat a,b € Z, da
géller

(a-n)-(b-n)=n-(a-n-b). O

Exempel 3.5.3. Bréaktalen (Q, +, -) &r en delkropp till de reella talen (R, +, -)som
ar en delkropp till de komplexa talen (C, +,-). A

Exempel 3.5.4 (Snittet av tva delringar). Ett exempel pa ett snitt av del-
ringar av (Z,+) &ar 2Z,3Z C Z dar

(2Z) N (3Z) = {n | n delbart med 2 och 3} = 6Z. A

Exempel 3.5.5 (Kartesiska produkten av ringar). Ett exempel ar den karte-
siska produkten av (Z, +, -) med sig sjilv. Vi skriver da Z x Z som &r méngden
av punkter i talplanet med heltalskoordinater och kallar dess operationer +
och -. Exempelvis sa har vi att

5,7+ (2,-3)=(5+2,7-3) = (7,4) (3.1)

(57 7) ’ (27 _3) = (5 2,7 (_3)) = (107 _21)
Exempel 3.5.6 (Ringen av funktioner). Méngden av alla funktioner R — R
betecknas R® och den &r en ring eftersom det #r vildefinierat hur man adderar

och multiplicerar funktioner. Méngden av polynom &r en delring till denna
ring. Exempelvis sa kan vi skriva

z+ (4z — %) = br — 2.
Summan av tva funktioner blev en ny funktion. Samma sak géller ndr man tar
produkter. A

3.6 Notation
Precis som innan fér grupper kommer vi i praktiken inte skriva (R, +,-) for

en ring, utan snarare R for en ring. Vi kommer inte heller att skriva +,, for
addition modulo n, utan 4. Vi fortydligar istéllet att additionen gors i Z/n.
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Ovningar

Ovning 3.1. Berikna

2., B5+,7)

59 (34+,9)

for n =3 och n = 11.

Ovning 3.2. Beriikna den multiplikativa inversen for alla nollskilda element i

Z/(3),2/(5), 2/ (5)-
Ovning 3.3. Skriv ned grupptabellen for (Z/(5Z), +).

Ovning 3.4. Skriv ned grupptabellen for (Z/(2Z) x (Z/(3Z) med addition
modulo n som operation.

Ledning: For att svaret ska stimma overens med facit sortera elementen i ord-
ningen (0,0), (0, 1), (0,2), (1,0), (1,1), (1,2).

Ovning 3.5. Verifiera att méingden av polynom i en variabel med koefficienter
i R &r en ring.

Ovning 3.6. Verifiera att for en kropp K s& ar 0 # 1.

Ovning 3.7. Visa att produkten av tva nollskilda element i en kropp K &r
nollskild.

Ovning 3.8. Visa att snittet av tva delringar #r en delring och att snittet av
tva delkroppar ér en delkropp.

Ovning 3.9. Visa att i en ring géller det for alla element z att z -0 = 0.

Ovning 3.10. Lat —1 beteckna den additiva inversen for 1 i en kropp. Visa att
for alla element i kroppen sa erhalls den additiva inversen genom multiplikation
med —1, alltsa:

—z=(-1) .

Ledtrad: Anvénd 6vningen 3.9
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Ovning 3.11. Lat —1 beteckna den additiva inversen for 1 i en kropp. Visa
att

1=(-1)(-1).

Ovning 3.12. Visa att identitsfunktionen z — x alltid &r en ringhomomorfi
fran en ring R till sig sjélv.

Ovning 3.13. Visa att sammanséttningen av ringhomomorfier ger en ny ring-
homomorfi.

Ovning 3.14. Visa bilden av en ringhomomorfi ¢ : (R, +,-) — (S, +,-) ér en
delring. Visa &ven att urbilden av en delring av S dr en delring av R. Slutligen
visa att samma pastaenden géller ndr R och S &r kroppar sa lange ettan 1g € .S
skickas pa ettan 1p € R.

Ovning 3.15. Den kartesiska produkten av tvi ringar R, S #r ringen vars
ringstruktur ges av komponentvis addition och multiplikation.

+:(RxS)x(RxS)— (RxS) . (RxS)x(RxS)—=(RxS)
((a,2), (b,y)) = (a+ b,z +y) ((a,2),(b,y)) = (a-b,2-y).

Visa att den kartesiska produkten

(i) av tva ringar &r en ring.
(ii) den kartesiska produkten av tva kroppar inte ar en kropp.

Ovning 3.16. Givet en méngd X och en ring R kan vi definiera méngden av
funktioner RX med ringoperationerna som fas fran genom elementivs addition
respektive multiplikation

+:RX x RX 5 RX :RX x RX 5 RX
(f +9)(x) = f(z) + g(x) (f-9)(x) = f(x) - g(z).

Visa att for en méngd X med atminstone 2 element sé& géller

(i) RX &r en ring
(ii) Om K é#r en kropp sa #r inte K~ en kropp.

Ovning 3.17. Visa att (Z/3Z, +) och (Z/2Z,+) ar isomorfa med delgrupper
till Ss. (denna uppgift har alltsi inget med ringar att gora).

Ovning 3.18. Visa att (B, xor, &) #r en kommutativ ring med etta. Har &r
(B, xor) gruppen av Booleans fran 6vning 2.3 och dér vi nu definierar

&:BxB— B
(p,q) — bade p och ¢ dr ’sant’.

Ovning 3.19. Formulera med hjilp av xor och & ett pastaende for triplett
(p,q,s) 1 B (fran exempel 3.18) som &r sant om och endast om exakt ett av
P, q,s ar sant.
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Ovning 3.20 (x). Givet en méngd A med atminstone 2 element, visa att
tripletten (24, A,N) &r en kommutativ ring med etta men inte en kropp. Kom
ihag dessa fran avsnittet mdangdoperationer i kapitel 1.

Ge ocksa en konkret tolkning av:
e Identitetselementen 0 och 1
e Inversen med avseende pa A for en mangd X

e Vad 1AX &r for nagot.

Gor detta antingen genom att verifiera alla ringaxiomen eller visa att funktio-
nen

supp :(Z/272)4 — (24, A, N)
feda] fle)=1}

ar en bijektiv funktion som uppfyller

supp(f + g) = supp(f) Asupp(g)  supp(f - g) = supp(f) N supp(g)-

Ovning 3.21 (%). Givet en kropp K, definiera méangden av affina funktio-
ner som delméngden till méngden av polynomfunktioner K [z] som bestar av
funktioner pa formen

A={f] f(x) =a-x+b for ett par av element a € K \ {0},b € K}

e Bevisa att (A, o) ar en grupp, déar o dr sammanséttning av funktioner.

e Om K = Z/37Z visa att A &r isomorf med permutationsgruppen Ss.
Notera att elementen i A dr bijektioner fran {0,1,2} till sig sjdlv

Ovning 3.22 (x). Bevisa att ett heltal &r delbart med tre om och endast om
dess talsumma &r delbar pa tre. Exempelvis sa ar 621 delbart pa tre eftersom
6+24+1=9 ar delbart pa tre.
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4 Ringar fortsattning

Bland de viktigaste exemplen pa ringar har vi ringen av polynom i flera vari-
abler och med koefficienter i reella talen. Vi kommer generalisera detta till att
betrakta polynom vars koefficienter ligger i en kropp K istéllet. Vi kommer att
behova dessa for att definiera elliptiska kurvor inte bara for de reella talen.

4.1 Tallinjen och linjer i talplanet

For de reella talen dr polynomringar méngder vars element &r funktioner med
malmangd R och dér definitionsméngden &r tallinjen, talplanet eller mer ge-
nerellt R”. Konceptet av en linje och ett plan &r inte unikt for de reella talen.
Samma koncept géar att generalisera for en godtycklig kropp. Vi kommer att
borja definiera vad en linje &r och sedan jobba med att forsoka forsté den.

Definition 4.1.1. Om K ar en kropp sa kan denna &ven kallas {or en tallinje.
I denna kontext brukar K? kallas for ett talplan. Elementen i K kallas tal och
elementen i K? kallas vektorer. A

Exempel 4.1.2. Reella talplanet R? kinner vi igen.

4
4

N

N

4
-4

Figur 4.1: Det reella talplanet.
A

Exempel 4.1.3 (Det moduldra talplanet). Lat oss visualiserar talplanet for
Z/(7). Borja med att bladdra tillbaka till figuren 3.1 for att komma ihag hur
vi visualiserade den modulira tallinjen, alltsd Z/(7) sjélvt. Antingen sa var
det 7 punkter pa rad av langd 6 (eftersom vi borjar rékna fran 0). Vi kunde
ocksd positionera elementen i en cirkel/klocka. Informellt s kan man tédnka
sig att vi i cirkeln ’limmat’ ihop &ndarna pa intervallet O till 6 fast med lite
mellanrum mellan dndpunkterna. Talplanet &r méngden av ordnade par av
punkter i Z/(7). Vi visualisera detta som en kvadrat med sidlingden 6 och
som innehaller 72 = 49 heltalspunkter. Exempelvis ligger punkten (1,3) dr.
Nér vi istéllet ser den moduléra tallinjen som en cirkel/klocka motsvarar detta
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for talplanet att man maste limma ihop 6ver med undersidan samt vanster med
hogersidan. Da far man en sorts doughnut, eller torus som matematiker brukar
sidga. Bada versionerna visualiseras i figuren nedan med en svart punkt som
motsvarar elementet (1,3). Det finns dven en ldnk som later dig vélja andra
modulo &n 7 och visualisera en punkt som ror sig runt i det moduléra talplanet
(detta gors genom att variera parametrarna a,b som motsvarar punkten z
respektive y koordinat).

/ B

Figur 4.2: (Lénk till animation)
Alternativt: https://www.math3d.org/k1KUwklvy

Definition 4.1.4. En delmiingd L C K? kallas for en linje om och endast om
det finns tva tal k,m € K sadan att

L=A{(z,y)ly=Fk-z+m}

eller

L={(z.y) |z =m). A

Exempel 4.1.5. Lat oss betrakta linjen y = 2x + 1 fast modulo 7. Detta &r
alltsa mangden

L ={(0,1),(1,3),(2,5),(3,0), (4,2), (5,4), (6,6)}.

Den kan visualiseras pa tva olika sdtt som vi demonstrerar i féljande figurer.
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(0.6)] . . . . . ®
(0.5)] . ° . . . .
(0.4)] . . . . ° .
(0.3)] P . . . . .
(0.2)] . . . P . .
e T T
0o g

Figur 4.3: Linjen y = 22 + 1 modulo 7 i rutnétsformat.
(Lénk till animation)

Figur 4.4: Linjen y = 22 + 1 modulo 7 i torusformat.
(Lénk till animation)

I figurerna sa ritar vi heldragna linjer, i verkligheten ska vi bara betrakta punk-
terna med heltalskoordinater sdsom markerat i rutnétsvarianten. Lek gérna
runt med olika val av ridta linjer med olika val av modulo i lankarna i figu-
rerna. Notera att i rutnétsversionen sa tillater vi bara primtal p sadana att
p%4 = 3 vilket kan verka konstigt, men vi kommer senare se att dessa primtal
kan vara lite enklare att jobba med.

A

4.2 Polynomringar

Givet en kropp K sé kan vi definiera en ny ring K[z] eller K[z, y]. Vi kommer
behova denna ring for att definiera elliptiska kurvor 6ver dndliga kroppar.
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Definition 4.2.1. Lat K vara en kropp. Vi definierar K|z|, polynomringen
Over K i en variabel, som uttryck pa formen

d
E cixt =co+ 1z + cowo + ...+ cqx
i=0

d

for d € N och ¢; € K. Vi kan definiera addition och multiplikation av uttryck
pa det vanliga sattet. Vi kallar sddana uttryck for polynom. Elementen ¢; kallas
for koefficienter och K kallas for koefficientkroppen. Talet d kallas for graden
av polynomet. A

Med varje polynom f(z) = co + c12 + ... + cqz? foljer en evalueringsfunktion
f: K — K som definieras som

f(k) =co+ cik + ... + ecqk?.
Exempel 4.2.2. Nagra exempel pa polynom i R[z| &r
f(x) =7+ V2 + 72°

glx)=1-3x+ g:pQ
h(z) = V3z + 3.

Hér skriver vi alltsd 1 — 3z + a2 istillet for 14 (—3)x + 522 for g(z). Vi
evaluerar polynomen i x = 2 och far

f(2) =m +2v2 + 224

16
9(2) =1-6+
h(2) =2v3 + 8. A
Exempel 4.2.3. Polynomet 1 + x + 22 + 22 &r ett element i R[x]. A

Exempel 4.2.4. Nagra exempel pa element i (Z/(5))[z] &r
f(x) =1+ 3z + 42?
g(x) =2 + 4% + 32°
h(z) = —x +a°
dér det dr underforstatt att alla multiplikationer och additioner gors modulo 5.
Notera att eftersom —1 =41 Z/(5) (det vill siga att 4 &r den additiva inversen
till 1) s& &ar det rimligt att skriva
g(x) =2 — 2% + 3a°.
Vi evaluerar f,g,hixz =2
f(2)=(1+3-2+4-2H)%5 =23%5 =3
g(2) =(2 — 2% +3-32)%5 = 94%5 = 4
h(2) =(—-2+ 32)%5 = 0. A
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Sats 4.2.5 (Fermats lilla sats). Givet ett primtal p s gdller det att for alla
element z € Z/(p).
P —x =0.

Bevis. Om z = 0 sa foljer det direkt att 0P~! = 0. Annars sa bevisar vi istéllet
att for varje nollskilt element a € Z/(p) sa giller aP~! = 1 vilket tydligt
implicerar pastaendet i satsen. Nér a # 0 sa &r a en generator for (Z/(p),+)
enligt hjélpsats 3.4.5. Alltsd har vi att foljande méangder dr samma (kom ihag
att en méngd inte haller koll pa ordningen av sina element),

{1,2,...,p—1}={a,2-a...,(p—1)-a}.

Kom ihag definitionen av fakultet, (p —1)!' = (p—1)(p—2)-...-3-2-1. Vi
har fran det vi precis fastslagit att i modulo p sa far vi istéllet

p—D%p=p-1)p-2)-...-3-2-1=
=a-(2-a)-...-(p—1)-a)=(p—1)-aP L.

For att avsluta beviset inser vi att (p — 1)! inte &r delbart med p och alltsa
giller det att (p — 1)!%p # 0 har en multiplikativ invers eftersom Z/(p) &r en
kropp. Vi kan d& multiplicera med inversen pa bada sidor om likheten

(b - 1)%n = ((p - 1)%m) -2~ P

1= (a"'%n).
0

Definition 4.2.6. Vi séger att ett polynom h delar ett polynom f, vilket
skrivs som h|f om det finns ett polynom g sadant att

f=g-h
A

Hjalpsats 4.2.7. Om f € K[x] och f(a) =0 sa kallar vi a for en rot till f.
Varje rot a till f har egenskapen att

f=(@-a)g

ddr graden av g dr ligre dn graden av f.

Bevis. Vi borjar med att betrakta fallet @ = 0. Anta att f(0) = 0. Det innebéar
att ¢ = 0. Det betyder att

f(@)=0+cx+cma+...+cqx? = (c1+cox+ ... +cqx ).

Dir syns det att g = (¢; +coxz + ... +cqz~!) har ligre grad. Sa fallet a = 0 &r
16st. Betrakta nu ringhomomorfin

Ta: Kz] = Klz]
f(@) = f(z —a).
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Notera att homomorfin &r en isomorfi eftersom den har en invers, namligen

1 = T(—q)- Detta betyder alltsa att alla polynom ocksa gar att skriva pa

a
formen

f(@) =ap+ar1(z —a) +as(z —a)*+ ...+ ag(z — a)®.

P& samma sétt dr det nu klart att f(a) = 0 om och endast om ag = 0 vilket
betyder att

f(x)=(z —a)(ar + aa(z —a) + ...+ ag(z —a)® ). O

Hjalpsats 4.2.8. Ett polynom f € K[z] av grad d som har fler dn d rotter ar
konstant 0.

Bewvis. Vi gor ett motsigelsebevis. Sag att

f(z) =co+ 1@+ ... + cga?

har D > d nollstillen. Lat a vara ett nollstélle. Enligt 4.2.7 kan vi skriva
f(z) = (z —a)g(x), dir graden av g(z) &r som mest d — 1. Lat b # a vara ett
nollstalle till f. Da &r

0= f(b) = (b—a)g(b).

Da a #bsa dr b—a # 0, sa vi kan multiplicera bada sidor med (b — a)~! och
fa g(b) = 0. Alltsd har g ett nollstélle i b. Det innebér att g har dtminstone
D —1 > d — 1 nollstéllen. Vi kan fortsédtta med att faktorisera g, tills vi till
slut kommer till ett polynom av grad 0 (alltsi en konstant) som maéaste ha
atminstone ett nollstélle. Det enda sddana polynomet ar 0, men da ar det
ursprungliga polynomet 0. ]

Definition 4.2.9. Lat K vara en kropp. Definera K|z, y|, polynomringen Gver
K i tva variabler som uttryck pa formen

dy,d2

wi 4y, d
§ Ci ;'Y = coo + 1,07 + oy + c11TY + . ..+ Cay gy T Y™
i,j=0

for dy,ds € N. Vi definierar addition och multiplikation pa det vanliga sittet.
Vi kallar dess element for polynom. Elementen ¢; ; € K kallas for koefficienter
och K kallas for koefficientkroppen. A

Vi definierar informellt graden av ett polynom i flera variabler som hogsta méj-
liga summan av exponenterna av x och y i en term. Exempelvis har polynomet
2293 + y* grad 5.

Exempel 4.2.10. Ett par exempel pa element i Rz, y] ar

fl@)=14+z—y*+2°
g(x) =1 —a? -y’
h(z) =2 + x/3 + 2%y
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Vi evaluerar f,g,hi (1,2) alltsa z =1,y =2
f(1,2)=14+1-224+13=3—-4=—1.
g(1,2) =1 —-12 - 22 = —4.
h(1,2) =24 1/3+12-23=10+1/3 = 31/3. A
Exempel 4.2.11. Ett par exempel pa element i Z/(5)[x,y] ar
flz) =14z —y*+ 23
g(z) =1 -2 —y°

1
h(z) =2+ 3% + 223,

Notera att eftersom —1 = 4 (det vill sdga att 4 &r den additiva inversen till 1)
sa ar det rimligt att skriva

g(z) =1+ 4% + 49>
Pa samma sétt vet vi att 3-2 =1 sa vi kan skriva om
h(z) =2 + 2z + %3
Vi evaluerar f,g,h i (1,2), alltsd x = 1,y = 2 och far
F(1,2) =(1+1-22+1%%5 = (—1)%5 = 4,

g(1,2) =(1 — 12 = 22)%5 = (—4)%5 = 1,
R(1,2) =(2+2-1+1%-2%)%5 = 12%5 = 2. A

Hjalpsats 4.2.12. Givet tvd punkter P = (x1,y1) och Q = (x2,y2) sd finns
det en unik linje mellan dem. Om x1 = xo sd dr det linjen x — x1 = 0 och

annars dr det
_ Y2 — 91

T2 — I

(x —21) +y1.

Bevis. Om x1 = x9 s& ar det klart att det méaste vara den linjen eftersom en
linje som inte &ar lodrét inte har nagot par av punkter med samma z-vérde
(eftersom om man vet x s& vet man y). I det andra fallet, 14t oss betrakta en
linje y = kx + m som innehaller P och Q). Da kan vi se att

Y2 —y1 _ kxa +m— (kxy +m) _ 2o m

=k.

Ty — T Ty — T1 Ty — X1
S& det finns ett unikt alternativ for valet av k. P4 samma satt ser man att

m-vardet maste vara y; = kxr1 +m = m =1y, — kx1. O

4.3 Algebraisk geometri
Vi avslutar kapitel 4 med att definiera en kurva i planet, alternativt en plandr

kurva vilket kommer att innefatta de elliptiska kurvorna i nésta kapitel och
som ar temat for denna kurs.
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Definition 4.3.1. En plandr kurva ar méngden av 16sningar i K2 till en ek-
vation pa formen

f(@,y) =0
dir f € Klz,y] \ {0} for en kropp K. A

Exempel 4.3.2. Alla linjer &r planéra kurvor. Detta eftersom de &r 16snings-
méngden till ekvationer pa formen

y—kxr—m=0 eller z—m=0. A
Exempel 4.3.3. Betrakta 16sningsméngden till
22+ 2zy+y>—3z—3y+2=0.
Vi kan faktorisera uttrycket ovan, och fa den ekvivalenta ekvationen
(z+y—-1)(z+y—2)=0
Men uttrycket ovan ar noll om och endast om
z4+y—1=0 eller x+y—2=0.

Dessa ekvationer definierar bada linjer, s& man kan nu se att denna méngd ar
unionen av tva linjer! A

Exempel 4.3.4. Betrakta 16sningsmangden till

2+t -1=0.

P

~_ |

Figur 4.5: Kurvan som motsvarar z2 + 3% — 1 for K = R.
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(0,5)] . PY R . ° .
(0’4)» . . . . . .
(0‘3). . . . . . .
2, ¢ + . e .
(0‘1). . . . . . .
oo o,

Figur 4.6: Kurvan som motsvarar 2 + y2 — 1 for K = Z/(7).

Exempel 4.3.5. Betrakta l6sningsméngden till

B +1-y2=0.

Figur 4.7: Kurvan som motsvarar y = 22 + 1 for K = R.

Definition 4.3.6. Givet ett polynom f € K|z, y]

dy,da

flz,y) = Z cijryl = coo +cror o1y i1y + o A cay gty
i,j=0

do

definierar vi dess partiella derivator som

af di,da
. i—1 4 di—1, d
% = Z 7 - Ci’jIL‘Z y] =coteciy+...+ dmcdx,dyl‘ 170y 2,
1,7=0
di,d2
af ~ . -1 dy, da—
M = Z i-j-ciga'y Tt =con ez + ...+ dycay gty A
1,J=0
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Exempel 4.3.7. Lat oss derivera polynomet

flzy) =y* —2® — 1= (2% + (-1)zy° — 2%").

of a2 a2

—8x(x,y)—0 3z — 0= —3z°.
of B _
M (z,y) =2y —0-0=2y.

Vi definierar nu tangentlinjen till en kurva. Att forklara vart definitionen kom-
mer fran ar 6verkurs och vi ndéjer oss med att observera att den stdmmer
Overens med var intuition i ett exempel.

Definition 4.3.8. Tangentlinjen till en planar kurva

i punkten (a,b) € Y ges av ekvationen

(wn) -0+ (ZLan) w-n-o

Om bada partiella derivatorna ar 0 i ndgon punkt (a,b) € Y si existerar inte
tangentlinjen dér. En punkt dar tangentlinjen inte finns kallas for singularitet.
En kurva med en singularitet séger vi ar singuldr. Om tangentlinjen alltid finns
sa sager vi att kurvan ar glatt. A

Exempel 4.3.9. Kurvan y? — 23 —1 = 0 #r glatt eftersom en singuldr punkt &r
samma sak som l6sningen till ekvationssystemet f(x,y) = %(az, y) = g—g(ay,y) =

0. Alltsa,

fla,y) =y* =2’ —1=0
of a2
%(x,y)— 3z =0

of B B
afy(fc,y) =2y=0.

Genom att titta pa de tva partiella derivatorna ser vi att den enda mojliga
l16sningen &r origo x = 0,y = 0. Denna ar dock inte en punkt pa kurvan, sa
kurvan ar glatt!

57



Figur 4.8: Kurvan som motsvarar y?> — 22 — 1 = 0 for K = R med en av dess
tangentlinjer.

A

Lek gérna runt med tangentlinjen i olika punkter i animationen i féljande
lank.(Léank till animation). Det dr svarare att forsta intuitionen for denna kurva
(den som ges av samma ekvation) i det moduléra talplanet. En tangentlinje
skér alltid sin kurva i en punkt med multiplicitet atminstone 2 (se definitionen
nedan).

Exempel 4.3.10. Kurvan y? —23 = 0 #r singulir eftersom det inte finns nagon
tangentlinje i punkten (0, 0).

(0,0)

Figur 4.9: Kurvan som motsvarar y — 23 = 0 for K = R.
A

Definition 4.3.11 (Multiplicitet). Lat C' vara en kurva given av ekvationen
f(z,y) = 0. Lat d&ven L vara en linje som ges av ekvationen

y=x+v.

Om f(x,y) har grad n kommer f(x, \z + v) vara ett polynom i z av grad n.
Ség att L skiar C' i punkten (xg,yo). Da siger vi att skiarningen ar av multipli-
citet k£ om polynomet f(z, Ax + v) har roten z¢p med multiplicitet k. Eftersom
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polynomet har grad k£ kommer summan av alla skdrningspunkters multiplicitet
vara som mest graden av f.

A

Exempel 4.3.12. Betrakta kurvan f(z,y) = 22 + y> — 1 = 0, alltsa en cirkel
med radie 1 och center i origo. Linjen y = 0 skir kurvan tva ganger, da x = 1
och da x = —1. Polynomet

flz,0)=2?—1=(z—1)(z+1)
har 2 rétter, bada med multiplicitet ett. Allsa har bada skidrningspunkter mul-

tiplicitet 1.

Linjen y = 1 skér kurvan en gang, da x = 0. Polynomet

f(z,1) = z?

har roten z = 0 med multiplicitet 2, sa linjen skir kurvan en gang med multi-
plicitet 2.
A

Ovningar

Ovning 4.1. Skriv ned féljande polynom ’utan minustecken och utan brak-
streck’. Till exempel sa skrivs 1 —3 x +3 %x2 skrivs som om 1 43 2z + 222
eftersom 24+31=0o0ch 2-32=1.

(i) flz,y) = 1+px_p$2
(i) g(z,y) =1—p 32y
for p = 5 och p = 7 och evaluera dem i x = 3,y = 2.

Ovning 4.2. Beriikna de partiella derivatorna for polynomen

(i) 1+ 2z +y+ 322
(i) 2z — 3zy + % + 22

Ovning 4.3. Skriv ned ekvationen for den unika linjen som genom punkterna
(1,2) och (5,7) (oavsett kroppen K, det dr okej att anvanda skriva 1/4 &ven i
modulo p).

Ovning 4.4. Bevisa att en linje i talplanet modulo p innehaller exakt p ele-
ment.

Ovning 4.5. Rita ut linjen y = x/2 + 5 fér kropparna R och Z/(7).
Ovning 4.6. Rita ut linjen y = 3z — 4 for kropparna R och Z/(7).

Ovning 4.7. Rita ut linjen {(x,y) | (z,y) = t*(3,1)+ (0, 1) for nagot t € K}
for kropparna R och Z/(7).
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Ovning 4.8. Skriv ned ekvationer for tangentlinjerna till kurvan 2% +y%—25 =
0 i punkten (0,5) och (3,4).

Ovning 4.9. Ar kurvan 22 + y? — 25 = 0 slit (niir K = R)?
Ovning 4.10. Bevisa att
¢ :2/(2) X Z/(2)
(a,b) = (a+0,0)

ar en gruppisomorfi. Dra slutsatsen att vilket par av nollskilda element som
helst genererar gruppen Z/(2) x Z/(2) med +.

Ovning 4.11. Ar kurvan y? — 22 — 23 = 0 slit (nir K = R)?

Ovning 4.12 (). Bevisa att tangetlinjen till en plandr kurva i en punkt

(a,b) € C skir kurvan skiir den i en dubbelpunkt genom att folja dessa steg
(i) Givet (a,b) € K2. Bevisa att alla polynom kan skrivas pa formen

dz,dy

fly) = aijle—a)(y—b)

i,j=0
for nagra tal o j € K.
(ii) Bevisa att apgo = f(a,b)
(iii) Acceptera att a9 = %(a, b) och a1 = g—i(a, b). (Bevis ar 6verkurs)

(iv) Visa att f(a—i—tg—i(a, b),b— t%(a, b)) har en dubbelrot i ¢t = 0, alltsa att
den #r delbar med #2.

Ovning 4.13. Visa att en ringhomomorfi mellan kommutativa ringar med
etta R, S maéste skicka Oan i R till Oan i S men ettan i R méaste inte skicka
lan i R till 1lan i S. GoOr detta genom att bevisa att foljande funktioner &r
ringhomomorfier som exemplifierar detta

0:R— R
z+—0

dir 0 #1 € R.

¢ :2/(6) — Z/(6)

a— 3-¢a.
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5 Elliptiska kurvor

5.1 Introduktion

I féljande kapitel kommer vi att for det mesta jobba 6ver kroppen R, for att
lattare visualisera kurvor. Det gar dock att gora saker 6ver andra kroppar.
For att studera kurvor pa ett systematiskt sétt brukar man klassificera kurvor
utifran graden pa det polynom som definierar dem. Déarmed skulle en kurva pa
formen

azx® + by + ey’ +dr +ey+ f=0

dér a,b,c,d,e, f € R vara en kurva av andra graden. Mycket av en kurvas
egenskaper bestdms av dess grad. En linje &r en kurva av grad 1. Nagot som
inte ar lika uppenbart ar att tva linjer utgér en kurva av grad tva. Om ena
linjen beskrivs av ekvationen az + by + ¢ = 0, och den andra av ekvationen
dx + ey + f = 0, kommer ekvationen

(ax+by+c)(dzx+ey+ f)=0

beskriva en kurva av andra graden som &r unionen av de tva linjerna. P& sam-
ma satt utgor 3 linjer en kurva av tredje graden o.s.v.

Vi rakar vara intresserade av kurvor av tredje graden. En generell kurva av
tredje graden ar en kurva

az® + ba’y + cxy® + dy + ex? + fry+gy? +he +iy+5=0

for nagot val av a, b, c,d, e, f,g,h,i,5 € R.

Vi kommer att behéva en sats om tredje gradens kurvor i framtiden som vi
inte kommer att bevisa. Inte for att beviset ar for svart, utan mer for att det
innehaller manga detaljer.

Sats 5.1.1. Lat C1, Cs och Cs vara tre kurvor av grad 8 sa att Cy och Coy skdr
varandra i 9 punkter. Om Cg gar genom 8 av de hdar 9 punkterna, gar kurvan
dven igenom den nionde.

I praktiken kommer vi inte att behova sd ménga bokstéver for att beskriva
tredjegradskurvor. Vi &r intresserade av tredjegradskurvor pa en sarskild form.

Definition 5.1.2 (Elliptisk kurva). En elliptisk kurva &r en glatt kurva C' som
kan beskrivas av en ekvation pa formen

=2 +art +br+c

dér a,b,c € R. A
Det héar kan verka som en véldigt specifik typ av tredjegradskurva, men det

visar sig att de flesta kurvor kan skrivas om pa den hér formen med nagra enkla
transformationer. Vi kan ocksa forenkla ekvationen vi har ytterligare. Genom
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Figur 5.1: En elliptisk kurva med ekvation y? = 2> — 22. Notera att kurvan &r
symmetrisk kring x-axeln.

att gora variabelbytet © — = — a/3 forsvinner termen z2. Byter vi namn pa
konstanterna far vi den nya ekvationen

y? = 2% +ax +0.

Vi kommer ibland anvinda den enklare formen.

Vi kommer i fortsattningen att lagga till en extra punkt utover losningar-
na (z,y) till y> = 2% 4+ a2? 4 bz + c. Den hir punkten, kallad punkten vid
odndligheten, betecknas O. Visuellt vill vi se det som den punkt som ligger
oandligt langt bort i y-axelns riktning, och at bada hall pa samma gang. Om
L ar en linje séger vi att O ligger pa en linje om linjen &r parallell med y-axeln.

Nar vi nu har en kurva pa en sa fin form finns det ett véildigt enkelt sétt
att kontrollera om kurvan ér glatt eller inte. En singularitet till kurvan y? =
2% + ax + b ar en punkt pa kurvan sadan att

0 2 3 0 2
Y ar—bl=2 A
0 8y[ x°—axr—b =2y, 0 Ox[y x

3 —ar — b =322 —a.

Vi ér alltsd intresserade av nér det finns en punkt («,0) pa var kurva si att

a? = —a/3. Eftersom punkten (a, 0) ligger pa kurvan uppfyller den

0?=a®4aa+b=—aa/3 +aa+b < 2aa = —3b.
Vi kvadrerar bada sidor och far

4
(200)? = (—=3b)? = —§a3 =9 — —da® =272
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Definition 5.1.3. Om kurvan C &r definierad av y? = 23 4+ ax + b later vi
Ac = 4a® + 27b?

vara diskriminanten av C. Kurvan C har en singularitet om och endast om

Ac = 0. A

Exempel 5.1.4. Betrakta kurvorna C7 och Cs beskrivna av ekvationerna
y? = 23 —2x och y? = 3. Kurvan C; har diskriminant 4-(—2)?+0 = 16, medan
C5 har diskriminant 0. Vi vet fran forra kapitlet att Cs har en singularitet i
(0,0). A

Efter allt jobb &r det naturligt att stilla sig fragan, "varfér bryr vi oss"? Vad
ar det som gor tredje gradens kurvor sarskilt intressanta, mer &n kurvor av
andra grader? Det beror pa att punkterna i en elliptisk kurva har strukturen
av en grupp. Det dr en komplicerad gruppstruktur, och inte sa enkel som att
addera eller multiplicera koordinater.

Lat C vara kurvan y? = 23 + ax?® + bz + ¢. De allra flesta linjerna skir C i
3 punkter. Alltsa &r ett naturligt sitt att associera en tredje punkt R till 2
punkter P, (@ att betrakta linjen L genom P och @, och att lata R vara den
tredje punkten L skir C' i. Vi skriver

R=PxQ

for P, @, R som i exemplet. Alltsa ligger alltid P, Q, P *x Q pa en linje.

Operationen * definierar inte en grupp, men med en liten forédndring kan vi
definiera en operation @ som ger oss en grupp.

Sats 5.1.5. Lit C bestd av punkter (z,y) i planet sd att y?> = 2% + ax® + b,
tillsammans med O, punkten vid odndligheten. Definiera operationen @: C' X
C — C genom att lata P & Q wvara reflektionen av punkten P x Q i x-azeln,
dar P x Q dr punkten sa att P,Q och P x Q ligger pa en linje (se figur 5.2).

Vi gar igenom beviset steg for steg. Det finns nagra detaljer som behover redas
ut i definitionen av addition. Precis som innan séiger vi att punkten O ligger
pa en linje om linjen &r parallell med y-axeln. Om vi dédrmed tar tva punkter
P, @ som har samma z-koordinat, kommer P x () skira C' i punkten O.

Givet tva punkter P och @, kommer linjen genom P och @Q skira var kur-
va genom punkter som sammanlagt har multiplicitet tre. Punkterna P och @
kommer att motsvara tva av dessa multipliciteter, och vi later P x () vara den
tredje multipliciten. Det innebar att det kan hdnda att tex P x QQ = P, om
linjen skédr kurvan i P med multiplicitet 2.
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Figur 5.2: Addition av tva olika punkter

Med andra ord, vi definierar P & P genom att ta tangentlinjen L till C'i P,
betrakta den andra skidrningspunkten R av tangentlinjen och C, och att sedan
reflektera R i x-axeln (se figur 5.3). Vi later ocksa O @ O = O.

Kommutativitet foljer direkt. Identiteten ges av O, da linjen genom O och en
annan godtycklig punkt P € Y &r linjen genom P parallell med y-axeln, sa
tredje skdrningspunkten med C' ges av reflektionen av P i xz-axeln. Alltsa &r
OaP=Pa0O=P.

Inversen till P ges av P_, reflektionen av P i z-axeln, da linjen genom P och P_
skiar C'1 O, och reflektionen av O i x-axeln ar O. Alltsa ar PeP_ = P_aP = O.

Det aterstar att visa associativitet. Betrakta figur 5.4. Vi har pa bilden ritat
tre punkter, P, @, R. Vi har dven tva triplar med linjer, tre som ar streckade
och tre som inte &r det.

De streckade linjerna &r linjen genom O, Px@Q, P®Q, linjen genom Q*x R, Q), R
och linjen genom P,Q @ R, P x (Q @ R).

De aterstaende linjerna &r linjen genom P, @, PxQ), linjen genom Q*R, O, QB R
och linjen genom P® Q, R, (P & Q) * R.
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Figur 5.3: Addition med samma punkt

Vi kan se de hér tva samlingar av linjer som tva tredjegradskurvor, och vi ser
att de moter varandra och C'i 8 punkter, namligen O, P, Q, R, PxQ, Q+R, P®Q
och Q ® R. Alltsa maste enligt sats 5.1.1 de tre tredjegradskurvor alltsa motas
i samma nionde punkt. Men de tre streckade linjerna méter C'i (P ® Q) * R i
sin nionde skirningspunkt, och de aterstaende linjerna méter C' i P x (Q & R)
is sin nionde skdrningspunkt. Alltsa maste (P ® Q) * R =P (Q & R).

Det aterstar bara att notera att (P& Q)® R ar (P& Q) xR reflekterat i z-axeln,
och att P@ (Q @ R) ar P * (Q @ R) reflekterad i z-axeln. Déarmed &r

(PPQ)®R=P®(QdR).

I framtiden kommer vi att anvinda notationen P + ) for addition istéllet for
P ® Q. Vi kommer dven att skriva —P for inversen till P, och nP for

P+P+---+P.

n ganger

Men kom ihag att det inte har nagot att gora med vanlig addition, utan ar en
ny grupplag.

5.2 Formler for addition

Vi vill nu beskriva var nya addition pa ett rent algebraiskt sétt, vilket kommer
att behovas ibland. Lat C vara kurvan definierad av y? = 2% +a2? + bz +c¢, och
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Figur 5.4: Associativitet hos en elliptisk kurva.

lat P = (z1,y1), @ = (x2,y2). Reflektion i z-axeln innebér att skicka (x,y) till
(l’, _y)a sa —P = (:I:v _y) Lat _(P+Q) = ($37y3)' Vi vet att P7Q7 _(P+Q)
ligger pa en linje. Alltsé ligger (x3,ys3) pa linjen

Y2 — Y1

y=X +v, dirl\= , ochv=y —A\x.
X9 — I

Men (z3,y3) maste dven ligga pa kurvan C. Att gemensamt ligga pa linjen
y = Ax + v och pa kurvan C innebér att

Az +v)? =23 +ar? +br+c

— 4+ (a— /\2):172 +(b-2\w)x+ (c— 1/2) =0.

Vi vet att x1, x2 och x3 alla 16ser ekvationen, och VL &r en tredjegradsekvation,
sé vi kan faktorisera

234+ (a— X)2? + (b—2\)z + (¢ — v?) = (z — z1)(z — z2) (z — x3).
Om vi utvecklar HL och betraktar =2 termen, far vi
a— N = —x) —x9 — 13

<~ $3:>\2—a—$1—$2.

Vi har ocksa att
Y3 = Ax3 + U,

Nu aterstar bara att mérka att om —(P + Q) = (z3,y3), s ar (P + Q) =
(3, —y3). Alltsa har vi bevisat foljande formler.
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Hjilpsats 5.2.1. Lat C vara en elliptisk kurva given av y? = 23 +ax? +bx+c.
Lat P = (x1,y2), Q = (x2,y2), och anta P # Q. Da ar

P+Q=()\Q—G—ﬂﬁl—xz,—)\()\2_a_$1_952)_”)7
ddr

\ = y1—y2’
r1 — T2

V=11 — AT1.

Exempel 5.2.2. Betrakta kurvan y?> = z® + 17. Vi har tva punkter, P =
(—1,4) och @ = (2,5). Linjen genom P och @ i det hér fallet ar

1 n 13
=-r+—.
Y733
Alltsé &r A = § och v = 2. Om (z3,y3) &r koordinaterna fér P + Q kan vi
berékna

8
$3:/\2—a:1—x2:—§.
Vi far ocksa
109
Ys = —Ax3 — v = —or
Alltsa &r s 100
pra- (5 1y

Som vi mérker kan komplexiteten av 16sningarna gé upp ganska fort.
A

Tyvérr fungerar inte formeln i det fallet da P = @, och tyvérr dr situationen
lite véirre har. Om P = @ = (z1,y1), kommer punkten P x P = (z3,—y3)
istdllet ligga pa linjen

dy

y:)\l'+y, )\:@b:yl:Tyl?

dir f(x) = 2® + ax® 4 bx + c. Férutom det problemet fungerar formeln som
innan.

Hjilpsats 5.2.3. Lit C vara en elliptisk kurva given av y* = 23+ ax? +br+c
och lit P = (x1,y1). Dad dr
2P = (N2 —a— 21, - A\ —a — 221) — v),

ddr

LD

9 , V=Y — AT, f($)=x3+ax2+b:1;+c.
Y1
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5.3 Punkter av liten ordning

Givet en elliptisk kurva C pa formen
y? =23 + azx +b,

vilka punkter P € E har ordning 27 Att ha ordning 2 innebér att P+P = O. Vi
adderar —P till bada sidor och far P = —P. Men —P &r punkten P reflekterad

genom z-axeln, s om P = —P maéste P ligga pa x-axeln, alltsa ha y-koordinat
0. Om P = (z,0), géller da alltsa

0=2%+azx+0.

Polynomet 2 4 ax + b kan antingen ha ett eller tre reella nollstéllen. Eftersom
att polynomet dr udda kommer det att anta valdigt stora varden for stora x,
och vildigt negativa virden for sma x. Alltsd maste det anta virdet 0 &tminsto-
ne en gang. Om det antar virdet 0 en gang och zg &r det nollstéllet, kommer
vi att kunna faktorisera 23 4+ azx 4+ b som (x — x¢)(2? + cx + d). Polynomet
2?2 4 cx + d kommer att antingen ha tva reella nollstéllen eller inga reella noll-
stéllen.

Om 23 + az + b har ett reellt nollstille kommer kurvan att skira z-axeln 3
ganger, vilket innebér att den kommer att ha tva komponenter. Om det en-
bart finns ett nollstélle skir kurvan x-axeln en gang, vilket innebér att kurvan
ar sammanhangande.

Sammanfattningsvis dr punkter med ordning 2 pa formen (0, z¢) dir xg ar ett
nollstélle till polynomet 23 4+ ax + b, och det finns antingen 1 eller 3 sadana
punkter.

Vi betraktar nu istéllet punkter av ordning 3. En punkt P har ordning 3 om
3P = 0. Om vi adderar —P till bada sidor far vi 2P = —P. Punkten 2P &r
punkten man far genom att dra tangentlinjen vid punkten P, betrakta skar-
ningen med C' och sedan reflektera punkten i z-axeln. Men — P &r P reflekterad
i z-axeln, s& om 2P = — P maste tangentlinjen vid P skira kurvan C'i P! Det
hér fungerar endast om tangentlinjen i P skir C' endast en gang med multipli-
citet 3. En sddan punkt kallas fér en inflektionspunkt.

Vi ar intresserade av att hitta en mer algebraisk beskriving av dessa punkter,
och for att gora det anvinder vi de formler vi tagit fram. Lat P = (z,y) vara
en punkt av ordning 3. Eftersom 2P = —P och —P = (z,—y), kommer z-
koordinaten fér P vara samma som z-koordinaten for 2P. Men z-koordinaten
for 2P ges av

N —a—22

dir A = f/(x)/2y. I vart fall ir f'(x) = 32% + 2ax + b. Dirmed #r

(322 4 2az + b)* 9z + 12a2® + (4a® + 6b)x* 4 4abx + b

A=
492 423 + dax? + 4bx + 4c
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Med lite extra utrdkningar kommer vi till slut fram till

2t — 2bx? — 8cx + b2 — 4ac
413 + daz? + 4bx + 4c

N —aq—2z =

Den hér laskiga formeln har sina egna anvéndningar, s& vi skriver ned den.

Hjalpsats 5.3.1 (Explicit dupliceringsformel). Lt C' vara en elliptisk kurva
given av ekvationen y?> = x® + ax® + bx + c. Om P = (z,y) dr en punkt pd
kurvan sé dar x-koordinaten for 2P

2t — 2bx2 — 8cx + b2 — dac
423 + dax? + 4bx + 4c

Om vi nu atergar till punkter av ordning 3, om z-koordinaten fér P &r samma
som z-koordinaten fér 2P innebér det att

B 2t — 2022 — 8cx + b% — dac
43 + dax? + 4bx + 4c

Om vi forldnger med ndmnaren och flyttar 6ver resultatet till vinsterled far vi
ekvationen

0 = 3z* + daz® + 6b2® + 12cx + dac — b>.

Alltsa ar de punkter av ordning 3 de punkter vars z-koordinat &r en 16sning till
ekvationen ovan. For varje sadan z-koordinat finns det tva val av y-koordinat,
eftersom y? da dr bestimd. Men polynomet har grad 4, sa det finns som mest
8 punkter av ordning 3. Vi sammanfattar resultatet nedan:

Hjalpsats 5.3.2 (Punkter av ordning 2 eller 3). Lat C vara en elliptisk kurva
given av ekvationen y? = 2% + ax® 4+ bx + c.

e De punkter P € C' med ordning 2 dr exakt de punkter med y-koordinat
0, och x-koordinat en lésning till ekvationen

2%+ az® + bx +c.

Det finns antingen 1 sadan punkt eller 8 sddana punkter.

e De punkter P € C med ordning 3 dr exakt de punkter ddr tangent-
linjen skdr kurvan med multiplicitet 3. Dessa punkter dr de som har
x-koordinater som dr lésningar pa ekvationen

3zt + daz® + 6b2® + 12¢cx + dac — b2,

Det finns som mest 8 sadana punkter.
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5.4 Andra kroppar

Ség att vi ar intresserade av en elliptisk kurva C' &ver en annan kropp K som
inte nodvéindigtvis ar R. Den ges av en ekvation

v =2+ ar? +bx+c

dir a,b,c € K. Punkterna pa kurvan ar alla losningar i K2. Gruppstrukturen
fungerar pa exakt samma sétt i det héar fallet, och man kan anvinda de formler
vi nyligen hérlett for att definiera addition.

Ibland kan vi ha tva kroppar som innehéaller varandra som Q C R. Om vi da
exempelvis har att gora med kurvan y? = 23 4+ 32 + 1 kan det vara svart att
veta om vi ar intresserade av de rationella punkterna eller de reella. Darmed
skriver vi C'(Q), C(R) for de rationella respektive de reella 16sningarna. Vidare
skriver vi C(K) for 16sningar i K2.

Méngden C(K) ar alltid en grupp, men strukturen beror pa vilket K vi véil-
jer. Mycket av det kvarstaende materialet i kompendiet gar ut pa att beskriva
strukturen for olika val av K. D4 K = R &ar gruppen C(R) ganska stor och har
lite for enkel struktur for att vara sarskilt intressant. Om vi istéllet begrénsar
oss till rationella punkter, C(Q), visar det sig att gruppen ar mer komplicerad,
men ocksa sa pass enkel att den gar att hantera. Faktum ar att den alltid &r
andligt genererad i det héar fallet.

Kapitel 7 gar ut pa att bevisa det pastaendet, vilket inte kommer att vara
sarskilt enkelt.

Ovningar

Ovning 5.1. Lat A vara en abelsk grupp. Definiera funktionen n : A — A,
multiplikation med n, som

no=a+a+---+a.
N——

n ganger
Visa att n dr en homomorfi.

Ovning 5.2. Lat C vara en tredjegradskurva. Lat P,Q vara punkter pa C,
och lat P * @) vara den punkt sa att P, Q, P x Q) ligger pa en linje.

(i) Forklara varfor P« @Q = Q * P.

(ii) Visa att det inte finns ett element Py sa att Py« P = P for denna lag,
alltsd visa att det inte finns ett identitetselement.
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(iii) Visa att lagen inte heller &r associativ, P x (Q * R) # (P x Q) * R.

(iv) Forklara varfor P x (P x Q) = Q

Ovning 5.3. Lat S vara en méngd och * : S x S — S en kompositionsregel
med foljande egenskaper

e PxQ=Q=xP foralla P,Q € S.
e Px(PxQ)=0Q for alla P,Q € S.

Valj ett element O € S och definiera en ny regel ® pa S genom
P+Q=0x(PxQ)
Visa att

(i) P+Q =Q+ P och O+P = P for alla P,Q € S, alltsd att den nya

regeln dr kommutativ och att O &r ett identitetselement.

(ii) Visa att givet P, @ € S, har ekvationen X + P = @ en unik 16sning i X,
namligen X = P * (Q * O). Mer specifikt, visa att om vi definierar —P
som P % (O % O) sa ar —P den unika 16sningen pa X + P = 0.

(iii) Visa att + &r associativ, och da #ven definierar en grupp, om och endast
om

R+ (Ox(PxQ)) =P (0Ox(Qx*R)) for alla P,Q,R € S.

Ovning 5.4. (i) Betrakta kurvan given av ekvationen u®4+v® = 1. Visa att
om (u,v) ar en punkt pa kurvan, kommer
12 u—v

och y = 36
u—+v u-+v

Tr =
uppfylla ekvationen y? = 23 — 432.

(ii) Visa att om (z,y) ligger pa kurvan y? — 432 och

L3ty 36—y
= v =
6z ' 6z

att (u,v) uppfyller u® +v3 = 1.

(iii) Visa att de tidigare tva transformationerna &r inverser till varandra nér
de ar definierade. For vilka punkter &r de vildefinierade?

Ovning 5.5. Lat C vara en elliptisk kurva definierad av y? = 2%+ az? 4 bz +-c.
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(i) Vad blir ekvationen om vi gor variabelbytet = — x — a/37

(ii) Anvénd foregaende exempel for att hitta en diskriminant A¢ till C' som
inte &r pa en forenklad form, alltsa ett uttryck i a, b, ¢ som &r 0 exakt da
C' har en singuldr punkt.

Ovning 5.6. Betrakta punkten P=(3,8) pa kurvan

y? =z — 43z + 166.

Berdkna 2P,4P och 8P (hér &dr additionen med avseende pa den elliptiska
kurvan). Jimfor P med 8P.

Ovning 5.7. Vilka av foljande kurvor har 3 punkter av ordning 2 och vilka
har 17
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6 Elliptiska kurvor 6ver andliga kroppar

De gruppoperationer vi definierat fungerar éver vilken kropp som helst. Det &r
bara lite krangligare att rita ut linjer och elliptiska kurvor. Antag att kurvan
Y ar pa formen

v =23 +br+c

sadan att
Ay = 160> — 27¢* 201 Z/(n).

Kom ihag att gruppoperationen fér P = (z1,y1) och Q = (x2,y2) (ingen av
dem &r identiteten O) borjar med att studera linjen y = A\x 4+ v dér

3234b .
5y, O P=qQ

A:{zz—zi om P £Q

enligt hjalpsatserna 5.2.1 och 5.2.3. Hér &r v = y; — Ax1. Detta séger alltsa att
P + @ = (z3,y3) har koordinater

x3:)\27a7x171:2, Y3 = —Ax3 — U.
6.1 Hasse—Weils sats
Exempel 6.1.1. Betrakta kurvan Y som ges av y?> = 3 + 1 6ver Z/(7).

Diskriminanten ar Ay = 0 — 27 = (—=27)%7 = 1 # 0 sa kurvan ar glatt. Den
har 12 punkter, varav vi ritar ut 11 element i féljande bild

(0,6)

(0,5)

(0,4)
(0,3)]
(0,2)]
)

(0,0)

(0,0)°(1,0) (2,0)%3,0) (4,0 75,0) 6. 0)

Figur 6.1: Kurvan som motsvarar y> — 23 — 1 =0 for K = Z/(7).
(Lénk till animation)
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och det sista elementet &r det som ligger borta i odndligheten O. Alla dndliga
abelska grupper ar dndligt genererade, alltsd med hjalp av satsen 3.1.11 maste
Y vara isomorf med en produkt av olika Z/(n;) sadan att ny -ng-... = 121
detta fall, eftersom antalet element i en produkt av grupper ar produkten av
antalet element i respektive grupp. Tolv har primtalsfaktorisering 3-2-2. Sa vi
kan for tillfillet inte avgora om vi jobbar med exempelvis Z/(3) x Z/(22) eller
Z/(3) X Z/(2) x Z/(2) utan att gora ett par ytterligare berdkningar. Notera
att Z/(12) 2 Z/(3) x Z/(4) och att Z/(6) = Z/(2) x Z(3) sa vi behover inte ta
hénsyn till de fallen. For att se vilken grupp vi jobbar med sa har vi ett knep vi
kan anvénda. Antalet element av ordning 2 (alltsa z+x = 0) 1 Z/(3) X Z/(2) x
Z/(2) ar 4, alltsa alla element pa formen (0,a,b), medan i Z/(3) x Z/(4) har
vi att elementen av ordning 2 ar bara 2, alltsa (0,0, 0), (0,2,0), (0,0,2).

Lat oss studera punkten P = (0,1) och dess multiplar. Fér P + P = 2P &r
A=2%0="0=0.Da far viatt v =1 — 0 =1 och enligt hjilpsats 5.2.3
2P = (0> -0—-10,-0(0>-0—-0) —v) = (0,0 — 1) = (0,6).

Eftersom vi ser att P och 2P ligger pa en lodrét linje sa ar 3P = . Sa
detta &ar var kopia av Z/(3). Notera att de tre punkterna (3,0),(5,0),(6,0)
ligger pa x-axeln och &r sina egna inverser (som fas genom att byta tecken pa
y-koordinaten). Alltsa har vi att 2P = O for dessa tre, och med identiteten
blir det 4 sddana element totalt. Alltsa ar var kurva, som grupp isomorf med
Z](3) x Z/(2) x Z/(2). Enligt 6vning 4.10 kan vi lata ett godtyckligt par av
punkterna pa z-axeln agera som generatorer for Z/(2) x Z/(2). Alltsa drar vi
slutsatsen att

¢:7/(3) x Z)(2) x Z/(2) = Y
(a,b,c¢) = a(0,1) +b(3,0) + ¢(6,0)

Man kan fraga sig hur manga punkter som finns pa en elliptisk kurva i all-
ménhet. Det ndrmaste vi kommer dr Hasse—Weils sats som vi tyvérr inte kan
bevisa i denna kurs.

Sats 6.1.2 (Hasse Weil). Givet en elliptisk kurva C' dver heltalen modulo p sd
ar antalet punkter pa den kurvan ungefar p + 1. Mer exakt sd gdller det att

|#C —p — 1] < 2/p.

Exempel 6.1.3. Vi kan verifiera Hasse-Weil i kurvan fran exempel 6.1.1 hade
12 punkter och p var 7. Vi kan da verifiera att

12—7—1=4<2V7~529.

Man kan ju ifragasétta om 12 och 7 + 1 ligger néra varandra men ju stérre p
blir desto mindre blir feltermen relativt sett. A

Kryptosystem

Under 1970-talet skedde en revolutionerande framsteg inom kryptografi med
introduktionen av kryptosystem med offentliga nycklar av Diffie, Hellman,
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Merkle, Rivest, Shamir, Adelman och andra. Ett kryptosystem tillater tva
parter, oftast kallade Bob och Alice, att utbyta information éver en kommu-
nikationskanal som kan avlyssnas men dér kommunikationen sker pa ett sétt
som forhindrar deras eventuella motstandare, Eve, att avgora informationen i
meddelanden som skickats.

Matematiskt sett kan man betrakta ett grundlaggande kryptosystem som en
injektiv funktion

f: {meddelanden} — {krypterade meddelanden}.

Méngden av meddelanden och krypterade meddelanden &r ofta densamma i
denna kurs och den brukar dessutom vara en grupp G dér de olika elementen
motsvarar olika meddelanden. Till exempel sa kan varje element signifiera en
bokstav eller en symbol pa ditt tangentbord.

Exempel 6.1.4. Det finns 256 olika ASCII tecken, de férsta 32 &r lite obskyra
men resten kan du se i tabellen nedan.

ASCII printable Extended ASCII
characters characters

32 space 64 @ 96 . 128 ¢ 160 & 192 L 224 6
33 ! 65 A 97 a 129 @ 161 i 193 1 225 g
34 " 66 B 98 b 130 & 162 6 194 —+ 226 O
35 # 67 C 99 c 131 a 163 G 195 | 227 O
36 $ 68 D 100 d 132 & 164 @ 196 — 228 &
37 % 69 E 101 e 133 a 165 N 197 + 229 6
38 & 70 F 102 f 134  a 166 2 198 a 230
39 ' 71 G 103 g 135 ¢ 167 ° 199 A 231 p
40 ( 72 H 104 h 136 & 168 ¢ 200 L 232 p
41 ) 73 1 105 i 137 & 169 ® 201 I 233 U
42 g 74 J 106 j 138 & 170 =~ 202 & 234 O
43+ 75 K 107k 139 i 171 % 203 s 235 U
44 s 76 L 108 | 140 i 172 % 204 | 236y
45 - 77 M 109 m 141 i 173 205 = 237 Y
46 o 78 N 10 n 142 A 174 « 206 4 238
47 / 79 0 11 o 143 A 175 207 = | 239

48 0 80 P 12  p 144 E 176 208 & 240 =
49 1 81 Q M3 gq 145 = 177 209 B 241 %
50 2 82 R 14 r 146 £ 178 210 E 242 _
51 3 83 S 15 s 147 & 179 211 E 243 %
52 4 84 T 16t 148 & 180 212 E 244 9
53 5 8 U 17 u 149 & 181 A 213 245 §
54 6 86 V 18 v 150 @ 182 A 214 i 246+
55 7 87 W 19 w 151 0 183 A 215 1 247
56 8 8 X 120 x 152§ 188 © 216 1 248  °
57 9 89 Y 121y 153 O 185 4 217 4 249
58 8 0 z 122 2z 154 0 186 1 218 250

59 ; 91 [ 123 { 155 o 187 5 219 QB 251 °
60 < 92 \ 124 | 156 £ 188 ] 220 g 252 ®
61 = 93 1 125 } 157 @ 189 ¢ 221 ! 253 2
62 > 94 A 126 ~ 158 % 190 ¥ 222 1 254 m
63 ? 95  _ 159 f 191 4 223 ™ 255 nbsp

Figur 6.2: Tabell med ASCII tecken

Lat saga att du vill skicka ett krypterat sms, kom ihag att ett sms har upp
till 160 bokstéaver. D& kan vi lata méngden av meddelanden och krypterade
meddelanden vara (Z/(256))'%° dir varje element motsvarar en sekvens av
ASCII tecken, alltsa ett sms. A

Lat sidga att Bob vill kryptera sitt meddelande m genom att berdkna f(m)
och sedan skicka vérdet till Alice som kallar det krypterade meddelandet c.
Hon vill l4sa meddelandet och maste d& avkryptera meddelandet genom att
berikna f~1(c) = f~1(f(m)) = m.
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Definition 6.1.5. Niar méngden meddelanden och krypterade meddelanden
ar en grupp G s kan vi definiera ett Ceasarchiffer som en funktion pa formen

flz)=axx
fér nagot a € G. A

Exempel 6.1.6. Lat mingden av meddelanden vara (Z/(256))'6% som vi tidi-
gare identifierat med sms med ASCII tecken. Lét oss anvinda a = (4,4,4,4,...,4)
for ett Ceasarchiffer exempelvis, da skulle vi kryptera meddelandet hejsan (f6ljt
av 154 blanksteg) motsvarande sekvensen av siffror

(104,101,106, 115,97, 110, 32, 32,32, ...)

till att bli
(108,105, 110,119,101, 114, 36, 36,36, .. .)

vilket motsvarar det krypterade meddelandet linwer (foljt av 154 dollartecken
$). A

I klassiska privata nyckelkryptosystem behéver Bob och Alice komma Gverens
om en funktion f, en sa kallad privat nyckel, innan de kan kommunicera. Ex-
empelvis i ett Ceasarchiffer méaste alltsi bada parter kinna till elementet a. Det
ar viktigt att funktionen f, den privata nyckeln, ar en vil bevarad hemlighet
som bara kinns till av Bob och Alice, de kan kommunicera sékert sa lange den
forblir okand for Eve.

I klassiska privata nyckelkryptosystem kan vem som helst som vet hur man
beriknar funktionen f ocksa enkelt berdkna f~!. Till exempel dr ett Ceasar-
chiffer inte s& svart att knédcka eftersom man latt kan hitta konstanten a och
sedan applicera —a pa det krypterade meddelandet.

Antag nu att Bob och Alice aldrig har traffats, och deras enda kommunikations-
medel &dr via e-post eller textmeddelanden, som deras personliga motstandare
Eve har resurserna att Overvaka. D& kan de inte komma &Gverens om négon
privat nyckel. Offentlig-nyckel-kryptografi 16ser detta problem. I ett kryptosy-
stem med offentliga nycklar kan Alice publicera sin krypteringsnyckel f, och
trots att Eve kénner till Alices offentliga krypteringsnyckel f, kan de inte be-
rikna den inversa funktionen f~! som krivs for att avkryptera meddelanden.
Vi behover alltsé konstruera en injektiv funktion som &r svar att invertera.

Det mest kinda systemet for offentlig-nyckel, som du kanske har sett, &r RSA-
systemet. I detta system &r Alices offentliga nyckel ett stort positivt heltal
N som &r en produkt av tva stora primtal p och ¢, N = pq. Savitt vi vet
behover Eve faktorisera N och hitta p och ¢ for att avkryptera meddelanden i
RSA-systemet. Detta anses som svart.

6.2 Diskreta logaritmproblemen

Vi skiftar vart fokus mot andra kryptosystem med offentliga nycklar som byg-
ger pa gruppteori och elliptiska kurvor. Om G &r en given grupp och a,b € G
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ar element i1 G, kan vi fraga efter en exponent m € N som l6ser formeln a™ = b
i gruppen G, det vill sdga

ax*---xa=0>b.

N—_——

m ganger

Detta kallar vi for ett gruppteoretiskt logaritmproblem.

Definition 6.2.1 (Diskreta logaritmproblemet). Betrakta gruppen av de noll-
skilda talen med multiplikation modulo nagot primtal p, alltsa Z/(p) — {0}
som brukar betecknas med (Z/(p))* for nagot primtal p. Det gruppteoretis-
ka logaritmproblemet for den gruppen kallas for diskreta logaritmproblemet
(DLP). A

Definition 6.2.2 (Diskreta logaritmproblemet for en elliptisk kurva). Betrak-
ta en elliptisk kurva modulo p, C(Z/(p)). Det gruppteoretiska logaritmproble-
met for en sadan grupp kallas for for diskreta logaritmproblemet for en elliptisk
kurva eller elliptic curve discrete logarithm problem (ECDLP). A

6.3 Kvadratroten modulo p

Vi vet inte hur vi ska 16sa de gruppteoretiska logaritmproblemen i allménhet.
I denna kurs néjer vi oss med att analogt fundera pa hur man kan berédkna
kvadratrotter modulo p. Med detta menar vi att om 22 = @ modulo p sa sigs
x vara en kvadratrot till a. Vi later oss sjilva skriva x = 4+/a nér vi menar
detta, vi kommer att forklara mer om detta senare. Lat oss se ett motiverande
exempel pa hur det kan vara anvindbart. Lat oss forsoka losa ekvationen

22 +br+c=0 (modulo ett primtal p > 2)

Vi kan faktiskt anvinda kvadratkomplettering hér. Vi kan skriva om ekvatio-
nerna genom att addera och multiplicera saker pa bada sidor om likhetstecknet

2?4+ar+B=0
= (22 +20 0z + (270)?) - (270) +8 =0

=0
12 1 \2
= <x—|—2_ a) -27)*+ =0
2
= (:1: + 2*104) =(27'a)? - B.
Om vi 1 detta skede kan hitta en kvadratrot har vi att

P +ar+5=0
—r+2la=+/(2"1a)?2 - p

—z=-2"la+/(272)a? - 5.

Vi kan sammanfatta detta i en hjélpsats:
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Hjilpsats 6.3.1. Den vdlkinda pq-formeln fungerar éver Z/(p) dir p > 2 dr
ett primtal. Det vill sdga
2 4+ar+p=0

har alla sina lésningar pa formen

déir \/x dr ett tal i Z./(p) sd att (y/z)? = 1.

For att hitta kvadratrotter, eller i allménhet nér man vill hitta 16sningar till en
ekvation f(x,y) = 0 modulo p kan man gora trial and error eftersom det bara
finns &ndligt manga alternativ att prova. Man kan prova alla p? olika virden
pa (z,y) och se vilka som uppfyller ekvationen. Detta kan dock vara véldigt
tidskréavande, sa 1at oss nu férsoka konstruera en mer effektiv 16sningsmetod.
Lat oss forsoka forsta ekvationen for kvadratrotter lite béttre.

Hjalpsats 6.3.2. [ en kropp K dir 1 4+ 1 % 0 har varje tal a som mest tvd
kvadratrétter. Mer precist s menar vi att

r =a

har max tva olika lésningar och dessa losningar dr varandras additiva inverser.
Denna ekvation har exakt en losning om och endast om a = 0.

Bevis. Om man noga foljer beviset for satsen 3.4.6 sa gar det beviset ut pa att
bevisa att tva nollskilda tal alltid har en nollskild produkt modulo p. Alltsa
far vi da att 2 = 0 betyder att 2 = 0 enligt 6vningen 3.9. Om a # 0, sa finns
antingen ingen 16sning eller si finns &tminstone en 16sning. Antag att /a &r
en losning, det vill saga \/62 = a. D4 far vi att

(z+Va)(z — va) = 2% — Vaz + Vaz — Va* = 2% — a.

Det #r da tydligt att 16sningarna till 22 —a = 0 dr exakt \/a och —+/a. Notera

att —v/a # \/a eftersom /a + \/a = 2/a # 0 eftersom bade 2 och y/a inte &r
noll per antagande och vi far tva olika l6sningar. O

Fran detta kan man exempelvis se att en elliptisk kurva som mest kan ha 2p
antal punkter modulo p eftersom y = ++v/x3 + ax + b for varje val av z. Nu
vill vi konstruera ett test for om ett tal har en kvadratrot eller inte.

Hjalpsats 6.3.3. Ezxakt hdlften av alla nollskilda element i Z/(p) har kvadratrot-
ter om p > 2.

Bevis. Enligt hjilpsats 6.3.2 har bilden av funktionen x — 22 exakt (p —1)/2
nollskilda element eftersom det bara ar z och —x som har samma kvadrat. O

For de reella talen R vet vi sedan tidigare att de negativa talen inte har reella
kvadratrotter och att de positiva har det. Nar man rdknar modulo p ar det
svart att sdga vad som ar positivt och vad som &r negativt, s nar exakt vet
vi om ett tal har en kvadratrot da?
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Hjalpsats 6.3.4. For varje tal a € Z/(p) med p > 2 gdller det att

0Ooma=0
-1
T = 1 om a har tva olika kvadratrotter

—1 om a inte har ndgra kvadratréotter .

Bevis. Pastaendet a7 = 0 <= a = 0 foljer fran beviset av sats 3.4.6
eftersom nollskilda tal har nollskild produkt och produkt med 0 alltid blir 0
enligt 6vningen 3.9. Kom ihag fran beviset av satsen 4.2.5 att for a # 0 géiller
det att

a?l=1.

-1
Eftersom p ar ett udda primtal sa ar p—1 jamnt. Alltsa ar a"7 ett vildefinierat

2 —gP~1 = 1. Nu vet vi fran

p—1

tal och det &r en kvadratrot till 1 eftersom (a%)
hjélpstats 6.3.4 att 1 har exakt tva kvadratrotter. Sa alltsa méste a 2 vara
+1. Notera att om a &r en kvadrat a = b% si far vi att "7 = b1 = 1
enligt vart bevis av Fermats lilla sats. Allts& har vi enligt hjalpsats 4.2.8 hittat
alla rotter till 277 — 1 = 0, alltsd de a som &ar kvadrater av nagot annat tal.
Eftersom vi (enligt konjugatregeln och Fermats lilla sats) har vi att

p—1 p—1

z(zz -z 2z +1)=z@"t-1)=0,

p—
2

s& ar alla resterande tal 16sningar till x : +1=0. O

Okej, det ar ju bra att veta nér ett tal har en kvadratrot men hur beréknar vi
den kvadratroten modulo p? Det &r i allménhet en svar fraga men det finns ett
enkelt recept i fallet da p gar att skriva pa formen p = 4k + 3 fér nagot k € N.

Hjalpsats 6.3.5. Om p = 4k + 3 for k € N dr ett primtal och a har en
kvadratrot modulo p sd kan vi berdkna

\/& — ak+l

Bevis. Detta ér en réattfram berdkning,

a=a-1=a-(aPV/2) = (aPtD/2) = Ek+D/2 — (gF+1)2, ]

Ovningar

Ovning 6.1. Rita ut kurvan y? = 23 4+ x 6ver Z/(3) och Z/(7) som en del-
méngd till {0, 1,2}? respektive {0,1,...,6}2. Kontrollera #iven att Hasse-Weil
stammer.

Ovning 6.2. Rita ut kurvan y?> = 23 + z 6ver Z/(5) som en delmingd till
{0,1,2,3,4}2 som punkterna {(0,0),(2,0),(3,0)} och O. Avgér om kurvan &r
isomorf med Z/(2) x Z/(2) eller Z/(4).

Ovning 6.3 (x). Rita ut en elliptisk kurva modulo p > 5, anviind fundamen-
talsatsen for édndligt genererade abelska grupper och Lagranges sats 3.2.4 for
att visa vad for gruppstruktur den har genom att skriva den som en produkt
av kopior av heltalen modulo p; som i exempel 6.1.1.
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Ovning 6.4. Betrakta den elliptiska kurvan y? = 2% + z 6ver Z/(7). Addera
punkterna P = (1,4) och @ = (3,3) pa denna kurva.

Ovning 6.5. Betrakta den elliptiska kurvan y? = 2% 4 3z 6ver Z/(7). Addera
punkterna P = (1,2) och @ = (3,1) pa denna kurva.

Ovning 6.6. Avgor vilka av elementen i Z/(17) som har (minst) en kvadratrot.
Du behéver inte berdkna kvadratroten. Minrédknare &r tillatna.

Ovning 6.7. Avgor om vilka element i Z/(7) som har en kvadratrot eller inte.
Om kvadratrotter finns, skriv ned dem.

Ovning 6.8. Avgor om vilka element i Z/(11) som har en kvadratrot eller
inte. Om kvadratrotter finns, skriv ned dem.

Ovning 6.9. Testa dig fram med olika viirden pa 0 < m < 11 for att hitta en
16sning till instansen 2™ =17 9 av det diskreta logaritmproblemet.

Ovning 6.10. Visa att m = 4 #r en 16sning till mP = (0,1) av det diskreta
logaritmproblemet for den elliptiska kurvan

23 + 1 modulo 11
och P =(2,3)
Ovning 6.11. Anviind pq formeln for att 16sa ekvationen
22+ 2+1=0 (modulo7)
Ovning 6.12. Anviind pq formeln for att 16sa ekvationen
2> —6x+4=0 (modulo 11)

Ovning 6.13. Ange ett andragradspolynom som har rotterna 5,11 modulo
19.

Ovning 6.14. Tolka ordet hemlighet som ett element i (Z/(256))° med hjalp
av ASCII. Vad krypteras det till med ett Ceasarchiffer dar a = (5,5,...,5)7
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7 Mordells sats

7.1 Introduktion

Som vi ndmnde innan har dndligt genererade abelska grupper en vildigt enkel
form. Vi upprepar satsen hér.

Sats 7.1.1 (Klassifikation av dndligt genererade grupper). Ldt G vara en dnd-
ligt genererad abelsk grupp. Dd finns heltal r,dq, do, ...dy sd att

G 2T x Z)(dy) x T)(d) % ... x L] (dy).

Talet r kallas for rangen av G.

Vi atervinder nu till diskussionen om elliptiska kurvor. Lat E nu vara en
elliptisk kurva definierad av ekvationen

V=2 +ar’ +br+c

dér a,b och c ar rationella tal. Det visar sig att gruppen av alla reella punkter
av E, E(R), bildar en grupp som é&r lite for stor for att ha sérskilt intressant
struktur. Om vi darmed betraktar E:s rationella punkter, F(Q), far vi en myc-
ket mer intressant struktur. Vi kommer att spendera resten av kapitlet med
att bevisa foljande sats.

Sats 7.1.2 (Mordells sats). Lat E vara en elliptisk kurva definierad éver Q.
Da ar E(Q) dndligt genererad.

Kombinerar vi satserna ovan far vi att det for varje elliptisk kurva E finns
naturliga tal r,dy, ..., di sa att

EQ) 2 Z" x Z/(d) x Z/(da) % .. x Z](dy).

Talet r, alltsa antalet kopior av Z som finns i F(Q), kallas for rangen av E. Det
visar sig att en slumpmaéssigt vald elliptisk kurva har rang ett 50% av tiden
och rang noll 50% av tiden. Det finns elliptiska kurvor av hogre rang an s,
men de ar mer séallsynta.

7.2 Bevis av Mordells sats

For att bevisa Mordells sats behover vi forst ett enkelt sdtt att mata "kom-
plexiteten” av ett rationellt tal.

Definition 7.2.1. Lat = = a/b vara ett rationellt tal pa forkortad form, alltsa
ar a och b heltal utan nagon gemensam delare. Vi definierar héjden av z,
skrivet som H (z), som max(|al,|b|). A
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Exempel 7.2.2. Vi har att H(1/3) = 3, H(1/36) = 36. Alltsd méter inte
hojden storleken av ett rationellt tal, utan snarare "komplexiteten”, hur mycket
data det tar att representera talet. A

Den viktigaste egenskapen av hojdfunktionen &r att det bara finns ett dndligt
antal rationella tal med h6jd mindre &n eller lika med ett givet tal.

Definition 7.2.3. Om P = (x,y) &r en punkt pa F séger vi att hojden av P,
skrivet H(P), ar H(x). Vi later den logaritmiska hojden av P, skriven h(P),
vara log H(P). A

For att bevisa Mordells sats kommer vi att behdva tre hjdlpsatser. Vi kommer
tyvarr inte kunna ge ett helt fullstdndigt bevis, utan néjer oss med att bevisa
den forsta hjédlpsatsen och ett specialfall av den sista hjilpsatsen. Den andra
hjélpsatsen kriaver inte nagra nya eller svara metoder for att visa, men &ar val-
digt tekniskt. Att vi inte kan ge ett fullstandigt bevis av den tredje hjalpsatsen
beror dock pa att den kréver svarare metoder som ar Gverkurs.

Forsta hjalpsatsen relaterar addition av tva punkter till héjdfunktionen:

Hjalpsats 7.2.4. Lat Py vara en punkt pa E. Dd finns en konstant Cy som
enbart beror pa Py sd att

h(P + Py) < 2h(P) + Co

for alla punkter P pa E.

Vi kommer ocksa att behdva ett separat lemma f6r hur héjd beter sig med
avseende pa duplicering.

Hjalpsats 7.2.5. Det finns en konstant C' som bara beror pi E sa att

h(2P) > 4h(P) — C

for alla punkter P pd E.

Sist men inte minst kommer vi att behova ett mycket svarare pastaende om
gruppen E(Q).

Hjilpsats 7.2.6. Indezet [E(Q) : 2E(Q)| dr dndligt. Med andra ord, det finns
ett andligt antal punkter Py, Py, ..., Py sa att alla punkter i E(Q) kan skrivas
pa formen P; + 2P for nagon punkt P i E(Q) och 0 < i < k.

Vi avslutar avsnittet med att visa att Mordells sats géller om vi far anta de
hér tre viktiga hjalpsatserna.
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Bevis av sats 7.1.2. Lat P vara en punkt i F(Q). Vi anvinder hjalpsats 7.2.6
och later g, Q1,Q2, ..., Qr vara punkter motsvarande satsen. Vi vet att det
kommer att finnas ett index iy och en punkt Py i F(Q) sa att

P =Q;, +2P.
Upprepar vi samma procedur for Py far vi ett index 41 och en punkt P; si att
Py = Qi +2P1.

Vi kan upprepa proceduren nagra ganger till och kommer fram till en sekvens
Py, ..., Py, och ig, ..., 1, sa att

P=Qi+2FP, Py=Qi +2P,.. Pu_1=0Q;, +2P,.

Léagger vi ihop ekvationerna P = Q;, + 2Py och Py = Q;, + 2P far vi
P = Qi +2(Qi +2P1) = Qi +2Q;;, +4P.
Fortsétter vi pa samma satt far vi
P=Qi +2Qi + ... +2MQ;,, + 2" P,,.

Vi ser att P ligger i gruppen genererad av Q;, ..., @i, och P,. Om vi kan visa
att P, har en begriansad hojd for tillrackligt stora m kommer gruppen E(Q)
genereras av @i, ..., Qi,, och en méngd punkter av begransad hojd, vilket det
endast kan finnas en dndlig méngd av.

Vi vill nu jamféra hojden av tva punkter i sekvensen, sig P; och Pjy1, med
malet att visa att h(Pj;1) dr mindre &n h(P;). Enligt hjélpsats 7.2.4 finns en
konstant C; for varje punkt Q; sa att h(P — Q;) < 2h(P) + C; for alla punkter
P i E(Q). Om vi later ¢’ = max(C;)F_, sa giller

h(P — Q;) < 2h(P) + C’
for alla P och ¢. Lat nu C vara konstanten fran hjalpsats 7.2.5. Da giller
Ah(Pj41) < h(2Pj11) + C = h(P; — Qi,,,) + C < 2h(Pj) + C + C'.

Vi skriver om det som

1 c+c
h(Pi1) = Sh(P) + =

Om h(P;) > C + C", far vi

1 cC+cC 1 1 3
M(Pi1) = Sh(P) + < Sh(B}) + Th(By) = Jh(Py).

Om vi upprepat multiplicerar ett tal med 3/4 gar det mot 0, sd vi méaste
antingen kunna hitta m sa att h(P,,) < C + C’ eller vara i en situation dér

h(Pr) € Sh(Prn-1) < ... < ()mh(Pw,



i vilket fall vi 4&nda maste ha h(P,,) < C + C’ for tillrackligt stora m.

Slutligen har vi att alla punkter P i E(Q) kan skrivas pa formen
P=aoQo+a1Q1+ ... +apQr + 2" Py

dir h(P,,) < C + C'. D& det finns som mest ett dndligt antal punkter med
h(P) < C + C’, maste E(Q) vara éndligt genererad.

O

7.3 Addition och hojd

Vi boérjar med att bevisa hjélpsats 7.2.4. Innan vi sdtter igang med beviset
visar vi att de rationella punkterna P = (z,y) pa E har en sérskild form. Ség
att © = A/M, och y = B/N, dér braken ar pa forkortad form, s& A, N och
B, M har inga gemensamma delare. Vi stoppar in vara koordinater i ekvationen
som definierar F och far

BV (AY L (AY (A,
N) “\m) T\ M) e
Vi multiplicerar bada sidor med M3N? och far
B*M?® = A3N? + aA>N?M + bAN?*M? + cN?M?3.

Vi ser att N? delar alla termer i hogerledet och alltsa da dven B2M?3, men B
och N har inga gemensamma delare, si N? delar M?3.

Vi vill nu ocksa visa motsatsen, att M3 delar N2. Vi mérker forst att M
delar A3N?, eftersom att alla andra termer i ekvationen &r delbara med M.
Eftersom A och M inte har nagra gemensamma delare delar M talet N2. Men
da dr samtliga termer utom A3N? delbara med M?, vilket innebér att dven
A3N? &r det och ddrmed delar M? talet N2. Vi kan upprepa argumentet igen
och far att M3 delar N2.

Om N2 delar M3 och vice versa maste N2 = M3. Eftersom M? delar N? méaste
M dela N, vilket betyder att e = N/M &r ett heltal. Vi far att

N? M3 N
2 3 2
_ — - M .e=M-— =N.
€ M2 M? » € € M

Alltsa dr x = A/e?, y = B/e?.
Vi far nu att H(P) = H(z) = H(A/e?) = max(|A|,e?). Det visar sig att
H(P) ocksa begréansar y-koordinaten, pa det sittet att det finns en konstant

K som bara beror pa E s att |B| < K H(P)*?. For att visa det betraktar vi
ekvationen som definierar F multiplicerad med e®

B? = A3 + aA%e? + bAe* + ceb.
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Enligt triangelolikheten géller
B < |AP+aA?e?| +[bAc | +|ccd| < H(P)'+|a| H(P)>+|b|H(P)*+|c|H (P)’.

Alltsa giller pastaendet med K = (1 + [a| + |b] + |¢[)'/2. Nu &r vi redo for
hjalpsatsen:

Bewvis av hjdlpsats 7.2.4. Vi kan ignorera ett dndligt antal val av P genom att
valja ett litet storre varde pa Cy. Alltsa antar vi att P & {O, Py, —Py}. Lat
Py = (x0,y0) och P = (x,y). Lat nu Py + P = Q = (x1,y1). Vi har fran

additionsformeln att

$1+x0+aj’:)\2—a’ )\:y_yo
r — X0
Alltsa géller
xl:w_a_x_moz(y Yo)” — (z — o) ($+$0+a).
(# =20 ozl

Om vi expanderar uttrycket ovan far vi 4> — 2% som ledande term, vilken vi

kan byta ut mot az? + bx + c. Sammanlagt far vi ett uttryck pa formen

c1y + 02x2 +c3x+cy
csx? +cgr +c7

xTr1 =
Vi kan anta att ¢; ar heltal eftersom att vi annars kan multiplicera med deras
ndmnare. Vi stoppar in = A/e? och y = B/e3, och far

c1Be 4 cpA? + c3Ae? + cqpet
cs A2 + cgAe? + cret

xTr1 =

Hér ar bade téljare och ndmnare heltal, &ven om bréket kanske inte &r redu-
cerat. Vi far nu

H(z1) < max(|c;Be 4 coA% + c3Ae? + cqe?|, |5 A? + cgAe® + crel)).

Vi har sedan innan att
e< H(P)'?, A<H(P), B<KH(P)??
Alltsa géller
|e1 Betcr A* ez A’ +eae| < |1 Bel+[ca A%|+|cs A’ |+|cae?| < (Jer K|+ cal+|es|+|cal ) H (P)?
och pa samma sitt
les A2 + cgAe? + cret| <|esA?| + s Ae?| + |ere| < (|es| + |es| + |er]) H (P)?.
Om vi later M = max(|es| + |cs| + |c7], [c1 K| + |ca| + |es| + |ca) s& giller
H(P+ Py)) = H(x) < MH(P)2.

Om vi tar logaritmer av bada sidor av ekvationen far vi den efterfragade olik-
heten med Cy = log M. 0
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7.4 En mystisk homomorfi

Vi kommer att behova lite hjélp for bevisa hjélpsats 7.2.6. Déarmed introducerar
vi en ny elliptisk kurva for att hjalpas at med att visa satsen. Hér kan vi inte
utfora beviset for en generell elliptisk kurva utan kommer att behéva anta
att f(z) har atminstone en rationell rot. Om z( ar det rationella talet sa att
f(zo) = 0, kan vi skifta koordinatsystemet sa att (xg,0) ar i origo, det kommer
inte att paverka gruppstrukturen hos C(Q). Alltsa kan vi anta att f(0) = 0,
eller att f(z) = 2> + ax® + bx for nagot a,b € Q.

Den nya elliptiska kurvan som kommer att vara viktig for vara berdkningar,
skriven C, ar given av foljande ekvation
y2 =23 +az? + l_):v,
déar
a=—2a, b=a®—4b.

For att fa nagon sorts forstaelse for den hér nya elliptiska kurvan, kan det vara
bra att mérka att den har samma form som var tidigare elliptiska kurva, alltsa
att f(0) = 0. Om vi vidare applicerar konstruktion tva ganger i rad, far vi en

kurva C, given av ekvationen
> = 2% + az? + b

dar

Sl

ll

= —2a =4a, b=4a®—4(a® — 4b) = 16b.

Alltsa ges C av ckvationen
y? = 23 + 4ax® + 16bx.

Genom att skala om (z,y) som (4, 8y) far vi ekvationen for C' skalat med en

faktor av 64. Alltsa ér kurvan C vildigt lik C, och har framfor allt samma
gruppstruktur.

Vi vill nu definiera en homomorfi ¢: C(Q) — C(Q). Den kommer vidare ha
egenskapen att om vi applicerar konstruktionen igen och far en homomorfi

¢:C—C=C(Q)

kommer ¢ o att vara multiplikation med 2. Vi kommer alltsa ha faktoriserat
multiplikation med 2 i tvA mindre homomorfier, vilket ar viktigt d& vart hu-
vudintresse ar [C(Q) : 2C(Q)].

Vi definierar ¢(x,y) = (z,y) pa foljande sitt,
N b y2 B 22—
xz:v—{—a—}—;z—w y:yT.

For att ¢ ska vara en funktion fran C till C, maste (Z,%) ligga pa C, vilket
kan visas med en berékning.
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Notera att formeln ovan inte fungerar da (z,y) = (0,0), en punkt vi antagit
ligger pa kurvan. Vi sdger darmed att

©(0,0) =0, ¢(0)=0.

Det &r inte uppenbart alls fran var definition att ¢ &r en homomorfi, faktum
ar att definition dr nagorlunda omotiverad. Men det enda som aterstar for att
visa att ¢ &r en homomorfi ar direkta berdkningar, och ganska langa sadana.
Darmed gar vi inte igenom beviset i det hiar kompendiet.

Sats 7.4.1. Lat C och C wvara elliptiska kurvor givna av ekvationer
vt =a2® +ax? +bx, y? =2+ ax®+ ba,

ddr

2 _4b.

S

a = —2a,

Q

(i) Da finns en homomorfi p: C(Q) — C(Q) given av

—C
w(ﬂf,y)=< 2,y > om (z,y) # 0,(0,0)

0(0,0) =0, ¢(O)=0.

(i1) Om vi upprepar processen far vi en homomorfi
¢: C(Q) — C(Q).

Gruppen 5(@) dar isomorf med gruppen C(Q) via isomorfin (z,y) —
(x/4,y/8). Sdtter vi ihop de tva homomorfierna far vi en homomorfi

Y: C(Q) = C(Q)
gilven av

y? 22—

w(xvy) = (41:2’:9 82 ) om (%,y) #@7 (070)

(iii) Vi har att o o o(P) = 2P.

7.5 Bevis av sista hjalpsatsen

Med hjalp av den nya homomorfin kan vi éntligen bevisa den sista hjalpsatsen.
Fér att gora notationen enklare, skriver vi I' for C(Q), T for C(Q). Nagot som
kommer att vara viktigt for framtida berédkningar ar bilden av ¢, alltsa ¢(I").
Vi noterar nagra viktiga saker om den gruppen.

Hjilpsats 7.5.1. Lit P = (x,y) € T. Dd dr P € (') om och endast om x
ar kvadraten av ett rationellt tal.
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Bewvis. Om

X

foljer det direkt att = (Y/X)? ér en kvadrat av ett rationellt tal. Sig istéllet
att = = ¢ dér ¢ ar ett rationellt tal. Vi pastar att punkterna

Ql - (xlayl) = (; <q2 —a+ Z) 7551(1> )

Q2 = (12,92) = (; (q2 —a-— Z) ,—$2Q> .

ligger i I och att vidare p(Q1) = P. For att visa det berdknar vi forst

(-39

1 23 — 2ax? + a’x — y? 1[4 b
4 T 4 \z/)

Hir anviinder vi att y? = 23 — 2a2? + (a® — 4b)x eftersom (z,y) ligger pa T

P— o(X.Y) = <Y2 X2—b>

Att visa att Qq ligger pa C' motsvarar att visa att

Vi visade just att x1x9 = b, s& x9 = b/x1. Fran definitionerna géller ocksa att
y1/x1 = q. Alltsa ar ekvationen ovan ekvivalent med

@ =z +a+ .

Att visa att den sista likheten stdmmer ar en enkel berdkning.

Det aterstar att visa att ¢(Q1) = (z,y), vilket innebér att visa att

yi yi(ai —b)
2T 5 =Y
Ty L1

Den forsta likheten ar vildigt enkel, och vi kan skriva vénsterledet av den andra

likheten som
yi(af —b)  wiq(x] — z129)

(1}% = x% = q(xl - 1'2).

Men att q(z1 — x2) = y &r igen en enkel likhet. Alltsa ar p(Q1) = P.
O

Hjalpsats 7.5.2. Lat S = {p1,p2, ..., pr} vara mdangden av primtal som delar
b. Om P = (z,y) € T sd kan vi skriva x pa formen

ne 2

r=%p" ... prq

dir n; € {0,1} och q dr ett rationellt tal.
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Bewvis. Vi vet att (z,y) har formen z = m/e? och y = n/e3. Om vi substituerar
in det i ekvationen for var elliptiska kurva far vi

n? =m? 4+ am?e® 4+ bme* = m(m? + ame? + be?).

Vi later d = sgd(m, m? + ame? + bet). Det hiir talet kommer siklart dela d,
och dirmed kommer det ocksa dela be*. Men e/m &r forkortat, sa d har ingen
gemensam delare med e. Alltsa delar d talet b. Eftersom produkten av m och
(m? + ame? + bet) #r en kvadrat, kommer de primtal som delar m men inte
(m? + ame? 4 be*) att ha en jaimn exponent. Diarmed har m formen

m = £(N)?p}* - ... p
déar n; € {0,1} och N é&r ett heltal.
Nu ér z = m/e?, sa

x=pt - ppF(N/e)?

har den efterfragade formen. O

Vart slutmal ar att visa att 2I" har dndligt index i I'. Det visar sig att det
racker att visa att indexen av o(I") i I och ¢(I") i T" ar andliga. Da de hér olika
pastaenden dr symmetriska riicker det att visa att (I' : ¢(T')) &r #ndligt.

Vart mal kommer att vara att hitta en homomorfi fran I' till en dndlig grupp,

som dessutom har kirna ¢(I'). Vi later p1, po, ..., px vara de primtal som delar
b. Vi later A vara gruppen {1} x (Z/(2))*. Gruppen {£1} #r saklart isomorf
med Z/(2), det hir ar for att gora notationen enklare. Vi definierar nu en
funktion «: I' — A genom

alz,y) = ({£1},n1,ne, ..., nk),

dér z = £p* - .. - pp*¢* som i hjélpsats 7.5.2.
Sats 7.5.3. (i) Funktionen a: T' — A dr en homomorfi.

(ii) Kdrnan av o dr (T).
Bevis. (i) Funktionen « respekterar inverser eftersom
a(_P) = a(xa _y) - a($)7

och a = —a for alla element a € A. Alltsa racker det att visa att om
P+Q+R=01C(Q) sd ar a(P) + a(Q) + a(R) = 0. Vi vet att
P+ @+ R = O om och endast om P, och R ligger pa en linje. Om
linjen &r y = Az + v och z-koordinaterna av P,Q, R ar x1, x2, x3, har vi
sett att x1,x9, x3 &r losningarna till ekvationen

23+ (a— N)2? + (b—2 )z + (c — v*) = 0.
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Med andra ord,
(x — 1) (x — z2)(x — 23) = 23 + (a — \2)2? + (b — 20)z + (c — V2).

Om vi expanderar vansterledet och tittar pa konstanten pa bada sidor,
ser vi att

T1T2x3 = I/2 — C.
Men ¢ = 0 i vart falll Alltsd dr z1z923 = 12 och dr alltsd en kvadrat.

Men d& &ar primtalsexponenterna i xyxoxs alla jamna, sa

a(z1) + a(x2) + a(xs) = a(xizazs) = 0.

(i) Om afz) = 0,sa érn; = 0 for 1 < i < k, sz = q?, alltsd ar x en
kvadrat. Det har hander precis da (z,y) € ¥(I") enligt hjdlpsats 7.5.1.

O]

Vi har nu en homomorfi ¢: I' — A med kiirna T, och A #r en dndlig grupp.

Dérmed vet vi att (I" : ¢(I")) ar andlig.

Det enda som Aterstar #r nu att visa att om (I' : ¥(T)) och (T : o(T')) &r
dndliga, ar dven

(" 9(p(T))) = ("= 2T)
andlig.

Sats 7.5.4. Lit A och B wvara abelska grupper, och anta att det finns homo-
morfier p: A — B och ¥: B — A sd ait

pot(b) =2b, Pop(a)=_2a.

Anta ocksa att (A : ¥(B)) och (B : p(A)) dr andliga. Da ar dven (A : 2A)
andligt.

Bevis. Enligt antaganden finns det ett andligt antal by, ..., b, s& att a; + ¢(A)
tacker B, och pa samma sitt en motsvarande méngd ay, ..., a,, for A. Vi pastar
att mangden

ai +(bj) +24, 1<i<m,1<j<n
tacker A. Om a € A, finns det a; och b € B sa att a = a; +1(b). Men det finns
ocksé bj och a’ € A sé att b = b; + ¢(a). Lagger vi ihop de hér tva likheterna
far vi
a = a; +9(bj +¢(d)) = ai + (b)) + ¢ 0 p(d) = ai + P(by) + 20’

vilket skulle visas. O
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Ovningar

Ovning 7.1. Lat C vara en elliptisk kurva med heltalskoefficienter. En vil-
kind sats om elliptiska kurvor &r Nagell-Lutz sats, den sdger att om (z,y)
ar en rationell punkt pa C av dndligt ordning sa ar z,y heltal. Vidare &ar y-
koordinaten O eller delar A¢, diskriminanten av var kurva.

Anviand satsen ovan for att hitta alla punkter pa av dndlig ordning péa kurvorna

(i) y?> =23 +z.
(i) y? =23+ o+ 1.

(iii) y? =23 + 1.

Ovning 7.2. Visa att méngden punkter med héjd H(z) mindre &n N inne-
haller som mest 2N? + N element.

Ovning 7.3. Betrakta de rationella talen, Q.
(i) Visa att den additiva gruppen (Q,+) inte ar &dndligt genererad.
(ii) Ar den multiplikativa gruppen (Q — {0}, *) #ndligt genererad?

Ovning 7.4 (x*). Betrakta den singulira kurvan C givet av y? = 5.

(i) Visa att (0,0) &r C's enda singularitet.

(ii) Visa att om du betraktar C" = C' — {(0,0)} och definierar addition av
punkter i C’ pa det vanliga, att C’ har en gruppstruktur.

(iii) Visa att C(Q) inte &r &ndligt genererad.
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8 Elliptiska kurvor 6ver de komplexa talen

8.1 Introduktion

Materialet i det hér kapitlet beror mycket pa analys, alltsé derivator och inte-
graler. Pa grund av det kommer vi inte att kunna vara lika noggranna med att
bevisa alla pastaenden, utan vi kommer att vifta lite med hénderna vid manga
tillfallen.

8.2 De komplexa talen

Matematiker har sedan lange méarkt att det finns en del problem med de tal
vi normalt sitt anvénder oss av, ndmligen kroppen R, de tal som finns pa
tallinjen. Ett problem med R som gor kroppen "ofullsténdig” ar att det finns
vanliga polynomekvationer utan en l6sning i R. Exempelvis har ekvationen

2 +1=0
ingen reell 16sning.
Det visar sig att trots att kroppen R inte ar fullstdndig pa det sétt vi vill, &r
den inte langt ifran att vara det. Faktum &r att det rdcker att ldgga till en

16sning pé ekvationen ovan, si far vi en kropp som &r fullstédndig pa precis det
satt vi vill.

Definition 8.2.1. Vi definierar kroppen av komplexa tal, skrivet C, som tal
pa formen

C={a+1bi|a,beR}.
Lat a + bi, ¢ + di € C. Vi definierar addition genom

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i
och multiplikation genom

(a+bi) - (c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i. A

Med lite jobb kan vi visa att de komplexa talen bildar en kropp. Vi kan se fran
definitionen av multiplikation att eftersom ¢ =04 1 -7 sa géller

i2=04+1-9)0+1-9)=0-0-1-1)+(0-1+1-0)i=—1.

Alltsa uppfyller i ekvationen 22 + 1 = 0. Det visar sig att det récker att ligga
till 4 for att kroppen C ska bli "fullstandi’:

Sats 8.2.2 (Algebrans fundamentalsats). Varje ekvation pd formen
ap+ a1z +...+apx" =0

dir a; € C har en losning 1 C.
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3i

3+2i

2i

=2i

Figur 8.1: Komplexa talplanet, dar y-axeln dr den imagindra axeln och x-axeln
dr den reella axeln.

En kropp med den héir egenskapen kallas for en algebraiskt sluten kropp. Krop-
par med den hér egenskapen &r ofta mer "naturliga” nir man undersdker 10s-
ningar till polynomekvationer, och vissa pastaenden blir mycket enklare att
formulera.

Om man visualiserar R som en linje, kan man visualisera C som ett plan, det
komplexa talplanet.

8.3 Weierstrass funktion

Lat E vara en elliptisk kurva péa formen
y2 =423 + g1 + g2.
Vi later
E(C) = {(z,y) € C* | y* = 42® + g1z + g2} U{O},

alltsd de punkter med bada koordinater komplexa tal som l6ser ekvationen.
Notera att punkterna i C oftast representeras som ett plan, sa en graf till £
skulle vara en tvadimensionell figur i ett fyradimensionellt rum. Alltsa &dr det
svart att visualisera de komplexa l6sningarna. Det finns dock saker vi kan sédga
om dem, exempelvis vilken form de har. Forst behover vi lite definitioner.

Definition 8.3.1. Ett gitter dr en delgrupp A till (C, +) som &r pa formen
Zwi + Zwy = {awy + bwa|a,b € Z}

dar wy och wy ar komplexa tal. Vi kréver ytterligare att punkterna wi,ws och
0 inte ligger pa en linje.

A
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Figur 8.2: Ett exempel pa ett gitter i xy-planet med w; = 3 och wy = 2 + 2.

Det intuitiva sdttet att se pa ett gitter &r som ett odndligt upprepande monster
av punkter, dar punkterna utgor korsningar i ett rutnét.

Anledningen till att vi kréver att wq,ws och 0 inte ska vara pa en linje &r for
att A inte ska ligga pa en linje utan istéllet fylla ut hela planet.

Vi vill nu definiera en komplexvird funktion g som ar definierad &verallt utom
just pa ett givet gitter A. Har innebér komplexvird att det &r en funktion
som man stoppar in komplexa tal i och far ut komplexa tal, alltsa en funktion
p: C — C. Vi gar tillvdga pa foljande satt:

Definition 8.3.2. Lat A vara ett gitter. Da definierar vi Weierstrass funktion
for A, skriven gy eller g, som en funktion p: C — C given av

1 1 1
AEA

Hér &r méngden vi summerar 6ver, A, en odndlig méngd, s& vi tolkar summan
ovan som ett gransvirde. Man maste saklart egentligen visa att den odndli-
ga serien faktiskt konvergerar. Man kan se fran definitionen av @ att vérdet
©(z) gar mot odndligheten d& z nirmar sig element i A, de kallas for poler
till . Funktionen p kallas for Weierstrass funktion efter matematikern Karl
Weierstrass. Det finns flera funktioner dépta efter Weierstrass, s om det be-
hovs extra fortydligande kallar man ibland funktionen for Weierstrass elliptiska
funktion.

En annan sak som f6ljer direkt fran definitionen av p &r att om w € A sa &r

1 1
plz+w) = (z + w)? +Z (z4+w—N)? —ﬁ:p(z).

AEA

Funktionen &r det man kallar for periodisk med avseende pa A, den upprepar
sig om man forskjuter det komplexa planet med ett tal i A.
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Figur 8.3: En graf av p(z) for ndgot val av A. Hir representerar hojden pa grafen
beloppet av p(z) och firgen dr argumentet.
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Det gar att definiera derivator for komplexvéarda funktioner, och den visar
sig ha manga av de egenskaper man forviantar sig. Exempelvis dr derivatan
av " funktionen nz""! om n # —1. Framfor allt #r derivatan av 1/z2 lika
med funktionen —2/23. Man kan hirleda liknande formler for andra derivator.
Beréknar vi derivatan av g ser vi att

Om vi definierar

G, = Z/\_”

A€A

kan man med lite ihdrdiga rakningar komma fram till att

(¢'(2))* = 4p(2)* + g10(2) + 92

dér g1 = —60Gy, g2 = —140Gs. Det visar sig alltsa att funktionen (p, p'): C —
C? #r en funktion vars bild landar precis i 16sningarna till en elliptisk kurva.

Séag att A = Zwy +Zws. Eftersom p (och darmed éven ') uppfylller p(z+w;) =
0(2), p(z + wa) = p(z), kommer funktionen @ att upprepa sig om vi gar till-
rackligt langt i riktningen av w; eller riktningen av wo. Alltséa récker det att
fokusera pa ett parallellogram med hérn i 0, wy, we, w1 + wa.

Eftersom p(z +w;) = p(z) kommer p att anta samma virden pa linjen genom
0,wo som pa linjen genom wy,w; + wo. Pa samma sidtt kommer p att anta
samma virden pa linjen genom 0, w; som pa linjen genom wo,w; + wy. Alltsé
kommer g att klistra ihop motstaende sidor pa vart parallellogram. Samma
sak giller for @'. Om du forestéller dig att du gor det med en bit papper, far
du forst en cylinder, och sedan en doughnut. Alltsd kommer bilden av var rek-
tangel under (g, ') att se ut som en doughnut. Det matematiska namnet for
en doughnut ar en torus.

Det gar att visa att funktionen p: C — C ocksa ar surjektiv, den traffar alltsa
alla punkter pa var elliptiska kurva. Da vi vet att bilden av C under p ser
ut som en donut/torus kommer dven var elliptisk kurva C att se ut som en
donut/torus. Tyvérr dr det en donut i 4 dimensioner, vilket inte &r sérskilt latt
att forestalla sig!

Det finns en till egenskap hos Weierstrass funktion som &r nagot svarare att
visa.

Sats 8.3.3. Ldt x,y € C och p vara Weierstrass funktion for ndagot A. Lat C
vara den elliptiska kurva som funktionen (p,@'): C — C? landar i. Da gdiller

(p(x +y), ' (z+y)) = (p(z), ¢ (2)) + (p(y), ¢ (v))

ddr additionen i hogerled dr addition av punkter pa C. Med andra ord, (p,¢'): C —
C(C) dr en homomorfi.

96



Det hér visar pa att gruppstrukturen av C(C) inte &r sérskilt komplicerad. For
att beskriva den i detalj definierar vi gruppen S som méngden

0,1)={zeR|0< z < 1}.
Vi ger den additionen

a+boma-+b<l1
a+b=
a+ b —1 annars

Ett sitt att tdnka pa S &r som en cirkel déar varje punkt representerar en vin-
kel, och addition ar addition av vinklar. Om man kommer 6ver ett helt varv,
borjar man om igen.

Som tidigare kan vi skriva A = Zwy + Zws, och betrakta C' som ett parallel-
logram med horn i 0,w;,ws och wy + wsy. Eftersom (g, ') ar en homomorfi,
kommer ocksa att addition av punkter i C' att representeras av addition av
komplexa tal i vart parallelogram, déar vi mojligtvis subtraherar wy eller wo
fran resultatet. Vi kan definiera en homomorfi f: S x § — C(C) dar vi later

f(a,b) = p(awy + bws).
Med lite jobb kan man visa att det faktiskt 4r en isomorfi. Alltsa géaller det att

C(C) =S x S.

8.4 Punkter av dndlig ordning

Lat G vara en godtycklig abelsk grupp och n € N. Méangden punkter g € G séa
att ¢" = 1 kommer att bilda en delgrupp till G. Vi skriver G[n] for den hér
delgruppen. De kommer att innehalla de punkter i G som har ordning n, men
dven 1 och de punkter som har en ordning som delar n.

Hur ser C(C)[n] ut da C' &r en godtycklig elliptisk kurva? Vi besvarar forst
samma fraga for S. Om vi later s € S s& ar ns = 0 om och endast om ns ar ett
heltal. Alltsd kommer de punkter s s& att ns = 0 att vara {0,1/n,2/n, ..., (n —
1)/n}. Den hér delgruppen &r isomorf med Z/(n), sa S[n| = Z/(n). Eftersom
C(C)= S xS, far vi att

C(C)[n] = S[n] x S[n] = (Z/(n))*.

Det finns diirmed alltid n? punkter i C(C)[n], till skillnad fran de reella punk-
terna dar vi sag att C'(R)[2] kunde innehalla 2 eller 4 punkter.

Det hér &dr ett exempel varfor det &r mer naturligt att betrakta komplexa 16s-
ningar. Nér vi betraktade 16sningar 6ver R var strukturen av C(R)[n] olika
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w1 w1

2 e2

Figur 8.4: En visuell representation av C[2] = {0,w1/2,wa/2, (w1 + w2)/2).
beroende pa C, men C(C)[n] ser alltid likadan ut.

Om vi atergar till att se C'(C) som ett parallellogram med horn i 0, w;, wy och
w1 + wa, kommer C(C)[n| att utgoras av

1
—wi + lW?v
n n

for 0 < 4,5 <n.

8.5 Vad har en elliptisk kurva med ellipser att gora?

En av de mest forvirrande delarna av teorin om elliptiska kurvor ér just nam-
net, en elliptisk kurva har vildigt lite med ellipser att gora. I det hér avsnittet
tankte jag forsoka forklara den hér kopplingen.

En ellips ar en kurva av andra graden given av en ekvation pa formen

RO

Ett vildigt klassiskt problem &r att forsdka rakna ut omkretsen pa en ellips. I
det specialfall da a = b blir svaret 2axw. Tyvérr finns det ingen enkel formel for
godtyckliga a och b.

En integral som dyker upp vid berdkning av omkretsen till en ellips &ar

r 1
Ble) = /0 N

dir k = 1 —0b?/a?. Den hir gar inte att 16sa med vilkéinda funktioner, vilket &r
anledningen till att vi inte kan fa en sluten formel for omkretsen till en ellips.
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Det dr dock fortfarande en intressant funktion.

Om k =0, s att vi ar i cirkelfallet, far vi att

r 1
E(x) = / ——dt.
(z) D
Den hér integralen gar att 16sa direkt, och faktum &r att
E(z) = sin"!(z).

Vi kan dra inspiration fran det hér specialfallet och forsoka betrakta inver-
sen till E(z) istéllet for E(x), eftersom det kan visa sig vara en mer naturlig
funktion. Vi gor ddrmed definitionen

sn(z) = B Y(x).

Det visar sig att om vi betraktar sm som en komplexvird funktion, &r den
periodisk! Och inte bara periodisk, utan dubbelt periodisk, med tva perioder wy
och ws. Sddana funktioner kallas for elliptiska funktioner av den anledningen.
Funktionen g &r ocksé en elliptisk funktion enligt den definition, och darifran
kommer namnet elliptisk kurva.

Ovningar

Ovning 8.1. Lat a + bi € C sa att a + bi # 0. Vad &r (a + bi)~1?

Ovning 8.2. Betrakta foljande komplexvirda funktioner och forssk beskriv
med ord hur de transformerar det komplexa talplanet.

o f(2)=2z+3i.
o f(2)=—=z.
o f(2) =1z

Ovning 8.3. Lat A vara en abelsk grupp. Visa att méngden
Alm|={P € A: mP =0}
ar en grupp.

Ovning 8.4. Betrakta kurvan C given av ekvationen y?> = 3 4+ z. Vad &r

C(C)[2]?

Ovning 8.5. Lat A vara ett gitter genererat av w; = 144, wy = 1 — 14, och 1at
A’ vara ett gitter genererat av ay = 2, g = 3 — 4. Visa att A = A’.

Ovning 8.6. Visa att p ér en jamn funktion, alltsa att p(z) = p(—2).

Ovning 8.7 (x). Lat 0 < a < b, och lat C vara ellipsen

2 2
T+l
a b2
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(i) Visa att omkretsen av ellipsen ges av integralen
w/2
4a / k? sin® 0d0,
0
dar k=4/1— 2—2. Anvind formeln for omkrets av en kurva.
(ii) Gor substitutionen ¢ = sinf och visa att vi istéllet far integralen

1 1 — k242 1 1— 242
4a/ k;dt:éla/ il dt
o V 1—t 0 /(1—1)(1— k)

Ovning 8.8. Betrakta kurvan C given av ekvationen s = (1 — t2)(1 — k%t2).
Visa att transformationen

ger en transformation mellan C' och den elliptiska kurvan

y? = 2(k* — 1)ad + (5k% — 1)2® 4 4Kz + k2
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Losningar till udda 6vningsuppgifter

Kapitel 1

Ovning 1.1. (i) 0,1, 2, 3, 4.
(i) 1,2, {2,3}.

(iii) —3, -2, —1,0, 1, 2, 3.

(iv) 1, 2.

(v) =3, =2, —1,0, 1, 2, {2,3}.

Ovning 1.3. (i) B ér en #kta delmingd av A.
(ii) A och B ér lika.

(iii) Méngderna &r disjunkta eftersom B = () och alla méngder &r disjunkta
med den tomma méngden. B ar en dkta delméngd till A.

(iv) Méngderna &r varken disjunkta, lika eller dkta delméngder av varandra.
(v) Méngderna ar disjunkta eftersom A = Q.

Ovning 1.5. Observera att dessa svar ar forslag. Uppgifterna har flera kor-
rekta svar.

(i) {n € Z | n = 2k for nagot heltal k > 1}.
(ii) {p/2 | p ar ett heltal }.
(i) {reR|r ¢ Qoch |r| <1}.
Ovning 1.7. (i) Definitionsméngd: {1,2,3,...}. Malméngd: N.
(ii) Definitionsméngd: {T"| T &r en triangel }. Malméangd: R.

(iii) Definitionsméngd: {p(x) | p(x) &r ett andragradspolynom}. Méalméangd:
{p(zx) | p(z) ar ett forstagradspolynom}.

Ovning 1.9. (i) Detta &r en funktion. Den &r definierad for alla virden i
definitionsméngden, den ger alltid samma véirde for ett givet argument,
och alla funktionsvarden ligger i malméngden.

(ii) Detta ar inte en funktion, da funktionens virden inte ligger i malméangden

(f(2) =Vv2¢ Q).
(iii) Detta &r inte en funktion, eftersom dess virden ar slumpméssiga.

(iv) Detta &r en funktion. Eftersom ordet Balkong borjar pa B, s& har funk-
tionen ett definierat virde som ligger i malméangden.

Ovning 1.11. (i) Funktionerna #r lika. De har samma definitionsméngd,
malméingd och V22 = |z| for alla .
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(ii) Funktionerna &r inte lika, da deras definitionsméngder inte dr samma.
(iii) Funktionerna &r inte lika, d& deras malméangder ar olika.

Ovning 1.13. T exempel 1.5.3 ir virdeméngden {3,4}. Funktionen ir inte
injektiv och inte surjektiv. I exempel 1.5.4 ar virdeméangden {0,1} och funk-
tionen ar bijektiv, alltsa surjektiv och injektiv.

Ovning 1.15. Vi gor ett direkt bevis. Om ANB = betyder det att inga element
i Atas bort i A\ B. Alltsa har vi ANB =0 = A\ B = A. Pa samma sétt
har vi att om A\ B = A betyder det att det inte finns nagra gemensamma
element i A och B som tas bort i A\ B, alltsd har vi AA\B=A4 — ANB = 0.

Ovning 1.17. Vi gor ett direkt bevis. Méingden A\ B ér méngden av element
som ligger i A och inte i B. Alltsd 4r det méngden vi far nér vi ’tar bort
elementen som ligger i B fran A’. Alltsa tar vi egentligen bara bort elementen
som ligger i AN B fran A. De som inte lag i A fran forsta borjan struntar vi
alltsa i.

Ovning 1.19. Vi gor ett direkt bevis. Lat g : X — Y och f : Y — Z vara
bijektioner. Vi verifierar att f o g ar injektiv,

f injektiv g injektiv
= g(@)=9gy) = z=y

(fog)(x)=(fog)(y)

Pa samma sétt ser vi att funktionen ar surjektiv eftersom bilden av f o g ar
bilden med f av viardeméngden for g. Eftersom ¢ &r surjektiv blir bilden for
f o g densamma som bilden fér f och eftersom f antas vara surjektiv har vi
att bilden av f &r hela Z. Alltsé &r f o g surjektiv.

Ovning 1.21. Vi gor ett direkt bevis. Hur ménga par av element A respektive
B finns det? Jo, exakt lika manga som det finns sétt att vilja ett element ur
den ena och sedan den andra vilket ar (#A) - (#B).

Ovning 1.23. Vi léser problemet genom att konstruera den inversa funktio-
nen. Notera att vi har en funktion

¢:{0,1}* - {B|BC A}
f={ac Al f(a) =1}
Det ar nu tydligt att ¢ o x och y o ¢ ar varandras inverser.

Ovning 1.25. Om n #r udda, sa finns det ett heltal k sa att n = 2k + 1. D&
géller att

n? = (2k + 1)(2k + 1) = 4k* + 2k + 2k + 1 = 2 (2k* + 2k) + 1.
Eftersom 2k? + 2k &r ett heltal, bevisar detta att n? &r udda.

Ovning 1.27. Antag motsatsen, det vill siiga att a < ¢/2, b < ¢/2 och a+b >
c. Da galler att
a+b<c/24+b<c/2+c/2=c.

Alltsa géller a 4+ b < ¢, vilket &r en motséigelse.
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Ovning 1.29. Sitt a = b = /2. Om a’ &r rationellt s& &r vi klara, for da &r
a och b irrationella tal sa att a® &r rationellt. Om a® #r irrationellt, sa kan vi
sitta ¢ = a® och fa att

Cb: \/5\/5\/5: \/52 :2,

vilket ar rationellt.

Kommentar: Beviset sager oss bara att ndagot av fallen gdller, inte vilket. Man
sager att beviset dr icke-konstruktivt.

Ovning 1.31. For det forsta pastaendet gor vi ett direkt bevis. Om r = n
finns det inget att visa, s& antag att r < n. Detta ar ekvivalent med existensen
av ett positivt heltal tal k sadan att n = r 4+ k. Da produkten av tva positiva
heltal &r ett positivt heltal kan vi skriva

mr < mr +mk =m(r + k) = mn.

For det andra pastaendet gor vi ett motsagelsebevis. Antag att r < n och att
det finns ett positivt heltal k sadant att r = nk. Da kan vi med den tidigare

uppgiften se att
1

N

k — n < nk.

I sin tur har vi da att » < n < nk = r. Det &r en motsédgelse att ett tal &ar
mindre an sig sjalvt.

For det tredje pastaendet s& gor vi ett direkt bevis.

nk —nl =n(k —¥).

Kapitel 2

Ovning 2.1. i) Nej. Det finns ett identitetselement 0 men déremot finns
det inga inverser eftersom summan av tva positiva tal aldrig ar 0.

ii) Ja, se exempel 2.0.3.

iii) Nej. Problemet ar att det saknas inverser, det finns inget heltal k£ sddant
att 2k = 1 exempelvis.

iv) Nej. Talet 1 fungerar som identitetselement men det finns inget braktal
q sadant 0 - ¢ = 1, alltsd har inte 0 ndgon multiplikativ invers.

v) Ja.
Ovning 2.3. Lat oss verifiera gruppaxiomen for B
(i) (Associativitet) For alla element géller p,q,s € B géller
(pxor q) xor s = pxor (gxor s)

eftersom bada sidor ar sanna om och endast om exakt ett eller tre utav
P, q,s ar 'sant’.
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(ii) (Identitet) Elementet ’falskt’ har egenskapen att for alla p € B géller
pxor falskt = falskt xor p = p eftersom alla tre &r sanna om och endast
om p ar sant.

(iii) (Inverser) Vi har att
falskt xor falskt = falskt sant xor sant = falskt

vilket betyder att bada elementen i B &r sin egen invers (kom ihag att
'falskt’ dr identiteten).

Till sist har vi en isomorfin fran B till Z/(2) som skickar ’falskt’ till 0 och ’sant’
till 1. Isomorfin fran S, till Z/(2) &r den som skickar identiteten till 0 och det
andra elementet till 1. Sammanséttningen av dessa tva ger en isomorfi mellan

B och SQ.

Ovning 2.5. Ja. Vi Verifierar gruppaxiomen

Associativ Detta arvs fran Ss.
Identitet Identitetsfunktionen uppfyller villkoret for att ligga i K.

Inverser Det &r en direkt konsekvens att om f &r bijektiv och f({1,2}) = {1,2}
géller det att

FHL2Y) = |, 2)) = idf1,2) = (1,2}
Detsamma giller for {3,4}. Alltsa ligger f~1 i K om f gor det.

Ovning 2.7. (a) Vi anvinder gruppaxiomet (ii) for att visa att
e=exe

och sedan hjalpsats 2.2.1 for att dra slutsatsen att e ar sin egen unika
invers.

(b) Detta foljer direkt fran definitionen av att ~! #r inversen till z eftersom

s lxr=xx(x ) =ec

och =1 har en unik invers med denna egenskap att x=1  (z71)~7! =

(xH sz ) =e

Ovning 2.9. Kalla delgrupperna fér H och K. Per antagande finns det ett
par av element sddan att de ligger den ena delgruppen men inte den andra,
det vill sdga h € H\ K och k € K\ H. Vi gor nu ett motsigelsebevis. Antag
att H U K ar en delgrupp. Notera da att en delgrupp ar sluten s& vi har
hxk € HUK, da kan vi anta utan forlust av generalitet att hx k € H. Vi
har ocksa att h~! € H C HU K. Da maste vi #ven ha att h™! x (h k) € H
men h~1 x (hx k) = k vilket vi antog inte vara ett element i H. Vi har natt en
motséagelse. O
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Ovning 2.11. Eleven kan i detta stadium verifiera gruppaxiomen hur de &n
vill. Detta &r grupptabellen for Z/(37Z) vilket ar ett specialfall av heltalen
modulo n som vi bevisar vara en abelsk grupp i nédsta kapitel.

Ovning 2.13. a) Det &r tydligt att identiteten e for = ocksa &r det for *,).
Pa samma sitt ar inversen for varje x densamma for operationen * och
*op. Det klurigaste att verifiera ar alltsa associativiteten.

axop(bkopC) = akep(cxb) = (cxb)xa = {x &r associativ } = cx(bxa) = (bxa)*qpc = (a*epb)*opc.

b) Man far den ena grupptabellen genom att spegla den andra i diagonalen.

c¢) Detta ar tydligt eftersom definition av att vara en abelsk grupp ar ord
for ord detsamma som att a * b = a *, b.

Ovning 2.15. Alla bijektioner fran {0, 1, ..., n} till sig sjilv gar att konstruera
genom att forsta vélja vart 1 ska skickas. Detta kan goras pa n olika sétt. 2
ska sedan skickas pa ett annat element som inte &r samma som lan skickades
till, alltsd har vi (n — 1) alternativ. Genom att repetera detta argument tills
vi bestdmt ett funktionsviarde for alla element kan vi multiplicera ihop alla
mojligheter och da far vi just n- (n — 1) - ... antal alternativ.

Ovning 2.17. Lat e och i vara identitetselementen i H respektive G. Det &r
tydligt att den konstanta funktionen ¢(z) = e &r en grupphomomorfi och att
den &r identiten i H®. Definiera funktionen z +— ¢(z)~', detta dr den enda
mojliga kandidaten for en invers till ¢ med avseende pa * (inte o). Funktionen
ar inte alltid en grupphomomorfi men den ar det om H &r abelsk eftersom

Pz xy) " = (o) x d(y)) o(y) " * o(x) o) p(y)

Slutligen for ett par av grupphomomorfier géller det att ¢ x ¢ ocksa &r en
grupphomomorfi nar H &ar abelsk,

(Gx ) (2 y) = (D) *d(y)) * (V@) x(y)) T2 (@x ) (@) % ((b% ) (y)).
Ovning 2.19. (i) Vi kan verifiera att 2> € J och 2% € U.

—12.22 —1 H abelsk

(ii) Vi verifierar att bade J och U &r slutna under addition och invertering.
Om f, g ar jamna ser vi att

(f +9)(=2) = f(=2) + g(—2) = f(2) + 9(z) = (f + g)(@).
Om f, g ar udda ser vi att
(f+9)(=2) = f(=2) + g(=2) = = f(2) —g(z) = =(f + 9)(2).

Dessutom sé géller det att om f jamn s& &r —f jamn, och detsamma
géller for udda polynom.

(iii) Vi verifierar att

6(f +g) = ((f(ﬂﬁ) + f(=2)) ; (9(z) +9(=2)) (f(z) = f(=2)) ; (9(z) — g(ﬂf)))
_ <(f(»’v) +2f(—$))7 (f () —2f(—w))> . <(9(56) +29(—w)), (9() —29(—1’))) — 6(f) + 6(g).
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(iv) Inversfunktionen till ¢ &r

V(fi9)=f+g.
Vi verifierar att

s9(7( = HHICD) S0 =S g

o(W(f,9)) = o(f +9) = ¢(f) + o(g9) = (f,0) + (9,0) = (£, 9)-

Ovning 2.21. Alla axiom foljer direkt fran att G &r en grupp dérfor axiomen
verifieras for alla x € X separat.

(i) (Associativ) ((f +g) + h)(z) = (f(z) + g(x)) + h(z) = f(x) + (9(z) +
hx)) = (f + (g + h))(@).

(ii) (Identitet) Identitselementet ar funktionen som alltid ger ut e € G, alltsa
e(x) =e.

(iii) (Inverser) Inversfunktionen definieras som f~!(z) = (f(x))~!.

Kapitel 3

Ovning 3.1. Kom ih&g att anviinda hjilpsats 3.4.8 och 2.2.4, vilket betyder
att alla berdkningar modulo n kan goras med vanliga heltal och sedan ta %.

Alltséa, 1 modulo 3 far vi

(i) 1431 =(1+1)%3 =2%3 =2
(i) 1431 431=(1+1+1)%3=3%3=0
(iii) 2435 = (24+5)%3 =T%3 =1

(iv) 2-35=(2-5)%3 = 10%3 = 1

)
)
)
)
(v) 0-34=(0-4)%3=0%3 =0
(vi) 2.3(5+34)=(2-(5+4)%3=18%3 =0
(vii) 53 (3439)=(5-(3+9))%3 = 60%3 =0
(vili) —32 =1 eftersom 1 +32 = 3%3 = 0 eller alternativt (—2)%3 = 1.
)

(ix) 8—32 = (8—2)%3 = 6%3 = 0 eller 8—32 = 8+3(—32) = 8+31 =9%3 =0
I modulo 11 far vi

(1) 14111 =2%11=2
(i) 14111411 1=23%11=3

(iii) 24115 = (245)%11 = 7%11 =7
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8—112 = (8—2)%11 = 6%11 = G eller 8—112 = 8411 (—112) = 8+119 =
17%11 = 6

Ovning 3.3. Tabellen blir

+10 1 2 3 4
0/0 1 2 3 4
111 2 3 4 0
212 3 401
313 401 2
414 0 1 2 3

Ovning 3.5. Mingden av polynom #r delring till méngden av funktioner fran
R — R och ar alltsa en ring i sig sjalvt.

Ovning 3.7. Vi gor ett motségelsebevis. Antag att a,b # 0 och ab = 0. D&
kan vi multiplicera med b~'a~! pa bada sidor och fa att

1=b"ta tab=b"ta"- 0 "2 0.

Detta motsidger dock vningen 3.6.
Ovning 3.9. Detta &r en direkt beriikning,
distributivitet

z-(0)=z-(0+0) = z-0+x-0.

I detta skede vet vi inte vad x - 0 4r men eftersom R ar en ring sa finns det
en additiv invers —(x - 0) sa att nér vi adderar den till bada sidor om likheten
ovan sa far vi

0 =x-(0)+(—(z-0)) = (z-0+z-0)+(—(z-0)) associativ 2-04(2-04+(—(z-0)) = =-0.
Detta avslutar uppgiften.

Ovning 3.11. Detta &r en direkt berikning, lat betecka (—1) - (—1) med a.
Da har vi att

a=(-1) (~1) = (-1)- (~140) = (~1) - (-1 + 1+ (~1))
A1) (1) (1)1 (D) (CD) =at (<) +a
D4 kan vi addera inversen —a pa bada sidor och fa
a—a=a+(-1)4+a—a <= 0=a+ (-1).
Adderar vi nu 1 till bada sidor far vi att

0+l=a+(-1)+1 <= 1l=a+0=a.
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Ovning 3.13. Beviset &r identiskt med Gvningen 2.2.8 upprepat for bade +
och -.

Ovning 3.15. Den forsta deluppgiften foljer direkt ifran att varje komponent
lever sitt egna liv’ och alltsd &drvs alla nodvandiga egenskaper fran de tva
ringarna man tar produkten av.

Vad gar da fel ndr man tar tva kroppar? Vi gor ett motsédgelsebevis. Lat F, K
vara tva kroppar och antag att F' x K &r en kropp. Da ar (0,1) ett nollskilt
element i F' x K och den har en invers (a,b) som uppfyller att

(a,b)-(0,1)=(a-0,b-1)=(1,1) = a-0=1.
Detta motsédger 6vningarna 3.9 och 3.6.

Ovning 3.17. Man kan lisa ur grupptabellen for Ss att {id, 7, 7} &r isomorf
med Z/37 och {id, f} &r isomorf med Z/27Z.

Ovning 3.19. Notera att vi ser i 6vningen 2.3 att (pxor¢)xors ir sant om
och endast om exakt ett eller exakt 3 av p,q,s &r sanna. Vi kan nu se att
villkoret p&qd&s &r sant om och endast om alla tre 4r sanna. Da dr det bara
att ta xor av dessa eftersom den ena &r ett specialfall av den andra i nagon
mening. Vart svar dr alltsa:

pxor g xor s xor (p&q&es).

Ovning 3.21. e Vi vet redan att det associativa axiomet ar uppfyllt ef-
tersom sammanséttning av funktioner alltid gor det. Vi behdver visa att
sammansattningen av affina funktioner &ar affin, identiteten &ar affin och
att inverser finns. Vi kan snabbt se att identiteten &r affin p& formen
1.2 + 0. En direkt berdkning ger sedan, da vi later ¢(x) = ax + b och
Y(z) = cx +d, att

Yo d(x) =clax+b)+d=(ca)x+ (cb+d).

De nya konstanterna for ¢ o ¢ ar alltsa ca och (¢b+ d) som da blir affin.
Slutligen ser vi att inversen till axz + b ér f(z) = (a7 1)z + (—a™1b).

e [somorfin ges av
r—id z4+1—71 r+2—=m
20— f 224+2+—g 2+ 1+—h
Kapitel 4
Ovning 4.1. o f=1+452—522=1+52 +5 422,
o £(3,2)=(1+3+4-3)%5 = 40%5 = 0.
og:1—5%my:1—53wy:1+52xy,

e 9(3,2) = (1+2-3-2)%5 = 13%5 = 3.
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° f:1+7x—7x2:1+733+76x2,

e f(3,2)=(14+3+6-3)%7 =58%7 =2

o g=1—7%ay=1—74ay =147 3ay,

o g(z,y) = (143-3-2)%7 = 19%7 = 5.

Ovning 4.3. Vi berdknar enligt hjilpsats 4.2.12 far vi att

7T—2 )
= r—1)4+2=-x+4+(2-5/4).

y= T2 r2= et 2-5/4)
(0.0) . .
(0’5)u .
(0,4) ) .
(0,3) C e
(0,2) ® . .
@) .. .
(0,0) -

(a) Linjen y = ©/2+ 5 6ver R (b) Linjen y = x/2 4 5 dver Z/(7).
/

(0,6) ®
(0,5) . . ® . . .

0 (0.4) . . . . ® .
(0’3)0 . . . . . .
(02) .
0.1) .
(0,0) N

/
(a) Linjen y = 3z — 4 6ver R (b) Linjen y = 3z — 4 6ver Z/(7).
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6] o .
s}, e .
@Ol L e v e
@I . . . .. e
@A, . . e & .
Oy v . . e
(0.0) .

(a) Linjen av punkter pa formen (b) Linjen av punkter pa formen

t=x(3,1)+(0,1) tx(3,1)+(0,1)
over R over Z/(7).
Ovning 4.5.

6] o .
LY S PO
(0,4) . e .
@I . v e s . e
AL . . e e .
bug v + + ..
(0,0 .

(a) Linjen av punkter pa formen (b) Linjen av punkter pa formen

t=(3,1)+(0,1) t=x(3,1)+(0,1)
over R over Z/(7).

Ovning 4.7.

Ovning 4.9. Ja, det finns ingen 16sning till systemet 22 +y? —1 = 0 samtidigt
som 2z = 2y = 0.

Ovning 4.11. Nej,
of

_ _ 276-)_
pre 2x — 3x 9

I origo, £ = 0,y = 0 ar f och dess partiella derivator noll. Alltsa &r detta en
singular punkt pa kurvan, dar det saknas tangentlinje.

2y.

Ovning 4.13. Den konstanta nollfunktionen kan snabbt verifieras vara en
ringhomomorfi med hjélp av 6vning 3.9 och vi vet att 0 # 1 fran 6vningen 3.6.

Vi verifierar nu att funktionen ¢ &r en ring-homomorfi genom att anvinda att
363=3,

d(a+6b) =36 (a+6b) “E (3 a) 46 (36 b) = B(a) +6 D (b).
¢(a-6b) =36(a6b)=(363)6(aeb)=(36a)e(36b) =ac(a)cpb).
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Anmaérk att en ringhomomorfi &r per definition en grupphomomorfi mellan
(R,+) och (S,+). Vi kan nu avsluta losningen med att verifiera ¢(1) =3 # 1
och att ¢(0) =340 =0.

Kapitel 5

Ovning 5.1. Vi har att
n(a+b) = (a+b) + (a+b) +pn ger +(a+)
=a+a+..pgg+a+b+b+ ..y ger +b=mna+nb.

Ovning 5.3. (i) Viharatt P+ Q = O*(P*Q) = Ox(Q+ P) = Q + P.
Vidare géiller O +P = O (O *(P)) = P.

(ii) Lat X + P = Q. Vi kan skriva om likheten som O (X % P) = Q. Om vi
utfor O = till bada sidor far vi

OxQ =0+x(0O*(X xP)) =X x P.
Vi utfor =P till bada sidor och far
Px(0xQ)=(0xQ)*P=(X*P)«P=X.

Dérmed har X de efterfragade utseendet.

(iii) Ekvationen P+ (Q+ R) = (P+ Q)+ R ar ekvivalent med associativitet.
Vi kan skriva om likheten som

O (P (0Ox(Q+R))) = Ox((Ox(P*Q)) * R).
Om vi utfér O % pa bada sidor forsvinner O * faktorn och vi far likheten
Px(O*(Q*R)=Rx(Ox(P*Q).
Ovning 5.5. (i) Vi far
y? = (z—a/3) +a(x —a/3)? + bz —a/3) + ¢
= 2% 4 (a®/3 — ab/3 + b)x + 2a% /27 + c.

(ii) Da polynomet ovan ar pa den forenklade formen, alltsa att termen fram-
for 22 #r 0, kan vi anvinda formeln for diskriminanter och far

4(a®/3 — ab/3 + b)® + 27(2a3 /27 + ¢)?

= E(—éla?’c + a?b® 4 18abc — 4b°> — 27¢%).
Ovning 5.7. (i) 3 punkter, (1,0),(2,0),(3,0).

(ii) 1 punkt, (0,0).

(iii) 1 punkt, (1,0).

(iv) 1 punkt, (1,0).
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Kapitel 6

Ovning 6.1. Vi ritar upp kurvan

(0,6)
(0,5) °
L S °
©3 o . o
©2) ® (0,2) °
(0,1) . ° (0.1)
(0,0) (0,0)
‘Fo,o) (1,0) (2,0) 0,0)1,0) (2 03,0 (40 (5,0) (6,0)
(a) Kurvan y* = 2 + 2 modulo 3 (b) Kurvan y* = 23 + x modulo 7

Hasse-Weil séger att
1=3-3—1|=|#C(Z/(3)) —3—1| < 2V3 ~ 3.46

och
1=|7-7—1]=|#C(Z/(T)) =7 —1]| < 2VT ~ 5.29
vilket stammer.

Ovning 6.3. Det beror pa kurvan du viljer.

Ovning 6.5. Hir i detta facit utgar vi ifran att alla operationer gor modulo
7. Formeln for addition pa en elliptisk kurva séger att

1-2 -1
A—H—TeftersomP;éQ

modulo 7 s& &r —1/2 alltsa den additiva inversen till den multiplikativa inversen
till 2. Vi ser att 271 = 4 och da blir —1/2 = —4 = 3. Alltsa har vi att A = 3.
Dé séger formeln for addition ytterligare att

x3:A2—x1—x2:32—1—3:2—4:5
y3=—)\$3—(y1—)\$1)2—3-5—(2—3>=—1—(—1)=0

. Vi kan da konstatera att
P+Q=(50)

vilket ar svaret pa fragan.
Ovning 6.7. Vi gor en tabell dér vi beriknar a7 = a® modulo 7 for alla

element. Hjilpsats 6.3.4 séger att vi letar efter tal sadana att a® = 1. Sedan

7T—3
anvander vi 6.3.5 for att berakna kvadratroten som a7 1 = ¢2.

(i) 0=+0
i) =1 V1=4=1
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Ovning 6.9. Vi vill alltsa 16sa ekvationen 27 = 9 = —2 modulo 11. Vi gor en
tabell dir vi beriknar ™ = a®

(i) 2°=1

(ii) 2t =2

(iii) 22 =4

(iv) 282 =38

(v) 24 =5

(vi) 2° =10 = -1
(vii) 26 = -2 =9
(viii) 27 = —4

(ix) 28 =-8=3

(x) 29=6

(xi) 210=1

Svar: m = 6.

Ovning 6.11. Vi anvinder pq formeln med koefficienterna o = 1,8 = 1 och
far

1, /12
r=—g% Z_1:_2711\/4—17_:—4i\/2—1:3i1

alltsa ar losningarna x = 2 och x = 4.

Ovning 6.13. Vid nirmare eftertanke ser man att
(x —5)(x —11)

dr ett andragradspolynom som har just 5 och 11 som rotter. Vi skriver ut det
och berdknar modulo 19 att,

(x—5)(z—11)=(z+14)(x +8) = 2> + (14 + 8)x + 14 -8 = 2 + 32 + 17.

Svaret #r alltsa: 2 + 3z + 17. Om du har angett ett annat polynom som svar
bor det vara en multipel av detta polynom.
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Kapitel 7

Ovning 7.1. (i) Diskriminanten i det hér fallet &r 4, sa mojliga y ar 0, &1, £2, +4.
For varje val av y finns en begrédnsad méngd val av z, eftersom att ho-
gerledet annars blir for litet /stort. De enda heltalslosningarna vi hittar
ar (0,0), som har ordning 2.

(ii) Diskriminanten &r 4 4+ 27 = 31. Alltsad dr mojligheterna for y, 0 eller
+1,+31. Ingen av dessa virden pa y ger en l0sning i z, s& det finns ing-
en 16sning i det har fallet.

(iii) Diskriminanten &r 27, sa mojligheter for y ar 0,£3,+27. Vi hittar 16s-
ningar (—1,0) och (2, £3). Punkten (—1, 0) har ordning 2. Om P = (2, 3)
har dr 2P = (0,1) och om P = (2, —3) &r 2P = (0, —1). Allts& har punk-
terna (0, £1) och (2,+£3) &ndlig ordning.

Ovning 7.3. (i) Summan av en #ndligt méngd brak a1 /by, az/bo, ..., ax /by,
kommer aldrig att innehalla primtal i sina brak som inte delar b1bs...bg.
Det finns oédndligt manga primtal, s& ett dndligt antal brak kommer
aldrig att generera gruppen.

(ii) Nej. Precis som i foregaende del kommer produkten av ett dndligt antal
brak bara innehéalla primtal i sina ndmnare som var och en av de indivi-
duella braken har i sina ndmnare.

Kapitel 8

Ovning 8.1. Jag pastar att

a . b
= —1 .
a?+b>  a?+b?

(a+bi)~!
Det foljer fran multiplikationen

1.

a b _a2+62 ,ab—ab_
2+ a2+ -

(a+bi)<

R R
Ovning 8.3. Om z,y € A[m] sa giller
m(z +y) =mx+my=0+0=0.
Om vidare = € A s géller
m(—z) = —mz = —0=0.
Ovning 8.5. Vi har att wy = as — a1,wi = 2- a1 — ap. Alltsa &r

w1, ws € Zay + Zas.
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P& ett liknande sétt far vi a; = wy + we) och ag = wy + 2wy, sa att
a1, a2 € Zwy + Zwo.
Sammanlagt far vi
Zoq + Zog C Zwy + Zwo C Zag + Zas.
Darmed maste likhet gilla Gverallt.

Ovning 8.7. (i) Vikan parametrisera var ellips med uttrycket 7(8) = (a cos(6), bsin(f)),
0 < 0 < 2x. Enligt formeln for baglangd har vi att baglingden av en
fjardedel av ellipsen ges av

Aquémmwmy (;wmﬁiwzéﬂa@%wwmw%www
/ \/1 —(1- sm 0)do = a/ 1 — k2 sin?(6)df.

Hela omkretsen ar 4 ganger sa stor.

(i) Om vi gor substitutionen far vi nya intervall 0 < ¢ < 1, och df =
1/v/1 — t3dt. Sammalagt far vi

w/2 1 dt
4a 1 — k2sin?(0 d9:4a/ 1 — k2¢2
/0 N (0) v -

o / VIR
e
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