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Vad ska vi jobba med i ar?

I manga olika sammanhang ar man intresserad av att optimera en operation
som tar nagon slags objekt, och ger ett reellt tal. Detta kan till exempel vara
operationen som tar en bro over en flod, och ger hur mycket vikt man kan lasta
pa bron innan den gar sonder.

Nar operationen i fraga ar en vanlig funktion, som tar ett reellt tal och ger ett
annat reellt tal, sa loser man vanligtvis detta optimeringsproblem genom att
hitta punkterna dar derivatan ar 0. Men hur kan man derivera operationen som
tar en bro och ger en siffra’

I variationskalkyl angriper vi dessa, mer generella, optimeringsproblem med
hjalp av samma idé som ligger bakom satsen som sager att derivatan maste vara 0
i en inre max/min-punkt. Namligen, att om operationen antar sitt storsta/mins-
ta varde for ett visst objekt, sa kommer varje torandring, varje variation, av
objektet i fraga resultera i ett mindre/storre varde for operationen. Men vad
innebar detta for mer generella operationer?

Exempel

Lat A och B vara tva punkter i planet, dar B ligger lagre ner an A. Lat nu en
kula rulla friktionsfritt langs en kurva fran punkt A till punkt B under inflytande
av gravitationen. Hur ska kurvan se ut for att kulan ska ta sig fran punkt A till
punkt B pa sa kort tid som mojligt? Detta kallas tor Brachistochron-problemet.
Vi vill alltsa hitta minimum till operationen, som vi kallar I, som tar en kurva,
som vi kallar /&, som forbinder A och B, och ger tiden det tar for en kula att
rulla fran A till B langs kurvan K.

Vi vet att denna kurva K maste ha egenskapen att varje liten deformation
av kurvan resulterar i att operationen /I antar storre varden. Men hur kan vi
anvanda detta for att hitta kurvan K7

For en reell funktion kan vi prata om en forandringshastigheten, derivatan i
en punkt, just darfor att det inte finns sarskilt manga mojligheter att gora
sma forandringar av ett reellt tal pa; vi kan flytta punkten till vanster och
till hoger. Men det finns oandligt manga satt att deformera en kurva pa! Detta
oor Brachistochronproblemet betydligt svarare att losa.

For en vanlig funktion leder observationen ovan till slutsatsen att en maximi-
punkt maste vara losningen till en algebraisk ekvation; namligen ekvationen att
derivatan ar noll. For Brachistochron-problemet visar det sig att motsvaran-
de observation innebar att losningskurvan maste vara losningen till en speciell

differentialekvation!
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Figur 1:En graf i Desmos med olika forslag pa losningar till Brachistochron-problemet. Den roda

ar korrekt.

Cirkeln

Stockholms matematiska cirkel ar en arlig forelasningsserie for gymnasieelever.
Med Cirkeln far du mojligheten att se en annan sida av matematikamnet an den
man vanligen far se pa gymnasiet.

Nar och var?

Cirkeln traffas pa torsdagar varannan vecka. Haltten av traffarna ar forelas-
ningar och halften ovningstilltallen da vi arbetar med ovningsuppgifter. Lasaret

2022/2023 kommer Cirkeln att hallas i KTH:s lokaler. Vill du vara med? Pa
manga gymnasieskolor kan Cirkeln lasas som en tillvalskurs i matematik. Prata

med din gymnasielarare, eller med oss.

Kontakt

Mer information finns pa var hemsida www.math-stockholm.se/cirkel
Fragor? Kontakta oss pa cirkel@math-stockholm.se



