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Hej!

Siobhán (Sha-von) Correnty
Matteintresserad

Lärare
Master i matematik
Doktorand i tillämpad matematik

Musikintresserad
Spelar i Stockholms Blåsorkester
Lär mig spela gitarr på kvällarna
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Målet (1)
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Obs: Det är okej om ni inte kan läsa noter!
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Målet (2)
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Målet (3)
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Målet (4)

A-durtreklang: Noter A-durtreklang: Sinus sinuskurvor
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Målet (5)

Tidsdomän:
Vilka toner spelas??
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Frekvensdomän:
Lätt att se vilka
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Målet (6)

För att förstå behöver vi
lära oss:

Linjär algebra
Musikteori
Att skriva kod
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Målet (6)

För att förstå behöver vi
lära oss:

Linjär algebra
Musikteori
Att skriva kod

Idag:
Första lektionen i linjär
algebra
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Linjär algebra

Grundläggande kurs i
matematik
Universitet: fördjupa er
kunskap i linjär algebra
Idag: begrepp från linjär
algebra som vi behöver till
projektet

Figur: Linjer och plan (Wikipedia)
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Att lära sig matematik

Obs:
Vi måste gå igenom många definitioner
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Att lära sig matematik

Obs:
Vi måste gå igenom många definitioner

Exempel:
Gör det abstrakta mer konkret
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Matris

Definition
En matris A av typ m × n ges av

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
. . .

am1 am2 · · · amn

 .

där aij är tal.

A = (aij)m×n har m rader och n kolumner

Talen aij kallas för matrisens element

(www.math-stockholm.se/cirkel) Stockholms matematiska cirkel 8 oktober 2020 13 / 43



Transponat

Definition (Transponat)
Transponatet av en matris A = (aij)m×n ges av

a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2
. . .

a1n a2n · · · amn

 .

Transponatet av A betecknas AT

AT har n rader och m kolumner
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Addition

Definition (Addition)
Addition av två matriser A och B är möjlig då A och B är av samma
dimension, och beräknas genom att addera elementen parvis. Det
betecknas A+ B .
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Addition

Exempel

A =

1 3 −1
4 −5 2
0 1 2

 ∈ R3×3, B =

2 −2 1
1 −2 5
0 2 3

 ∈ R3×3

A+ B =

1+ 2 3− 2 −1+ 1
4+ 1 −5− 2 2+ 5
0 1+ 2 2+ 3

 =

3 1 0
5 −7 7
0 3 5

 ∈ R3×3

Dimension
Obs! Reella tal, Rn×n
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Subtraktion

Definition (Subtraktion)
Subtraktion av två matriser A och B är möjlig då A och B är av
samma dimension, och beräknas genom att subtrahera elementen
parvis. Det betecknas A− B .
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Multiplikation

Definition (Multiplikation)
Multiplikation av två matriser A och B är möjlig då A är av typ
m × n och B är av typ n × p. Då är

A · B = C = (cij)m×p

där cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj , i = 1, 2, . . . ,m och
j = 1, 2, . . . , p.
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Multiplikation

Exempel

A =

1 3 −1
4 −5 2
0 1 2

 ∈ R3×3,B =

 2
−1
3

 ∈ R3

A · B =

1 · (2) + 3 · (−1)− 1 · (3)
4 · (2)− 5 · (−1) + 2 · (3)
0 · (2) + 1 · (−1) + 2 · (3)

 =

−419
5

 ∈ R3.
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Multiplikation

Obs!
AB 6= BA

(Bara ibland!)
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Linjärt ekvationssystem

Definition
Ett linjärt ekvationssystem med m ekvationer och n obekanta
variabler (x1, . . . , xn) har formen

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

där aij och bk är komplexa tal.

Komplexa tal C: a + ib där a och b är reella tal
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Linjärt ekvationssystem

Definition
Ett linjärt ekvationssystem med m ekvationer och n obekanta
variabler (x1, . . . , xn) har formen

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

där aij och bk är komplexa tal.

Vi kan skriva det som Ax = b, där A ∈ Cm×n, x = [x1, . . . , xn]
T ∈ Cn

och b = [b1, . . . , bm]
T ∈ Cm.

(www.math-stockholm.se/cirkel) Stockholms matematiska cirkel 8 oktober 2020 22 / 43



Linjärt ekvationssystem

Exempel


2x1 + 3x2 − 4x3 = 0
−x1 + x2 + x3 = 3
x1 − 2x2 + 3x3 = 3

A =

 2 3 −4
−1 1 1
1 −2 3

 , x =

x1

x2

x3

 , b =

0
3
3



Vi har:
Ax = b
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Matrisform

Definition (Matrisform)
Det linjära ekvationssystemet vi hade innan kan skrivas om som

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
. . .

am1 am2 · · · amn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1

b2
...
bm

 .

Detta kallas för matrisformen av ett linjärt ekvationssystem.
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Lösningar till ett ekvationssystem

Antingen har ekvationssystemet:
en unik lösning
inga lösningar
oändligt många lösningar
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En unik lösning

Exempel
Tänk på det här
ekvationssystemet:{

2x + 3y = 5
−x + 4y = 6

4 2 0 2 4
x

1

0

1

2

3

4

5

y

2x + 3y = 5
-x + 4y = 6

Figur: En unik lösning
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En unik lösning

Exempel
Tänk på det här
ekvationssystemet:{

2x + 3y = 5
−x + 4y = 6

4 2 0 2 4
x

1

0

1

2

3

4

5

y

2x + 3y = 5
-x + 4y = 6

Figur: En unik lösning

Linjerna skär varandra i en punkt.
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Inga lösningar

Exempel
Tänk på det här
ekvationssystemet:{

2x + 3y = 2
2x + 3y = 3

4 2 0 2 4
x

3

2

1

0

1

2

3

4

y

2x + 3y = 2
2x + 3y = 3

Figur: Inga lösningar
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Inga lösningar

Exempel
Tänk på det här
ekvationssystemet:{

2x + 3y = 2
2x + 3y = 3

4 2 0 2 4
x

3

2

1

0

1

2

3

4

y

2x + 3y = 2
2x + 3y = 3

Figur: Inga lösningar

Vi har inga lösningar eftersom linjerna skär aldrig varandra.
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Oändligt många lösningar

Exempel
Tänk på det här
ekvationssystemet:{

2x + 3y = 2
4x + 6y = 4

4 2 0 2 4
x

2

1

0

1

2

3

4

y

2x + 3y = 2

Figur: Oändligt många lösningar
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Oändligt många lösningar

Exempel
Tänk på det här
ekvationssystemet:{

2x + 3y = 2
4x + 6y = 4

4 2 0 2 4
x

2

1

0

1

2

3

4

y

2x + 3y = 2

Figur: Oändligt många lösningar

Oändligt många lösningar: d.v.s. linjen 2x + 3y = 2.
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Hur ska vi lösa systemet?

Exempel


2x1 + 3x2 − 4x3 = 0
−x1 + x2 + x3 = 3
x1 − 2x2 + 3x3 = 3

Först: Skriv om i matrisform 2 3 −4
−1 1 1
1 −2 3

∣∣∣∣∣∣
0
3
3


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Metoden: Gausselimination

Mål:
Matris med ettor i diagonalen (övre vänstra hörnet till nedre högre
hörnet) och nollor under

Vi kan:
Byta plats på två rader
Multiplicera en rad med ett tal som inte är lika med noll
Addera en rad till en annan

(www.math-stockholm.se/cirkel) Stockholms matematiska cirkel 8 oktober 2020 33 / 43



Att lösa systemet med Gausselimination

Mål:
Matris med ettor i diagonalen (övre vänstra hörnet till nedre högre
hörnet) och nollor under

Vi har: 2 3 −4
−1 1 1
1 −2 3

∣∣∣∣∣∣
0
3
3



Byt plats på den första
raden (R1) och den tredje
raden (R3)

 1 −2 3
−1 1 1
2 3 −4

∣∣∣∣∣∣
3
3
0


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Att lösa systemet med Gausselimination

Vi har:  1 −2 3
−1 1 1
2 3 −4

∣∣∣∣∣∣
3
3
0


Vi gör:

R2+R1→R2
R3−2R1→R3−−−−−−−→

1 −2 3
0 −1 4
0 7 −10

∣∣∣∣∣∣
3
6
−6



(www.math-stockholm.se/cirkel) Stockholms matematiska cirkel 8 oktober 2020 35 / 43



Vi har: 1 −2 3
0 −1 4
0 7 −10

∣∣∣∣∣∣
3
6
−6


Vi gör:

7R2+R3→R3−−−−−−−→

1 −2 3
0 −1 4
0 0 18

∣∣∣∣∣∣
3
6
36

 1
18 R3→R3
−R2→R2−−−−−−→

1 −2 3
0 1 −4
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
3
−6
2


Mål:
Matris med ettor i diagonalen (övre vänstra hörnet till nedre högre
hörnet) och nollor under
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Skriv om med x1, x2 och x3:

Vi får:
x1 − 2x2 + 3x3 = 3
0x1 + x2 − 4x3 = −6
0x1 + 0x2 + x3 = 2

⇐⇒


x1 − 2x2 + 3x3 = 3
x2 = 2
x3 = 2

⇐⇒


x1 = 1
x2 = 2
x3 = 2

Lösningen till det linjära ekvationssystemet är alltså x1 = 1, x2 = 2
och x3 = 2.
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Kolla om svaret är rätt:

Ta matrisen och multiplicera med lösningen

 2 3 −4
1 −2 3
−1 1 1

1
2
2

 =

 2(1) + 3(2)− 4(2)
1(1)− 2(2) + 3(2)
−1(1) + 1(2) + 1(2)

 =

0
3
3


Så:
Vi har Ax = b
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Enhetsmatrisen

Definition (Enhetsmatrisen)
Enhetsmatrisen eller identitetsmatrisen av storleken n är
n × n-matrisen som har ettor längs huvuddiagonalen och nollor
överallt annars, alltså

I =


1 0 0 0

0 . . . 0 0

0 0 . . . 0
0 0 0 1

 ∈ Rn×n.
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Enhetsmatrisen

Definition (Enhetsmatrisen)
Enhetsmatrisen eller identitetsmatrisen av storleken n är
n × n-matrisen som har ettor längs huvuddiagonalen och nollor
överallt annars, alltså

I =


1 0 0 0

0 . . . 0 0

0 0 . . . 0
0 0 0 1

 ∈ Rn×n

Obs!
AI = IA = A ∈ Rn×n och Ix = x ∈ Rn
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Inverterbarhet och invers

Definition (Inverterbarhet och invers)

En matris A är inverterbar om det existerar en matris B så att
AB = BA = I , där I är enhetsmatrisen. Matrisen B kallas inversen
till A och skrivs A−1.

Obs!
Ska läsa mycket om hur man beräknar inversen på högskolan
I den här kursen kommer: fokus på hur man använder dem
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Inverterbarhet och invers

Definition (Inverterbarhet och invers)

En matris A är inverterbar om det existerar en matris B så att
AB = BA = I , där I är enhetsmatrisen. Matrisen B kallas inversen
till A och skrivs A−1.

Exempel
Låt A ∈ Rn×n vara en matris, x ∈ Rn en vektor med variabler och
b ∈ Rn ett högerled. Med hjälp av definitionen kan vi skriva om ett
linjärt ekvationssystem Ax = b:

Ax = b ⇐⇒ A−1Ax = A−1b ⇐⇒ Ix = A−1b ⇐⇒ x = A−1b.
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Exempel
Vi tar matrisen A och vektorn b från innan.

A =

 2 3 −4
−1 1 1
1 −2 3

 ∈ R3×3, b =

0
3
3

 ∈ R3

A−1 =

 5
18 −

1
18

7
18

2
9

5
9

1
9

1
18

7
18

5
18

 =
1
18

5 −1 7
4 10 2
1 7 5

 ∈ R3×3

AA−1 = A−1A = I (testa själv!)

x =

x1

x2

x3

 =
1
18

5 −1 7
4 10 2
1 7 5

0
3
3

 =

1
2
2

 ∈ R3
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